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П РО С Т О РИ  Р О З В ’Я З К І В  Д ВО Т О Ч К О ВО Ї  ЗА Д А Ч І  

ДЛ Я  Г ІП Е Р Б О Л ІЧ Н О ГО  Р ІВ Н Я Н Н Я  Д РУ ГО ГО  П О Р Я Д К У

Г .П .  Х о м а

Тернопіл. акад. нар. госп-ва,
Україна, 282004, Тернопіль, вул. Львівська, 11

Functional spaces in which two-point problem utt — uxx =  g(x,t), u(x, 0) =  u(x,n) — 0, u(x +  w) = 
u(x,t) has solution are determined.

Знайдено простори функцій, в яких двоточкова задача Utt — ихх =  g(x,t), м(ж,0) =
=  и(х,ж) =  0, и(х +  w) =  u(x,t) має розв’язок.

1. Існування  р о з в ’я зк у .  Для функцій g(x,t) із простору С  (неперервних і обмежених 

на множині R 2 функцій) розглянемо оператор  [1 -  3]

t x + t - T  a  x + t - r

(P ag)(x, t) =  -J dr j  g(£, T)dt -  -  J dr j  g(£, r)d£ =

0 x —t+ т  t x —t + r

a  x + t - r

=  J Q (r)dr j  g(£, r)d£, ( M ) G R 2, (1)

t X -t+ T

де a  — дійсне число, відмінне від нуля, Q(t) =  1/4 при 0 <  т <  t і Q(r) =  —1/4 при 

t <  т <  а .
Якщо позначити через Gx простір функцій двох змінних х і t , неперервних і обмеже

них на R 2 разом  із похідною по х, а  символом Qw простір функцій g{x,t), які задоволь

няють на R 2 співвідношення g(x +  w,t) =  g(x,t), то  легко переконатися, що оператор  Ра 
має таку  властивість.

Т еор ем а  1. Якщо g Є GXC\ Qw, mo P ag Є C 2,2 П Qw і функція и =  P ag є розв ’язком 
задачі

Utt ~  ихх -  g(x,t), и(х +  w,t) =  u(x,t), (ж, t) Є R 2. (2)

Доведення. Нехай g Є Gx П Qw. Тоді безпосередньою перевіркою переконуємося, 

що (P a g)(a: +  w,t) =  (P ag)(x ,t). Далі, обчислюючи частинні похідні функції и =  P ag, 
знаходимо

{Pag)'t(x,t) =  f  Q(T)(g(x +  t - T , r ) + g ( x - t  +  T,T))dr, (3)

о

(Pag)'x(x,t) =  J Q(T)(g(x +  t - T , T ) - g { x - t  +  T,T))dr, (4)
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( * * * * )« ( *>  0  =  * ( * > 0  +  f  Q(T){dx(x +  t -  т ,т ) - g f j x - t  +  T,r))dr, (5)

о

(Pag )U x , t) =  J q (t)(& (x +  t - T , T ) - ^ ( x - t  +  r , r))d r . (6)

0

Отже, ЯКЩО g  є  Gar, TO P “ g Є G 2’2 І (P ag)tt [x ,t)~  (Pag)xx (x,t) — g(x,t), що й треба  
було довести.

Знайдемо умови, з а  яких функція u(x,t) =  (Pag) (x,t) може задовольняти  крайові 

умови

u ( M )  =  (P ag )(x ,0 ) =  0, и(х,тг) =  (P ag)(x ,тг) =  0, ХЄК . (7)

З  (1) при t =  0 одержуємо

а х+т

(Pag ) ( x , 0 ) = - J  dr I  g (£ ,r)d e .

0 х—т

Обчислюючи похідну (P “ g)£.(a:,0) і виконуючи відповідні заміни змінних, знаходимо

(P Qg );(z , 0) =  \ J g ( x  +  т, т)(1т -  і  J  g { x - r , r )d r  =

о о

- \ J  (s(x -  r  +  а , а - т )  -  g(x -  т, r))dr. (8)

о

Отже, при виконанні умови

g(a; +  a , а  -  і) =  g(x,t) (9)

на основі (8) завжди  буде справджуватися рівність (P ag)'x (ж ,0) =  0 для всіх х Є R, а  це 

означає, що (P ag) (ж,0) =  const для всіх ї £К .

Якщо припустити, що для g  Є С  виконується умова

g{x,t) = - g ( - x , t ) ,  (10)

то внаслідок непарності функції g(x ,t) по змінній х і рівності (1) маємо (P ag) (0 ,0) =  0, 

а це означає, що (P ag) (ж,0) =  0 для всіх х Є R, тобто  при одночасному виконанні умов 

(9) і (10) завжди  буде виконуватися рівність (P ag) (ж,0) =  0 для всіх х Є К.

Тепер, покладаючи t =  тг у формулі (1), дістаємо

7Г х + п—т  а  х+тг—т

{Pag ) { x ,n ) = ^ J  dr J  g ( £ , r ) d £ - i  j  dr J  g((,r)<% . (11)

0 Х-7Г+Т 7Г Х-Ж+Т

Виконуючи заміну змінної т  =  тг -  в у першому інтегралі рівності (11) і т  =  а +  тг -  в у 
другому, одержуємо

7г х + в  а  х + в— а

{Pag){x,TT) =  \ j  de I  g ( ^ - e ) d ( i - l- j  d6 j  g(£, оі+ ж — 0)d£.

0 x - 0  я- х - в + а



Звідси, обчислюючи похідну (Pag)x(x, 7г), знаходимо

(Pagyx(x, тг) =  і  I  g(x +  0, тг -  0)d9 -  і  I  g(x -  0, ТГ -  в)дв- 

0 о

— і  У  g(a: +  0 - о ,  а  +  т г -  6)d6 +  — J g(x -  0 +  а ,а  +  тг -  6)d6 =

т  о

=  -  J g(x +  в ,7г -  6)d6 -  -  J g(x +  в -  а , а  +  тг -  6)d0-

о v

ж О

_ ї  / _  в ' к ~  6)de +  \ J g ( x - 0  +  a , a +  7Г — 6)d9-
О Ж

- ± J g(x +  e - a , a  +  K - e ) d e + ± J g ( x - 6  +  a , a  +  n - e )d e  =

о о

=  h  +  h  +  h  +  h  +  h  +  h- (12)

Легко переконатися, що при виконанні умов 

g(x -  а , а  -  t) =  g{x,t) і g(x,t) =  -g(x , - t)  (13)

буде справедлива рівність її  +  / 2 =  0 ; при виконанні умов

g(x +  o t ,a - t )  = g (x ,t)  і g(x,t) =  -g(x , - t)  (14)

— рівність /з  +  /4 =  0 , а  при виконанні умов

g(x +  a , a - t ) = g ( x , t )  і g(x,t) =  g(x ,t +  2п) (15)

— рівність І5 +  Iq =  0.

Отже, на підставі умов (13) — (15) для функції g Є С  завжди  справджується рівність 

{Pag)'x (ж, 7г) =  0, а  це означає, що (Pag)(x, 7г) =  const для всіх х Є R. Якщо тепер 

припустити, що для функції g  Є С  виконується умова (10), то  в просторі функцій

С а~ =  {g  : g (z , t) =  g{x +  a, a  -  t) =  g(x -  a , a  -  t) =

=  g ( x , t + 2ir) =  - g (- x ,t )  =  - g ( x ,- t ) }  (16)

буде виконуватися рівність (P ag) (0 ,7г) =  0, а  отже, (P ag) (ж ,7г) =  0 для всіх х Є R.

Таким чином, в силу теореми 1 и проведених вище досліджень справедливе наступне 

твердження.

Т еор ем а  2 . Якщо g Є Gx П Са~ , mo и =  P ag Є С 2'2П Qw і є розв ’язком крайової 
періодичної задачі (2), (3).

2. П ро с то ри  р о з в ’я зк ів .  Природно виникає питання: яка структура  введеного 

простору Са~ і як визначити число а ?
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Позначимо через Qw і Q 27r відповідно простори функцій Qw =  {g  : qq(x +  w, t) =  

=  ~g(~x ,t) =  g(x ,t)} і =  {g  : g{x ,t +  27г) =  -g (x ,- t)  =  g (a ;,t)} . Покажемо, що на 

основі функціональної залежності

g{x +  а , а - t )  =  g(x -  а , а - t )  =  g(x, t) (17)

можна, щонайменше, утворити  три простори функцій, в яких задача  (2), (7) має 

розв ’язок.

I. Нехай

g e Q ~ n Q 2n; a  =  wq, q € N. (18)

В цьому випадку рівність (17) набуває вигляду

g (x ,w q -t) = g (x ,t) .  (19)

Оскільки g  Є Q2ж, то , зрозуміло , що wq ф 2ттк, к Є Z. Покладемо

wq =  (2р — 1)тг, (2 p - l ,q )  =  l, р Є Z, q Є N, (20)

де запис (k ,s ) =  1 означає, що числа к і s  — взаємно  прості. Тепер рівність (19) можна 

записати  так:

g(z,7r -  t) =  g{x,t). (21)

Враховуючи (21) і зроблені вище припущення, можна визначити  число а  =  оц, період w\ 
і простір C f  функцій, в якому задача  (2), (7) має розв ’язок:

а ! =  wiq, wiq =  (2р — 1)7Г, р Є Z, q Є N, ( 2 р - 1 ,д )  =  1,

C f  - {g  : g(z, t) =  g(x +  wu t) =  g{x, n -  t) =  - g { - x ,  t) =  - g (x ,  - £ ) } •  (22)

Л ем а  1 . Я кщо g  Є C f , m ö g e  Q2n.
Доведення. Справді, g(x, t +  2k) — g(x, тг -  ( - 7Г -  t)) =  -g(x ,n  -  ( - 1)) =  g(x, f), що й 

треба було довести.

II . Нехай

g e Q - H Q ^ ;  2a =  ( 2 s - l )w , s Є N. (23)

В цьому випадку рівність (17) набуває вигляду 

f ( 2s - l ) w (2s —1)гі> \ . • .
« ( f ---- 2----- +  Х’ ------ 2-------- t j = g ( x , t ) .  (24)

Покладемо

(2s -  1)ш =  2тг/, І Є Z, s GN,  ( 2 s - 1 , 0  =  1- (25)

Тепер на основі (25) в залежності від вибору числа І (парним чи непарним) визначаємо 

ще два підпростори C f ,  j  =  2 , 3, функцій, в яких задача  (2), (7) має розв ’язок:

2аг =  (2s -  1)гт2, (2s -  1)щ2 =  47гр, р Є Z, ( 2 s - l , p )  =  l ,

С2-  =  { g : g(x, t) =  —g(x +  w2/ 2 ,0  =  g(x, t +  2tt) =  - g ( - x ,  t) =  - g(x, - i ) } ;
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2 а3 =  (2s -  l)w3, (2s -  l)w3 =  2 n (2 p - 1), p £  Z, (2s -  1, 2p -  1) =  1,

C3 =  {g  : g(x, t) =  g(x +  w3/ 2, тг -  i) =  g(x +  w3, i) =  g(x, t +  2?r) =  - g ( - æ ,  i) =

=  - g ( a : , - i ) } .

Л ем а  2. Якщо g  € C ^ , mo g  € .

Доведення. Справді, g(x +  w2, t) =  g(x +  w2/2 +  w2/2 , t) =  -g(æ  +  w2/2 , t) =  g(x, i), 

що й треба  було довести.

Отже, ми вказали  три  простори С ~ , 1 =  1, 2, 3, функцій, в яких задача  (2), (3) має 

розв ’язок, тобто справедливе наступне твердження.

Т еор ем а  3. Якщо g Є GXC\ С ~ , j  =  1,2,3, т о  функція

t x+ t—т a j  a:+ t—T

и(х, t) = (P01 2 3 g) (x,t) = ̂  J dr J g(Ç ,T)dÇ -^ j  dr J  g(£,r)d£,
0 x - t + r  t x-t+T

a i =  Wiq, 2aj =  wj(2s -  1), j  =  2, 3, (26)

є розв ’язком задачі (2), (7).
Зауважимо , що вперше в класі 27г-періодичних по змінній t функцій аналогічний ре

зультат  [1] було одержано і для періодичної задачі

Utt -  ихх =  g(x,t), и(х +  w,t) =  u(x,t), u (x ,t+  2к) =  u(x,t)-
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