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We propose an algorithm for calculating the frequencies and forms of natural vibrations of a thin-walled
circular cylindrical shell supported by a transverse annular elastic rib of small width taking into account
the presence of discontinuities of the first kind in force factors on the line of contact of the rib wi-
th the shell. In the construction of approximate solutions of the spectral problem under considerati-
on, the variational method is used in combination with the division of the domain of definition of
the required functions into regular subdomains, in each of which displacements, forces, and moments
have the properties of continuity and differentiability. The Ritz method used for solving the initial
problem provides convergence in a uniform metric for displacements and force factors of the elastic
shell.

Запропоновано алгоритм розрахунку частот i форм власних коливань тонкостiнної кругової ци-
лiндричної оболонки, пiдкрiпленої поперечним кiльцевим пружним ребром малої ширини, вра-
ховуючи при цьому наявнiсть розривiв першого роду в силових факторах на лiнiї контакту ребра
з оболонкою. При побудовi наближених розв’язкiв розглядуваної спектральної задачi використа-
но варiацiйний метод у поєднаннi з розбиттям областi визначення шуканих функцiй на регулярнi
пiдобластi, в кожнiй з яких перемiщення, зусилля i моменти мають властивостi неперервностi та ди-
ференцiйовностi. Запропонований метод Рiтца розв’язування вихiдної задачi забезпечує збiжнiсть
у рiвномiрнiй метрицi для перемiщень i силових факторiв пружної оболонки.

Вступ. У рiзних областях сучасної технiки та будiвництва широке застосування отри-
мали тонкостiннi оболонки, пiдкрiпленi ребрами жорсткостi. Одним з найбiльш важли-
вих у прикладному вiдношеннi є розрахунок таких оболонок на динамiчнi навантаження.
Перший крок у розв’язуваннi цiєї проблеми полягає у визначеннi частот i форм власних
коливань розглядуваної конструкцiї. Тому цiй проблемi присвячено значну кiлькiсть на-
укових робiт. Показовими у цьому вiдношеннi являються огляди лiтератури в роботах
[1 – 4], що дають певне уявлення про сучасний стан дослiджень у цiй областi теорiї обо-
лонок.

При розв’язуваннi спектральних задач для пiдкрiплених оболонок обертання широке
застосування отримали дискретнi методи, такi як метод скiнченних елементiв (МСЕ) та
метод скiнченних рiзниць. При використаннi МСЕ ширина кiльцевих елементiв, на якi дi-
литься оболонка обертання, для забезпечення необхiдної точностi апроксимацiї розв’язкiв
повинна бути значно меншою вiд довжини зони згинного крайового ефекту. В результатi
для видовжених конструкцiй системи алгебраїчних рiвнянь МСЕ мають високий порядок,
що ускладнює отримання стiйкого алгоритму. Застосування методу скiнченних рiзниць
також має труднощi, пов’язанi з необхiднiстю використання густих сiток. Проте дискретнi
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Рис. 1. Основнi параметри розглядуваної механiчної системи.

методи мають велику унiверсальнiсть i дозволяють визначати частоти та форми власних
коливань пiдкрiплених оболонок обертання в широкому дiапазонi вхiдних параметрiв кон-
струкцiї.

В опублiкованих роботах при використаннi методу Рiтца для побудови наближеного
розв’язку розглядуваної спектральної задачi розклади для перемiщень оболонки пред-
ставляють за неперервними базисними функцiями на замкненому вiдрiзку iнтегрування
вихiдних рiвнянь. Оскiльки зусилля i моменти мають розриви першого роду на лiнiях крi-
плення ребер з оболонкою, то такi подання дозволяють iз задовiльною точнiстю визначити
лише частоти та форми коливань конструкцiї. Визначення силових факторiв у кожнiй точцi
серединної поверхнi оболонки є неможливим при такому пiдходi.

Зауважимо, що в роботi [5] отримано точний розв’язок задачi про вiльнi коливання
цилiндричної оболонки, пiдкрiпленої поперечними кiльцевими ребрами. Цей результат
отримано завдяки тому, що вихiднi рiвняння для цилiндричної оболонки являють собою
систему диференцiальних рiвнянь iз постiйними коефiцiєнтами. Чисельнi розв’язки роботи
[5] можуть бути використанi при оцiнцi точностi бiльш простих наближених розв’язкiв
розглядуваної задачi.

Цю роботу присвячено застосуванню методу Рiтца для розв’язування задачi про вiль-
нi коливання цилiндричної оболонки, пiдкрiпленої пружним кiльцевим ребром, який за-
безпечує рiвномiрну збiжнiсть розкладiв як для перемiщень, так i для силових факторiв
деформованої оболонки.

1. Варiацiйна постановка задачi. Розглянемо замкнену кругову цилiндричну оболонку
малої постiйної товщини h iз радiусом серединної поверхнi R i довжиною l. Введемо
до розгляду декартову систему координат Oxyz, вiсь Ox якої збiгається з вiссю симетрiї
оболонки й початком O, що мiститься в площинi її торцевого перерiзу. Покладемо, що
оболонку в перерiзi x = ζ пiдкрiплено пружним кiльцевим ребром жорсткостi (рис. 1).
Будемо вважати, що товщина ребра мала вiдносно радiуса серединної поверхнi оболонки,
а площа контакту ребра з оболонкою така, що його дiю на оболонку зосереджено по лiнiї.

Для отримання рiвнянь коливань i граничних умов на лiнiї контакту оболонки й ребра
скористаємося принципом можливих перемiщень, який має вигляд

δΠ = δA, (1)
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де δΠ — варiацiя потенцiальної енергiї системи, що складається з оболонки та ребра,
δA — робота зовнiшнiх сил на можливих перемiщеннях.

До зовнiшнiх сил, вiдповiдно з принципомДаламбера, включимо сили iнерцiї оболонки
та ребра.

Уподальшомубудемокористуватися спрощеноютеорiєютонких оболонок, якуВ. З. Вла-
сов назвав технiчною [6]. Проєкцiї перемiщень серединної поверхнi оболонки на напрямки
її твiрної, паралелi й зовнiшньої нормалi позначимо через u, v i w. Варiацiю потенцiальної
енергiї деформацiї цилiндричної оболонки можна подати у виглядi [7]

δΠc =

∫∫
Σ

(T1δε1 + T2δε2 + Sδγ12 +M1δκ1 +M2δκ2 + 2Hδκ12)Rdxdϕ, (2)

де Σ — поверхня оболонки, ϕ — кут, що визначає положення меридiана, T1, T2, S i M1,
M2, H — погоннi зусилля й моменти, якi виникають у серединнiй поверхнi оболонки.

Залежнiсть зусиль i моментiв вiд деформацiй оболонки ε1, ε2, γ12 та параметрiв змiни
кривини κ1, κ2, κ12 має вигляд

T1 = B(ε1 + νε2), T2 = B(ε2 + νε1), S =
Eh

2(1 + ν)
γ12,

M1 = D(κ1 + νκ2), M2 = D(κ2 + νκ1), H = D(1− ν)κ12,

(3)

де B =
Eh

1− ν
, D =

Eh3

12(1− ν2)
—жорсткостi оболонки на розтяг i згин вiдповiдно; E, ν —

модуль пружностi та коефiцiєнт Пуассона.
Деформацiї поверхнi оболонки пов’язанi з її перемiщеннями формулами

ε1 =
∂u

∂x
, ε2 =

∂v

R∂ϕ
+
w

R
, γ12 =

∂v

∂x
+

1

R

∂u

∂ϕ
. (4)

Вiдповiдно до технiчної теорiї оболонок параметри змiни кривини оболонки мають
вигляд

κ1 = −∂
2w

∂x2
, κ2 = − 1

R2

∂2w

∂ϕ2
, κ12 = − 1

R

∂2w

∂x∂φ
. (5)

Позначимо через ur, vr, wr складовi вектора повного перемiщення центра ваги по-
перечного перерiзу ребра. При його встановленнi на зовнiшнiй поверхнi оболонки потен-
цiальну енергiю деформацiї кiльцевого ребра можна зобразити [2, 8] у виглядi

Πr =
1

2

2π∫
0

[
ErIz
R2
r

(
∂wr
∂x
− 1

Rr

∂2ur
∂ϕ2

)2

+
ErIx
R4
r

(
wr +

∂2wr
∂ϕ2

)2

+

+
ErSr
R2
r

(
wr +

∂vr
∂ϕ

)2

+
GrC

R2
r

(
∂2wr
∂x∂ϕ

+
1

Rr

∂ur
∂ϕ

)2
]
Rrdϕ, (6)

де Er, Gr —модуль пружностi та модуль зсуву матерiалу ребра; Iz, Ix — осьовi моменти
iнерцiї поперечного перерiзу ребра вiдносно осей, що проходять через його центр ваги;
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Sr — площа поперечного перерiзу ребра; C — геометричний параметр, що залежить
вiд форми поперечного перерiзу ребра; Rr = R + e — радiус центра мас ребра; e —
вiдстань вiд серединної поверхнi оболонки до центра ваги поперечного перерiзу ребра.
При встановленнi ребра на внутрiшнiй поверхнi оболонки потрiбно змiнити знак при e.

У першому наближеннi величини ur, vr, wr можна виразити через перемiщення точок
серединної поверхнi оболонки u, v, w у перерiзi, де встановлено ребро [2, 8]:

ur =

[
u− e ∂w

dx

]
x=ζ

, vr =

[
Rr
R
v − e

R

∂w

∂ϕ

]
x=ζ

, wr = w|x=ζ . (7)

Робота сил iнерцiї оболонки на можливих перемiщеннях δu, δv, δw має вигляд

δAc = −ρh
l∫

0

2π∫
0

[
∂2u

∂t2
δu+

∂2v

∂t2
δv +

∂2w

∂t2
δw

]
Rdxdϕ, (8)

де ρ — густина матерiалу оболонки.
Вiдповiдно роботу сил iнерцiї ребра на можливих перемiщеннях зобразимо у формi

δAr = −ρrSr

2π∫
0

[
∂2ur
∂t2

δur +
∂2vr
∂t2

δvr +
∂2wr
∂t2

δwr

]
Rrdϕ−

− ρrIp

2π∫
0

[
∂2

∂t2

(
∂wr
dx

)
δ

(
∂wr
dx

)]
Rrdϕ, (9)

де ρr — густина матерiалу ребра; Ip — полярний момент iнерцiї поперечного перерiзу
ребра.

Роздiлення змiнних для усталених коливань розглядуваної системи з частотою ω та з
n хвилями по паралелi проводимо за формулами

u(x, ϕ, t) = u(x) cosnϕ sinωt,

v(x, ϕ, t) = v(x) sinnϕ sinωt, (10)

w(x, ϕ, t) = w(x) cosnϕ sinωt.

Введемо до розгляду безрозмiрнi величини (позначенi рискою зверху), якi пов’язанi з
вiдповiдними розмiрними величинами таким чином:

{u, v, w} = R{ū, v̄, w̄}, Er = EĒr, ρr = ρρ̄r, {Iz, Ix, Ip, C} = R3h
{
Īz, Īx, Īp, C̄

}
,

Sr = RhES̄r, {T1, Q1, S} =
Eh

(1− ν2)

{
T̄1, Q̄1, S̄

}
, {M1, H} =

EhR

(1− ν2)

{
M̄1, H̄

}
, (11)

λ2 =
(1− ν2)ρR2ω2

E
, c2 =

h2

12R2
, Gr = EḠr.

Усi геометричнi параметри конструкцiї вiднесенi до радiуса оболонки R. У подальшому
риску над безрозмiрними параметрами будемо пропускати.
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Пiсля роздiлення змiнних i iнтегрування за кутом ϕ з урахуванням формул (3) – (5)
безрозмiрну варiацiю потенцiальної енергiї деформацiї цилiндричної оболонки з точнiстю
до постiйного множника зобразимо у виглядi

δΠ =

l∫
0

[
Ψ11(u, δu) + Ψ12(v, δu) + Ψ13(w, δu) + Ψ12(δv, u)+

+ Ψ22(v, δv) + Ψ23(w, δv) + Ψ13(δw, u) + Ψ23(δw, v) + Ψ33(w, δw)
]
dx, (12)

де

Ψ11(p, q) =
dp

dx

dq

dx
+ ν1n

2pq, Ψ12(p, q) = νnp
dq

dx
− ν1nq

dp

dx
,

Ψ13(p, q) = νp
dq

dx
, Ψ23(p, q) = npq, Ψ22(p, q) = n2pq + ν1

dp

dx

dq

dx
, ν1 =

(1− ν)

2
,

Ψ33(p, q) = pq + c2

[(
d2p

dx2
− νn2p

)
d2q

dx2
+

(
n4p− νn2 d

2p

dx2

)
q + 2(1− ν)n2 dp

dx

dq

dx

]
.

Введення до розгляду пiдiнтегральних функцiй у (12) дозволяє iстотно спростити про-
цедуру формування алгебраїчної системи згiдно з методом Рiтца та її подальше програму-
вання.

Вiдповiдно потенцiальна енергiя деформацiї ребра Πr, робота сил iнерцiї пiдкрiпле-
ного ребра δAc та оболонки на їхнiх можливих перемiщеннях у безрозмiрних величинах
набудуть вигляду [2, 5]

Πr =
1

2

[
c1

(
dwr
dx

+
n2

Rr
ur

)2

+ c2w
2
r + c3(wr + nvr)

2 + c4n
2

(
dwr
dx

+
1

Rr
ur

)2
]
,

δAr = λ2

[
d1(urδur + vrδvr + wrδwr) + d2

dwr
dx

dδwr
dx

]
, (13)

δAc = λ2

l∫
0

(uδu+ vδv + wδw) dx.

Тут

c1 =
Er(1− ν2)Iz

Rr
, c2 =

Er(1− ν2)(1− n2)2Ix
R3
r

, c3 =
ErSr(1− ν2)

Rr
,

c4 =
Gr(1− ν2)C

Rr
, d1 = ρrRrSr, d2 = ρrRrIp.

Отриманi формули для Πr та Ar необхiдно виразити через перемiщення оболонки u,
v, w на лiнiї контакту з ребром. Для цього потрiбно скористатися формулами (7).
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Таким чином, визначення частот i форм власних коливань розглядуваної пiдкрiпленої
оболонки зведено до розв’язування варiацiйного рiвняння

δI1 = δΠc + δΠr − δAc − δAr = 0 (14)

на класi допустимих функцiй, що задовольняють головнi граничнi умови крiплення торцiв
оболонки.

Для встановлення граничних умов на лiнiї крiплення ребра та оболонки скористаємося
варiацiйним рiвнянням (14). Для цього розiб’ємо область Σ = [0, l] точкою x = ζ на двi
пiдобластi Σ(1) = [0, ζ] i Σ(2) = [ζ, l]. Позначимо розв’язки вихiдної задачi в пiдобластях
Σ(1) i Σ(2) вiдповiдно через u(k), v(k), w(k), k = 1, 2. У подальшому верхнiй iндекс в усiх
виразах, що зустрiчаються, буде означати область, у якiй цi вирази визначенi. З’єднання
ребра з оболонкою припускається таким, що виконуються такi умови неперервностi для
перемiщень оболонки:

u(1)(ζ) = u(2)(ζ) = u, v(1)(ζ) = v(2)(ζ) = v,

w(1)(ζ) = w(2)(ζ) = w,

(
dw(1)

dx
=
dw(2)

dx

)
x=ζ

=
dw

dx

∣∣∣∣
x=ζ

.
(15)

Скористаємося варiацiйним рiвнянням (14), замiнивши в ньому iнтеграли по всiй обла-
стi Σ на суми iнтегралiв по пiдобластях Σ(1) i Σ(2). З урахуванням iнтегрування частинами
та умов (15) отримаємо вiдомi системи звичайних диференцiальних рiвнянь для цилiндри-
чної оболонки в пiдобластях Σ(1) i Σ(2), а також силовi граничнi умови при x = ζ :

T
(1)
1 (ζ)− T (2)

1 (ζ) = RT , S(1)(ζ)− S(2)(ζ) = RS ,

Q
(1)
1 (ζ)−Q(2)

1 (ζ) = RQ, M
(1)
1 (ζ)−M (2)

1 (ζ) = RM .

(16)

Тут

T
(k)
1 =

du(k)

dx
+ ν
(
nv(k) + w(k)

)
, S(k) = ν1

(
dv(k)

dx
− nu(k)

)
,

Q
(k)
1 = −c2

[
d3w(k)

dx3
− n2(2− ν)

dw(k)

dx

]
, M

(k)
1 = −c2

[
d2w(k)

dx2
− νn2w(k)

]
, k = 1, 2,

RT = −F1

(
u(1),

dw(1)

dx

)
+ λ2G1

(
u(1),

dw(1)

dx

)
,

RS = −F2

(
v(1), w(1)

)
+ λ2G2

(
v(1), w(1)

)
,

RQ = −F3

(
v(1), w(1)

)
+ λ2G3

(
v(1), w(1)

)
,

RM = −F4

(
u(1),

dw(1)

dx

)
+ λ2G4

(
u(1),

dw(1)

dx

)
.
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Функцiї вiд двох аргументiв Fi i Gi визначаються за формулами

F1

(
u,
dw

dx

)
=
(
n2c1 + c4

)( n

Rr

)2

u+
[
c1

(
Rr − n2e

)
+ c4

]( n

Rr

)2 dw

dx
,

F2(v, w) = c3nRr(nRrv + enw), F3(v, w) = c3nRrenv +
(
c2 + c3e

2
n

)
w,

F4

(
u,
dw

dx

)
=
[
c1

(
Rr − n2e

)
+ c4

]( n

Rr

)2

u+

[
c1

(
1− n2e

Rr

)2

+ c4

(
n

Rr

)2
]
dw

dx
,

G1

(
u,
dw

dx

)
= d1

(
u− edw

dx

)
, G2(u,w) = d1Rr(Rrv + enw), en = 1 + n2e,

G3(v, w) = d1

[
neRrv + (1 + n2e2)w

]
, G4

(
u,
dw

dx

)
= −d1eu+

(
d1e

2 + d2

) dw
dx
. (17)

Зауважимо, що досить складнi силовi граничнi умови (16) є природними граничними
умовами для розглядуваного функцiонала.

2. Застосування методуРiтца до розв’язування варiацiйного рiвняння. При використаннi
методу Рiтца для розглядуваної спектральної задачi, як правило, розклади для перемiщень
оболонки зображуються з використанням неперервних базисних функцiй на замкненому
вiдрiзку iнтегрування вихiдних рiвнянь [3, 4, 8]. Iз граничних умов (16) випливає, що
в перерiзi, де розмiщено кiльцеве ребро, силовi характеристики деформiвної оболонки
мають розриви першого роду. Це викликає вiдповiднi розриви в перших похiдних для
функцiй u, v i другiй похiднiй для функцiї w.

При використаннi неперервних базисних функцiй для апроксимацiї розв’язкiв iз задо-
вiльною точнiстю можливо визначати частоти коливань розглядуваної конструкцiї. Роз-
клади для похiдних вiд функцiй u, v, w та dw/dx будуть збiгатися лише в середньому.
Звiдси випливає, що отриманi таким чином розв’язки не дають можливостi визначення
напружено-деформiвного стану оболонки.

Для отримання рiвномiрної збiжностi розкладiв Рiтца необхiдно враховувати установ-
ленi розриви поля зусиль деформованої оболонки. У зв’язку з цим побудова наближених
розв’язкiв розглядуваної задачi базується на варiацiйному методi в поєднаннi з декомпо-
зицiєю областi визначення шуканих функцiй на пiдобластi, в кожнiй з яких розв’язки
неперервнi та диференцiйованi. Цi сумiжнi пiдобластi регулярностi розв’язкiв роздiленi
лiнiєю контакту пiдкрiплюючого ребра та оболонки. Такий пiдхiд був ранiше успiшно за-
стосований при побудовi наближених розв’язкiв у iнших задачах механiки з розривними
параметрами [9, 10].

Варiацiю потенцiальної енергiї ребра i роботу його сил iнерцiї на можливих перемiщен-
нях оболонки в перерiзi, де встановлено шпангоут, подамо у такому виглядi:

δΠr = F1

(
u,
dw

dx

)
δu+ F2(v, w)δv + F3(v, w)δw + F4

(
u,
dw

dx

)
dδw

dx
,

δAr = λ2

[
G1

(
u,
dw

dx

)
δu+G2(v, w)δv +G3(v, w)δw +G4

(
u,
dw

dx

)
dδw

dx

]
.

(18)
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Побудова розв’язкiв варiацiйного рiвняння (14) повинна вiдбуватися на класi функцiй,
що задовольняють кiнематичнi умови спряження (15) i головнi граничнi умови крiплення
торцiв оболонки. Виконання умов (15) є основною проблемою при розв’язуваннi задачi
методом Рiтца. Цю проблему можна вирiшити шляхом побудови деякого функцiонала I,
для якого кiнематичнi умови (15) були б природними граничними умовами. Якщо розгля-
дати умови (15) як допомiжнi обмеження на клас допустимих функцiй, то, скориставшись
методом Лагранжа, побудуємо новий функцiонал I. У зв’язку з цим помножимо множники
Лагранжа на вказанi обмеження та додамо цi добутки у вихiдний функцiонал. Враховуючи
цi доданки, варiацiя функцiонала I набуває вигляду

δI = δI1 + δ

[
α1

(
u(1) − u(2)

)
+ α2

(
v(1) − v(2)

)
+

+ α3

(
w(1) − w(2)

)
+ α4

(
dw(1)

dx
− dw(2)

dx

)]
x=ζ

, (19)

де αi, i = 1, 4, — множники Лагранжа, якi пiдлягають визначенню в подальшому.
Для уникненняштучного пiдвищення числа невiдомих за рахунок множникiв Лагранжа

та спрощення алгоритму побудови розв’язку задачi знайдемо явнi вирази для множникiв
αi у термiнах вихiдних розв’язкiв. Для цього вирахуємо першу варiацiю функцiонала I при
вiльному варiюваннi перемiщень оболонки та постiйних αi з урахуванням граничних умов
на торцях оболонки. З цiєї варiацiї випишемо тiльки позаiнтегральнi члени при x = ζ. При
цьому будемо мати[

δα1

(
u(1) − u(2)

)
+ δα2

(
v(1) − v(2)

)
+

+ δα3

(
w(1) − w(2)

)
+ δα4

(
dw(1)

dx
− dw(2)

dx

)
+
(
T

(1)
1 + α1

)
δu(1)−

−
(
T

(2)
1 + α1

)
δu(2) +

(
S(1) + α2

)
δv(1) −

(
S(2) + α2

)
δv(2)+

+
(
Q

(1)
1 + α3

)
δw(1) −

(
Q

(2)
1 + α3

)
δw(2) +

(
α4 −M (1)

1

)dδw(1)

dx
+

+
(
M

(2)
1 − α4

)dδw(2)

dx
+
(
F1 − λ2G1

)
δu+

(
F2 − λ2G2

)
δv+

+
(
F3 − λ2G3

)
δw +

(
F4 − λ2G4

)dδw
dx

]
x=ζ

. (20)

Нагадаємо,що уформулi (20) функцiї u, v, w, dw/dx означають перемiщення оболонки
в мiсцi розташування пiдкрiплюючого ребра. За допомогою формул (15) їх можна виразити
через перемiщення оболонки у введених пiдобластях. Пiсля перегрупування членiв при
варiацiях шуканих функцiй формули (20) набувають вигляду
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δα1

(
u(1) − u(2)

)
+ δα2

(
v(1) − v(2)

)
+

+ δα3

(
w(1) − w(2)

)
+ δα4

(
dw(1)

dx
− dw(2)

dx

)
+

+

[
T

(1)
1 + α1 +

1

2

(
F

(1)
1 − λ2G

(1)
1

)]
δu(1)+

+

[
−T (2)

1 − α1 +
1

2

(
F

(2)
1 − λ2G

(2)
1

)]
δu(2)+

+

[
S(1) + α2 +

1

2

(
F

(1)
2 − λ2G

(1)
2

)]
δv(1)+

+

[
−S(2) − α2 +

1

2

(
F

(2)
2 − λ2G

(2)
2

)]
δv(2)+

+

[
Q

(1)
1 + α3 +

1

2

(
F

(1)
3 − λ2G

(1)
3

)]
δw(1)+

+

[
−Q(2)

1 − α3 +
1

2

(
F

(2)
3 − λ2G

(2)
3

)]
δw(2)+

+

[
−M (1)

1 + α4 +
1

2

(
F

(1)
4 − λ2G

(1)
4

)] dδw(1)

dx
+

+

[
M

(2)
1 − α4 +

1

2

(
F

(2)
4 − λ2G

(2)
4

)] dδw(2)

dx

}
x=ζ

. (21)

Якщо функцiонал I набирає стацiонарних значень для довiльних варiацiй вiд пере-
мiщень оболонки та множникiв Лагранжа, то з (21) випливає, що в точцi x = ζ будуть
виконуватись умови спряження розв’язкiв (15), а також спiввiдношення

α1 = −T (1)
1 − 1

2

(
F

(1)
1 − λ2G

(1)
1

)
, α1 = −T (2)

1 +
1

2

(
F

(2)
1 − λ2G

(2)
1

)
,

α2 = −S(1) − 1

2

(
F

(1)
2 − λ2G

(1)
2

)
, α2 = −S(2) +

1

2

(
F

(2)
2 − λ2G

(2)
2

)
,

α3 = −Q(1)
1 −

1

2

(
F

(1)
3 − λ2G

(1)
3

)
, α3 = −Q(2)

1 +
1

2

(
F

(2)
3 − λ2G

(2)
3

)
,

α4 = M
(1)
1 − 1

2

(
F

(1)
4 − λ2G

(1)
4

)
, α4 = M

(2)
1 +

1

2

(
F

(2)
4 − λ2G

(2)
4

)
.

(22)

Iз рiвностi правих частин для кожного αi, i = 1, 4, випливають силовi умови спряжен-
ня (16). Окрiм цього для множникiв Лагранжа можна отримати такi вирази:
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α1 = −1

2

(
T

(1)
1 + T

(2)
1

)
+

1

4

[
−F (1)

1 + F
(2)
1 − λ2

(
−G(1)

1 +G
(2)
1

)]
,

α2 = −1

2

(
S(1) + S(2)

)
+

1

4

[
−F (1)

2 + F
(2)
2 − λ2

(
−G(1)

2 +G
(2)
2

)]
,

(23)
α3 = −1

2

(
Q

(1)
1 +Q

(2)
1

)
+

1

4

[
−F (1)

3 + F
(2)
3 − λ2

(
−G(1)

3 +G
(2)
3

)]
,

α4 =
1

2

(
M (1) +M (2)

)
+

1

4

[
−F (1)

4 + F
(2)
4 − λ2

(
−G(1)

4 +G
(2)
4

)]
.

Пiсля пiдстановки виразiв (23) у (19) отримаємо узагальнене варiацiйне рiвняння в тер-
мiнах перемiщень оболонки, яке вiльне вiд попереднього виконання складних умов спря-
ження. Це досить важливий момент при застосуваннi варiацiйного методу до розв’язування
спектральної задачi з розривними граничними умовами. Одержанi результати складають
основу для застосування методу Рiтца при побудовi наближеного розв’язку розглядуваної
задачi.

Зобразимо функцiї u(k)(x), v(k)(x), w(k)(x), що визначенi в пiдобластях Σ(k), k = 1, 2,
у виглядi вiдрiзкiв узагальнених рядiв

u(k) =
N∑
j=1

a
(k)
j U

(k)
j (x), v(k) =

N∑
j=1

b
(k)
j V

(k)
j (x), w(k) =

N∑
j=1

c
(k)
j W

(k)
j (x). (24)

Тут a
(k)
j , b

(k)
j , c

(k)
j — довiльнi сталi, що пiдлягають визначенню далi,

{
U

(k)
j

}
,
{
V

(k)
j

}
,{

W
(k)
j

}
— системи координатних функцiй, визначених у пiдобластях Σ(k).

Надалi вважаємо, що лiвий торець оболонки жорстко закрiплений, а правий— вiльний.
Координатнi функцiї вiдповiдно до умов закрiплення торцiв оболонки виберемо у виглядi

U
(1)
j = V

(1)
j = xPj(z), W

(1)
j = x2Pj(z), z =

2x

ζ
− 1,

U
(2)
j = V

(2)
j = (x− l)Pj(y), W

(2)
j = (x− l)2Pj(y), y =

2x− l − ζ
l − ζ

,

де Pj(z), Pj(y) — змiщенi на одиницю по iндексу j многочлени Лежандра з аргументами,
якi перетворюють iнтервали [0, ζ] i [ζ, l] на iнтервал [−1, 1].

Введенi базиснi функцiї є лiнiйно незалежними i повними системами функцiй у вiд-
повiдних пiдобластях, абсолютнi значення яких не зростають на вiдрiзку ортогональностi
функцiй Лежандра зi збiльшенням їхнього порядку. Це дозволяє значноюмiрою пiдвищити
стiйкiсть обчислювального процесу вiдносно степеневого базису. Пiсля пiдстановки роз-
кладiв (24) у варiацiйне рiвняння (14) отримаємо однорiдну систему алгебраїчних рiвнянь(

A− λ2B
)
~X = 0, (25)

де вектор-стовпець ~X має координати

~X =
{
a

(1)
1 , . . . , a

(1)
N , b

(1)
1 , . . . , b

(1)
N , c

(1)
1 , . . . , c

(1)
N , a

(2)
1 , . . . , a

(2)
N , b

(2)
1 , . . . , b

(2)
N , c

(2)
1 , . . . , c

(2)
N

}
.
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Матрицi A та B зручно зобразити у виглядi

A = A(1) +
1

2
A(2) +

1

4
A(3), B = B(1) +

1

4
B(3). (26)

Згiдно з формулами (12) ненульовi елементи α(1)
ij симетричної матрицi A(1), що розмi-

щенi в нiй вище головної дiагоналi, вираховуються за формулами

α
(1)
ij =

ζ∫
0

Ψ11

(
U

(1)
i , U

(1)
j

)
dx, α

(1)
i,j+N =

ζ∫
0

Ψ12

(
V

(1)
j , U

(1)
i

)
dx,

α
(1)
i,j+2N =

ζ∫
0

Ψ13

(
W

(1)
j , U

(1)
i

)
dx, α

(1)
i+N,j+N =

ζ∫
0

Ψ22

(
V

(1)
j , V

(1)
i

)
dx,

α
(1)
i+N,j+2N =

ζ∫
0

Ψ23

(
W

(1)
j , V

(1)
i

)
dx,

α
(1)
i+2N,j+2N =

ζ∫
0

Ψ33

(
W

(1)
j ,W

(1)
i

)
dx, i, j = 1, N. (27)

Формули для коефiцiєнтiв

α
(1)
i+3N,j+3N , α

(1)
i+3N,j+4N , α

(1)
i+3N,j+5N ,

α
(1)
i+4N,j+4N , α

(1)
i+4N,j+5N , α

(1)
i+5N,j+5N

отримуються з формул (27) пiсля замiни в них функцiй u
(1)
k , v

(1)
k , w

(1)
k на u(2)

k , v
(2)
k , w

(2)
k ,

встановлення границь iнтегрування вiд ζ до l та вiдповiдної замiни в елементах α(1)
pq нижнiх

iндексiв на iндекси вказаних коефiцiєнтiв.
Елементи симетричної матрицi B(1) набувають вигляду

β
(1)
ij =

ζ∫
0

U
(1)
i U

(1)
j dx, β

(1)
i+N,j+N =

ζ∫
0

V
(1)
i V

(1)
j dx, β

(1)
i+2N,j+2N =

ζ∫
0

W
(1)
i W

(1)
j dx,

β
(1)
i+3N,j+3N =

l∫
ζ

U
(2)
i U

(2)
j dx, β

(1)
i+4N,j+4N =

l∫
ζ

V
(2)
i V

(2)
j dx,

β
(1)
i+5N,j+5N =

l∫
ζ

W
(2)
i W

(2)
j dx, i, j = 1, N. (28)

Всi iншi коефiцiєнти матрицi B(1) дорiвнюють нулю.
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Обчислення ненульових елементiв матрицi A(2), x = ζ, розмiщених вище головної
дiагоналi, здiйснюється за формулами

α
(2)
ij = −T

(
U

(1)
i , 0, 0

)
U

(1)
j − T

(
U

(1)
j , 0, 0

)
U

(1)
i ,

α
(2)
i+N,j+N = −S

(
0, V

(1)
i

)
V

(1)
j − S(0, V

(1)
j )V

(1)
i ,

α
(2)
i+2N,j+2N = M

(
W

(1)
i

)dW (1)
j

dx
+M

(
W

(1)
j

)dW (1)
i

dx
−

−Q
(
W

(1)
i

)
W

(1)
j −Q

(
W

(1)
j

)
W

(1)
i , i = 1, N, j = i,

α
(2)
i,j+N = −T

(
0, V

(1)
j , 0

)
U

(1)
i − S

(
U

(1)
i , 0

)
V

(1)
j ,

α
(2)
i,j+2N = −T

(
0, 0,W

(1)
j

)
U

(1)
i ,

α
(2)
i,j+3N = T

(
U

(1)
i , 0, 0

)
U

(2)
j − T

(
U

(2)
j , 0, 0

)
U

(1)
i ,

α
(2)
i,j+4N = S

(
U

(1)
i , 0

)
V

(2)
j − T

(
0, V

(2)
j , 0

)
U

(1)
i ,

α
(2)
i,j+5N = −T

(
0, 0,W

(2)
j

)
U

(1)
i ,

α
(2)
i+N,j+3N = T

(
0, V

(1)
i , 0

)
U

(2)
j − S

(
U

(2)
j , 0

)
V

(1)
i ,

α
(2)
i+N,j+4N = S

(
0, V

(1)
i

)
V

(2)
j − S

(
0, V

(2)
j

)
V

(1)
i ,

α
(2)
i+2N,j+3N = T

(
0, 0,W

(1)
i

)
U

(2)
j ,

α
(2)
i+2N,j+5N = Q

(
W

(1)
i

)
W

(2)
j −Q

(
W

(2)
j

)
W

(1)
i −

−M
(
W

(1)
i

)dW (2)
j

dx
+M

(
W

(2)
j

)dW (1)
i

dx
, i, j = 1, N. (29)

Iншi елементи матрицi A(2) обчислюються за формулами

α
(2)
i+3N,j+3N = −α(2)

ij , α
(2)
i+4N,j+4N = −α(2)

i+N,j+N ,

α
(2)
i+5N,j+5N = −α(2)

i+2N,j+2N , α
(2)
i+3N,j+5N = −α(2)

i,j+2N , i, j = 1, N,

де у правих частинах цих формул верхнi iндекси при функцiях слiд замiнити 1 на 2, а 2
на 1.

Уведенi у виразах (29) функцiї T, S, M та Q набувають вигляду

T (p, q, r) =
dp

dx
+ νnq + νr, S(p, q) = ν1

dq

dx
− ν1np, ν1 =

1− ν
2

,

M(r) = −c2

(
d2r

dx2
− νn2r

)
, Q(r) = −c2

[
d3r

dx3
− n2(2− ν)

dr

dx

]
.
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Ненульовi елементи матрицi A(3), якi розмiщенi у верхнiй половинi вiдносно головної
дiагоналi, мають вигляд

α
(3)
i,j+3N = F1

(
U

(1)
i , 0

)
U

(2)
j + F1

(
U

(2)
j , 0

)
U

(1)
i ,

αi,j+5N = F1

(
0,
dW

(2)
j

dx

)
U

(1)
i + F4

(
U

(1)
i , 0

)dW (2)
j

dx
,

α
(3)
i+N,j+4N = F2

(
V

(1)
i , 0

)
V

(2)
j + F2

(
V

(2)
j , 0

)
V

(1)
i ,

α
(3)
i+N,j+5N = F2

(
0,W

(2)
j

)
V

(1)
i + F3

(
V

(1)
i , 0

)
W

(2)
j ,

αi+2N,j+3N = F1

(
0,
dW

(1)
i

dx

)
U

(2)
j + F4

(
U

(2)
j , 0

)dW (1)
i

dx
,

α
(3)
i+2N,j+4N = F2

(
0,W

(1)
i

)
V

(2)
j + F3

(
V

(2)
j , 0

)
W

(1)
i ,

α
(3)
i+2N,j+5N = F3

(
0,W

(1)
i

)
W

(2)
j + F3

(
0,W

(2)
j

)
W

(1)
i +

+ F4

(
0,
dW

(1)
i

dx

)
dW

(2)
j

dx
+ F4

(
0,
dW

(2)
j

dx

)
dW

(1)
i

dx
, i, j = 1, N. (30)

Коефiцiєнти матрицi B(3) отримуються з формул (30), якщо в них замiнити α на β та
функцiї Fi на Gi.

Наведенi вище формули для елементiв матрицi A справедливi для технiчної теорiї
оболонок. Аналогiчний пiдхiд при побудовi матрицi A може бути застосований i при
використаннi класичної теорiї тонких оболонок. При цьому змiни будуть стосуватися лише
операторiв Ψij .

3. Деякi результати розрахункiв. Наведемо результати розрахункiв частот, форм влас-
них коливань, зусиль i моментiв, що виникають у серединнiй поверхнi цилiндричної обо-
лонки по запропонованому алгоритму.

Згiдно з роботою [5], в якiй на основi технiчної теорiї оболонок побудовано точний
розв’язок розглядуваної задачi, покладемо ν = 0,3 та виберемо такi безрозмiрнi характе-
ристики оболонки i ребра:

l

R
= 4,

R

h
= 600, e = −1,63 · 10−2 Iz = 2,824 · 10−6, Ix = 1,004 · 10−5,

(31)
Ip = 1,2864 · 10−5, C = 5,56 · 10−8, Sr = 6,08 · 10−2, ζ = 2, n = 4.

Оцiнимо ефективнiсть розв’язування вихiдної задачi спряження на основi запропоно-
ваного варiацiйного методу.

Далi наведено данi для випадку, коли при x = 0 торець оболонки жорстко закрiплений,
а при x = l — вiльний.
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Таблиця 1. Значення перших п’яти частот λi коливань
оболонки залежно вiд числа членiв N у розкладах (24)

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

14 .02372 .08528 .17002 .28230 .39256
16 .02340 .08378 .16997 .28155 .39238
18 .02335 .08356 .16996 .28143 .39236
20 .02334 .08352 .16996 .28142 .39235
22 .02334 .08352 .16996 .28141 .39235
24 .02334 .08351 .16996 .28141 .39235
26 .02334 .08351 .16996 .28141 .39235
28 .02334 .08351 .16996 .28141 .39235

У табл. 1 наведено значення перших п’яти власних частот λi залежно вiд кiлькостi
наближень N у методi Рiтца. Результати цiєї таблицi свiдчать про монотонну збiжнiсть
частот коливань оболонки з ребром при збiльшеннi числа наближень.

Розглянемо виконання граничних умов (15) та (16), якi вiдiграють вирiшальну роль при
розв’язуваннi задач спряження розв’язкiв iз використанням варiацiйного методу.

Значення функцiй u(i)(x), v(i)(x), w(i)(x) i dw(i)(x)/dx при x = ζ залежно вiд числа
членiв N у розкладах (24) (i = 1 — верхнiй рядок, i = 2 — нижнiй рядок) наведено у
табл. 2. Зауважимо, що вектор ~X однорiдної алгебраїчної системи (25) вибирався таким
чином, щоб w(1)(ζ) = 1.

У табл. 3 наведено значення лiвих LT , LS , LQ, LM (верхнiй рядок) i правих RT , RS ,
RQ, RM (нижнiй рядок) частин силових граничних умов (16) залежно вiд числа членiв N
у розкладах (24). Тут

LT = T
(1)
1 (ζ)− T (2)

1 (ζ),

LS = S(1)(ζ)− S(2)(ζ),

LQ = Q
(1)
1 (ζ)−Q(2)

1 (ζ),

LM = M
(1)
1 (ζ)−M (2)

1 (ζ).

Данi табл. 2, 3 свiдчать про високу точнiсть виконання кiнематичних i силових умов
спряження. Окрiм цього було проведено обчислення перемiщень, зусиль i моментiв у
серединнiй поверхнi оболонки в точках пiдобластей Σ(1) i Σ(2), а також їхнi значення у
граничнiй точцi x = l. Цi обчислення показали, що запропонований метод розв’язування
вихiдної задачi забезпечує поточкову збiжнiсть для розв’язкiв та їхнiх похiдних, що входять
у T1, S, Q1, M1 в усiх внутрiшнiх точках регулярних пiдобластей Σ(1) i Σ(2). При x → l
згiдно з прийнятими умовами крiплення оболонки T1(l) = S(l) = Q1(l) = M1(l) → 0.
Це дозволяє розраховувати напружено-деформiвний стан оболонки у будь-якiй точцi її
серединної поверхнi. Слiд також зауважити,що алгебраїчна система (25) добре обумовлена
при вибраних базисних функцiях.
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Таблиця 2. Значення функцiй u(i)(x), v(i)(x), w(i)(x) i dw(i)(x)/dx
при x = ζ залежно вiд числа членiв N у розкладах (24)

( i = 1 — верхнiй рядок, i = 2 — нижнiй рядок)

N u(i)(x) v(i)(x) w(i)(x) dw(i)(x)/dx

14 -.10195E+00 -.28431E+00 .10000E+01 -.67936E+01
-.10210E+00 -.28565E+00 .13833E+01 .34734E+01

18 -.78802E-01 -.22769E+00 .10000E+01 .10557E+01
-.78827E-01 -.22772E+00 .10072E+01 .14594E+01

22 -.78338E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12617E+01
-.78338E-01 -.22656E+00 .99993E+00 .12070E+01

26 -.78334E-01 -.22655E+00 .10000E+01 .12408E+01
-.78333E-01 -.22655E+00 .99992E+00 .12284E+01

30 -.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12345E+01
-.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12351E+01

34 -.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12348E+01
-.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12349E+01

38 -.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12348E+01
-.78336E-01 -.22656E+00 .10000E+01 .12348E+01

Таблиця 3. Значення лiвих LT , LS , LQ, LM (верхнiй рядок) та правих RT ,
RS , RQ, RM (нижнiй рядок) частин силових граничних умов (16)

залежно вiд числа членiв N в розкладах (24)

N LT \RT LS\RS LQ\RQ LM\RM
16 .25989E-02 .41157E-01 .30204E-02 .28543E-05

.37714E-04 .38425E-01 .50942E-02 .30259E-05
20 .52490E-03 .34811E-01 .44820E-02 -.43887E-06

-.14586E-04 .33842E-01 .42331E-02 -.13588E-05
24 .18711E-04 .33649E-01 .45209E-02 -.17310E-05

-.15423E-04 .33674E-01 .42015E-02 -.14289E-05
28 -.41461E-04 .33644E-01 .42181E-02 -.14337E-05

-.14561E-04 .33686E-01 .42037E-02 -.13566E-05
32 -.15649E-04 .33688E-01 .41915E-02 -.13406E-05

-.14503E-04 .33688E-01 .42041E-02 -.13517E-05
36 -.14006E-04 .33689E-01 .42043E-02 -.13521E-05

-.14515E-04 .33688E-01 .42041E-02 -.13527E-05
40 -.14536E-04 .33688E-01 .42042E-02 -.13529E-05

-.14515E-04 .33688E-01 .42041E-02 -.13527E-05
44 -.14516E-04 .33688E-01 .42040E-02 -.13527E-05

-.14515E-04 .33688E-01 .42041E-02 -.13527E-05
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Рис. 2. Поведiнка функцiй u(x), v(x), w(x) та їхнiх похiдних в околi крiплення ребра та оболонки.

На рис. 2 зображено поведiнку функцiй u(x), v(x), w(x) та їхнiх похiдних в околi
крiплення ребра та оболонки. З графiкiв випливає, що для перших похiдних вiд функцiй
u(x) i v(x), а також для другої похiдної вiд функцiї w(x) у точцi x = ζ iснують розриви
першого роду. Така поведiнка вiд шуканих функцiй випливає зi встановлених граничних
умов (16). Привертає увагу та обставина, що у вузькому околi крiплення ребра до оболон-
ки шуканi розв’язки мають високi градiєнти. Це пов’язано з наявнiстю малого параметра
при старшiй похiднiй у вихiднiй системi диференцiальних рiвнянь. Зменшення вiдносної
товщини оболонки приводить до того, що розглядувана гранична задача переходить до
розряду сингулярно збурених спектральних задач, для яких розв’язки мають високi градi-
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Рис. 3. Поведiнка функцiй T1(x), S(x), M1(x) i Q1(x) в околi крiплення ребра та оболонки.

єнти у вузьких примежових зонах. Ця обставина значно ускладнює апроксимацiюшуканих
функцiй. У зв’язку з цим для зниження порядку алгебраїчної системи (25) i для збереження
стiйкостi обчислень при подальшому зменшеннi вiдносної товщини оболонки клас допу-
стимих функцiй слiд розширити функцiями, що мають властивостi типу крайового ефекту.
Це можна зробити, скориставшись результатами роботи [11].

На рис. 3 зображено поведiнку функцiй T1(x), S(x), M1(x) i Q1(x) в околi крiплення
ребра та оболонки. З графiкiв видно, що наведенi силовi характеристики в точцi x = ζ
мають розриви першого роду i високу змiннiсть у околi цiєї точки.
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Рис. 4. Залежнiсть перших п’яти власних частот коливань λi вiд числа хвиль у круговому напрямку обо-
лонки n.
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Рис. 5. Залежнiсть першої частоти коливань λ1 вiд мiсця розташування ребра жорсткостi та числа хвиль у
круговому напрямку оболонки n (1 — без ребра; 2 — ζ = 2 ; 3 — ζ = 2,5 ; 4 — ζ = 3 ; 5 — ζ = 3,5 ).

На рис. 4 наведено залежнiсть перших п’яти власних частот коливань λi вiд числа хвиль
у круговому напрямку оболонки n. Штриховi лiнiї тут i далi вiдповiдають розрахункам для
оболонки без приєднаного ребражорсткостi. Окремi точки для кожного значення n умовно
з’єднанi плавними лiнiями пiсля проведення iнтерполяцiї. Нумерацiя кривих проведена в
порядку зростання значень λ.

Поведiнка першої частоти λ1 залежно вiд мiсця розташування ребра жорсткостi та
числа хвиль у круговому напрямку оболонки n зображена на рис. 5: (1 — без ребра; 2 —
ζ = 2 ; 3 — ζ = 2,5 ; 4 — ζ = 3 ; 5 — ζ = 3,5).

Для порiвняння з iснуючими числовими даними роботи [5] проведено розрахунок коли-
вань розглядуваної механiчної системи з двома жорстко закрiпленими торцями оболонки
для випадкiв внутрiшнього (e = −0,00163) та зовнiшнього (e = 0,00163) крiплення ребра
жорсткостi при ζ = 2. Згiдно з роботою [5] для першого випадку λ1 = 0,08218, для дру-
гого — λ1 = 0,07614. Вiдповiднi частоти, отриманi на основi запропонованого пiдходу,
набувають значень λ1 = 0,08222 i λ1 = 0,07615, що свiдчить про задовiльний збiг ре-
зультатiв. Також слiд вiдзначити повний збiг графiчних даних роботи [5] з розрахунками,
одержаними у цiй роботi.
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Висновки. У цiй статтi запропоновано варiацiйний метод розв’язування спектральної
задачi про коливання тонкостiнної цилiндричної оболонки, яка пiдкрiплена кiльцевим
ребром жорсткостi малої ширини. При цьому враховується розривнiсть поля зусиль i
моментiв на лiнiї крiплення ребра та оболонки. Розв’язки побудовано шляхом розбиття
областi визначення шуканих функцiй на двi регулярнi пiдобластi, де силовi характери-
стики деформованої оболонки є неперервними i диференцiйовними. Побудова розв’язкiв
цiєї задачi спряження базується на формулюваннi узагальненого функцiонала в термiнах
перемiщень оболонки, для якого досить складнi граничнi умови спряження є природними
граничними умовами. Такий пiдхiд забезпечує збiжнiсть у рiвномiрнiй метрицi розкладiв
Рiтца для зусиль i моментiв деформованої оболонки в усiй замкненiй областi визначення
шуканих функцiй. Це дозволяє використовувати отриманi результати при аналiзi динамiч-
ної мiцностi конструкцiї.
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