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We investigate several models of dynamic conflict systems the behavior of which is characterized by some
quantity called an interaction vector. The interaction vector determines the dynamics of the entire system
and its limiting states. The existence of limiting equilibrium states of such systems is proved and conditions
for the existence of limit cycles are found. The nonlinear dynamics of the system is illustrated by specific
computer examples.

Дослiджується рядмоделей динамiчних систем конфлiкту, поведiнка яких характеризується деякою
величиною, яку називаємо вектором взаємодiї. Вектор взаємодiї визначає динамiку всiєї системи та
граничнi стани системи. Доведено iснування рiвноважних граничних станiв таких систем i знайде-
но умови iснування граничних циклiв. На конкретних комп’ютерних прикладах проiлюстровано
рiзноманiтну нелiнiйну динамiку системи.

1. Вступ. Iдея об’єднати поняття динамiчної системи з проблемою прийняття оптимально-
го розв’язку в конкурентнiй боротьбi привела до виникнення термiну “динамiчна система
конфлiкту” (див. [1, 2]). У [3] побудовано найпростiшу динамiчну систему конфлiкту, яку
задають рiзницевими рiвняннями. Цi рiвняння по сутi є узагальненням рiвнянь Лотки –
Вольтерри на стохастично векторний випадок довiльної розмiрностi. Цим самим було за-
початковано новий пiдхiд до побудовимоделей iз конкуруючими сторонами [2 – 5]. У цьому
пiдходi аналоги скалярних величин P, N, якi мали змiст кiлькостi популяцiї, замiняють
на векторнi, p та r :

p = (p1, . . . , pn), r = (r1, . . . , rn), n > 1.

Координати pi, ri мають статистичний сенс. Вони вiдповiдають ймовiрностям перебування
кожного з опонентiв у i-му регiонi (позицiї) ресурсного простору. У ще бiльш загальному
пiдходi замiсть векторiв p, r використовують випадковi розподiли, заданi ймовiрнiсними
мiрами µ, ν. Закон динамiки записано у виглядi системи досить простих, але нелiнiйних,
рiзницевих або диференцiальних рiвнянь. Найпростiший варiант таких рiвнянь має вигляд

pt+1
i =

1

zt
pti(1− αrti), rt+1

i =
1

zt
rti(1− αqti), −1 ≤ α ≤ 1,

де z = 1− α(p, r) — нормувальний знаменник, (·, ·) — скалярний добуток у Rn .
Побудована модель описувала конфлiктний перерозподiл абстрактного ресурсного про-

стору мiж двома альтернативними сторонами. Згодом виникла назва— динамiчна система
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конфлiкту зi взаємодiєю вiдштовхування. Динамiчнi системи конфлiкту з притягальною
взаємодiєю є не менш актуальними. Вони моделюють перерозподiл ресурсного простору та
присутнiсть конкурентiв у рiзних регiонах у випадку, коли опоненти не вiдштовхуються,
а в певному сенсi зближуються i тим самим деформують свою самостiйну “вiльну” ево-
люцiю. У застосуваннях цi моделi описують кооперацiю, пошук рiвноваги, компромiсу,
консенсусу.

Далi розглянемо динамiчнi системи конфлiкту в дискретному часi у термiнах двох
або бiльше стохастичних (нормованих на одиницю) векторiв pt

i = (ptij)
n
j=1, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , n, m ≥ 2, n ≥ 2, залежних вiд часу. Еволюцiя в часi задається вiдображенням,
яке позначаємо символом > i яке дiє у просторi Rn

+ .
Вiдображення > генерує багатокомпонентну динамiчну систему в дискретному часi з

траєкторiями {
pt
i

}m
i=1

>,t−→
{
pt+1
i

}m
i=1
, t = 0, 1, . . . . (1)

У загальному випадку координати векторiв pt+1
i визначаються iтеративно за координатами

попереднiх векторiв згiдно з системою рiзницевих рiвнянь:

pt+1
ij =

1

zt
(
ptij
(
θt + 1

)
+ ατ tj

)
, (2)

α ∈ [−1; 1], i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, t = 0, 1, . . . ,

zt = θt + 1 + αW t, W t =
∑
j

τ tj ,

де θt = θ
(
pt
1,p

t
2, . . . ,p

t
m

)
— деяка обмежена додатна функцiя, яка визначає вiльну ево-

люцiю системи. Нормувальний знаменник zt забезпечує стохастичнiсть векторiв pt+1
i .

Набiр додатних функцiй τ tj (певним чином залежних вiд координат векторiв pt
i ) вiдпо-

вiдає закону взаємодiї. Значення цих функцiй при кожному фiксованому t утворюють
деякий нестохастичний вектор iз невiд’ємними координатами, який позначаємо символом

T t =
(
τ tj
)n
j=1

i називаємо вектором взаємодiї. Вектор wt = (wt
j)

n
j=1, де wt

j :=
τ tj
W t

, є сто-
хастичним аналогом вектора T t . Далi буде дослiджено ряд моделей динамiчних систем
конфлiкту, траєкторiї яких залежать вiд вигляду вектора T t, а також вивчено залежнiсть
поведiнки системи вiд поведiнки T t при t→∞ .

У рiвняннях (2) стала α може набувати довiльного значення, але при досить великих α
швидкiсть збiжностi (чи розбiжностi) системи буде досить великою при малих значеннях
часу t . Така динамiка не вiдповiдатиме динамiцi реальних процесiв, тому при побудовi
моделi було вибрано значення сталої α з промiжку [−1; 1] . Згiдно з наведеними рiвняннями
у випадку α ∈ (0; 1] вiдстань мiж векторами pt

i в l1 -нормi збiгається до нуля:

∥∥pt
i − pt

k

∥∥
1

=

n∑
j=1

∣∣ptij − ptkj∣∣→ 0, i 6= k, i, k = 1, . . . ,m,

тому вiдображення >, задане цими рiвняннями, описує взаємодiю притягання. При
α ∈ [−1; 0) будемо говорити про динамiчну систему з взаємодiєю вiдштовхування. Заува-
жимо, що при α = 0 початковий стан

{
pt=0
i

}m
i=1

є нерухомим.
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2. Iснування нерухомих станiв. У цьому пунктi узагальнимо деякi ранiше дослiдженi
моделi динамiчних систем та дослiдимо їхнi граничнi стани. Далi опишемо iснування
нерухомих точок, явний вигляд i стiйкiсть граничного стану. Розглянемо ранiше побудованi
моделi динамiчних систем i закони взаємодiї, що генерують їхню динамiку.

У [6] описано перерозподiл конфлiктного простору для пари протидiючих сторiн. Ймо-
вiрнiснi мiри µt, νt, щоописують динамiку системи, вибираються як абсолютно неперервнi
вiдносно мiри Лебега λ на Ω = [0, 1] . Додатково припускається, що щiльностi цих мiр є
неперервними функцiями. Розглянутi рiвняння динамiки є аналогiчними до рiвнянь (2)
при α = −1, але визначенi в термiнах щiльностей мiр µt, νt :

ρt+1(x) =
1

zt
(
ρt(x)

(
θt + 1)− τ t(x)

)
, x ∈ Ω,

σt+1(x) =
1

zt
(
σt(x)

(
θt + 1)− τ t(x)

)
, t = 0, 1, . . . .

(3)

Основним результатом роботи є теорема про iснування нерухомого граничного стану,
причому якiсною характеристикою граничного стану є рiзниця щiльностей початкових
значень мiр µt=0, νt=0, а τ t — додатна мiра, яка визначається на кожному кроцi часу t
як мiнiмальне значення щiльностей мiр µt, νt на Ω . Така динамiчна система, побудована
за допомогою системи рiвнянь (3), має двi множини нерухомих точок: перша склада-
ється з усiх пар мiр, щiльностi яких є тотожними, а друга — з пар взаємно сингулярних
(ортогональних) мiр.

У [7] описано поведiнку складної системи зi взаємодiєю притягання. Динамiка системи
задається парою додатних ймовiрнiсних мiр, заданих на деякому ймовiрнiсному просторi:

µt+1 =
1

zt
(
µt
(
θt + 1) + τ t

)
, νt+1 =

1

zt
(
νt
(
θt + 1) + τ t

)
,

де α = 1, zt —нормувальний знаменник, θt = θ(µt, νt) —додатний функцiонал, величини
θt та τ t визначенi в термiнах мiр µt, νt . Доведено iснування нерухомої граничної точки та
явно визначено значення граничних мiр µ∞, ν∞ . Розглянуто декiлька прикладiв вибору
мiр µt, νt та задання величини τ t .

У роботi [8] дослiджено багатокомпонентну динамiчну систему з притягальною взаємо-
дiєю, що описує модель поведiнки довiльної скiнченної кiлькостi сторiн. Динамiку системи
задано рiвняннями (2) для α = 1 . Основним результатом роботи [8] є теорема 1, яку мож-
на узагальнити для довiльного α ∈ (0; 1] . Доведення наступної теореми є аналогiчним до
доведення теореми 1 у [8].

Теорема 1. Нехай всi координати стохастичного вектора wt є монотонними (зроста-
ють або спадають незалежно одна вiд одної). Тодi iснує граничний вектор w∞ i кожна
траєкторiя динамiчної системи (1) iз початковим станом

{
pt=0
i

}m
i=1

при α = (0; 1] збiга-
ється до нерухомого граничного стану

{
p∞i
}m
i=1

:

p∞i = lim
t→∞

pt
i ∀i = 1, . . . ,m.

При цьому всi граничнi вектори p∞i мають однаковi координати

p∞ij =
τ∞j
W∞

∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

якi спiвпадають з координатами вектора w∞ .
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Також у [8] розглянуто поведiнку динамiчної системи (1) у випадку, коли координати
вектора T t заданi явно за допомогою координат векторiв pt

i однiєю з таких рiвностей:

τ tj := τ tj,min = min
i
{ptij}, (4)

τ tj := τ tj,max = max
i
{ptij},

τ tj := τ tj =
1

m

n∑
i=1

ptij ,

τ tj1 = τ tj2 > 0, j1, j2 = 1, . . . , n. (5)

Задання координат вектора T t за допомогою однiєї з формул (4), (5) забезпечує вико-
нання рiвностi

τj
W

=
τ tj
W t

. (6)

Завдяки рiвностi (6) у всiх таких випадках виконується теорема 1, причому всi граничнi
вектори p∞i спiвпадають iз початковим вектором wt=0, тобто

p∞ij =
τ t=0
j

W t=0
∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

На рис. 1 продемонстровано виконання описаних вище фактiв для випадку, коли ко-
ординати τ tj вибираються як мiнiмальне значення j -х координат векторiв pt

i на кожному
кроцi часу t при α = 1 та α = 0,05 . Iз аналiзу графiкiв випливає, що швидкiсть збiжностi
до граничного стану залежить вiд значення α . При α = 1 вона є значно бiльшою, нiж при
α = 0,05 . Наступна теорема стосується випадку α = [−1; 0) . Монотоннiсть послiдовностi
wt
j забезпечує iснування граничних координат w∞j ∈ R1 .
Теорема 2. Нехай всi координати стохастичного вектора wt спадають. Тодi кожнатра-

єкторiя динамiчної системи (1) iз початковим станом
{
pt=0
i

}m
i=1

при α = [−1; 0) збiгається
до нерухомого граничного стану

{
p∞i
}m
i=1

:

p∞i = lim
t→∞

pt
i ∀i = 1, . . . ,m.

При цьому, якщо w∞j < 0 для всiх j = 1, . . . , n, то

p∞ij = w∞j ∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Доведення. Доведемо iснування граничних векторiв p∞i . Для деякого фiксованого
j = 1, . . . , n маємо

pt+1
ij − p

t
ij =

ptij(θ
t + 1) + ατ tj
zt

− ptij =
αW t

zt

(
τ tj
W t
− ptij

)
.

Якщо ptij >
τ tj
W t

, то pt+1
ij > ptij . Послiдовнiсть

{
τ tj
W t

}∞
t=0

є монотонно спадною, тому
для довiльного t буде справедливою така нерiвнiсть:

pt+1
ij > ptij >

τ tj
W t

>
τ t+1
j

W t+1
.
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Рис. 1. На графiках вiдображено динамiку системи, задану початковим станом
{
pt=0
1 ,pt=0

2 ,pt=0
3 ,pt=0

4

}
при

α = 1 (напiвжирнi лiнiї) та α = 0,05 (тонкi лiнiї), де τ tj = mini{ptij}, pt=0
1 = (0,3; 0,2; 0,4; 0,1),

pt=0
2 = (0,1; 0,55; 0,3; 0,05), pt=0

2 = (0,1; 0,55; 0,3; 0,05), pt=0
3 = (0,6; 0,15; 0,05; 0,25), pt=0

4 =
= (0,1; 0,09; 0,35; 0,55), p∞

1 = p∞
2 = p∞

3 = p∞
4 = (0,0509; 0,4584; 0,2359; 0,2548).

Це означає монотонне зростання координати ptij з часом t . А тому, оскiльки 0 ≤ ptij ≤ 1,
iснує

p∞ij = lim
t→∞

ptij .

Якщо ptij <
τ tj
W t

, то можливi випадки: pt+1
ij <

τ t+1
j

W t+1
або pt+1

ij >
τ t+1
j

W t+1
. Координата ptij

спадає при pt+1
ij <

τ t+1
j

W t+1
для довiльного моменту часу t, тому iснує

p∞ij = lim
t→∞

ptij .
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При pt+1
ij >

τ t+1
j

W t+1
отримуємо описаний вище випадок.

У випадку

w∞j = lim
t→∞

τ tj
W t

= a < 0 ∀j = 1, . . . , n

добуток αw∞j стає додатним. Далi доведення випливає з теореми 1.
Наступна теорема фактично узагальнює результати роботи [6] для випадку скiнченної

кiлькостi протидiючих сторiн, але динамiка вiдповiдної системи задається системою рiз-
ницевих рiвнянь у термiнах дискретних ймовiрнiсних мiр µi ∈ M+

1 (Ω), i = 1, . . . ,m, на
просторi iснування Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} . Поклавиши

pij = µi(ωj), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

одержимо набiр стохастичних векторiв pi = (pij)
n
j=1, i = 1, . . . ,m .

Теорема 3. Нехай τ tj = mini{ptij}, j = 1, . . . , n . Тодi кожнатраєкторiя динамiчної систе-
ми (1) iз початковим станом

{
pt=0
i

}m
i=1

при α = [−1; 0) збiгається до нерухомого граничного
стану

{
p∞i
}m
i=1

:

p∞i = lim
t→∞

pt
i ∀i = 1, . . . ,m.

При цьому, якщо τ t=0
j = pt=0

ij , то

p∞ij = 0 ∀i = 1, . . . ,m.

Доведення. Якщо координати τ tj = mini{ptij}, то τ tj спiвпадає з j -ю координатою
деякого вектора pt

i . Звiдси випливає,що координати τ tj змiнюються згiдно з рiвняннями (2):

τ t+1
j = τ tj ·

θt + 1 + α

θt + 1 + αW t
.

Очевидно, що W t =
∑

j
τ tj ≤ 1 . Враховуючи, що α < 0, маємо монотонно спадну по-

слiдовнiсть {τ tj}∞t=0 . Це доводить iснування нерухомого граничного стану вiдповiдно до
теореми 2.

Легко переконатися, що в цьому випадку нерiвнiсть

ptij ≤ ptik ∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

справедлива для довiльного моменту часу t . Не порушуючи загальностi, припустимо, що
pt=0
ij є мiнiмальною координатою вектора pt=0

i . Тодi на такому кроцi часу маємо:

p1ij =
pij(θ + 1) + αpij
θ + 1 + αW

= pij ·
θ + 1 + α

θ + 1 + αW
= pij · s.

Оскiльки s ≤ 1, то p1ij ≤ pij . За iндукцiєю одержуємо pt+1
ij = ptij · st, st ≤ 1, а тому для

довiльного t справедлива нерiвнiсть

pt+1
ij ≤ p

t
ij .
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Враховуючи, що 0 ≤ ptij < 1, ptij = τ tj i {ptij}∞t=0 є монотонно спадною послiдовнiстю, маємо

p∞ij = lim
t→∞

ptij = 0.

Зауважимо, що в такому випадку τ tj = 0 для довiльного j = 1, . . . , n, а для всiх k 6= j
справедливе спiввiдношення

p∞kj = lim
t→∞

ptkj > 0.

Розглянемо випадок m = 2 . Нехай задано два стохастичнi вектори pt
1 та pt

2, τj =
= min{pt1j , pt2j} для всiх j = 1, . . . , n . Якщо початковi вектори спiвпадають: pt

1 = pt
2, то з

рiвнянь (2) випливає, що й граничнi вектори також будуть рiвними: p∞1 = p∞2 .
Розглянемо рiзницю j -х координат векторiв pt

1 та pt
2 :

dtj =
∣∣pt1j − pt2j∣∣.

На такому кроцi iтерацiї маємо:

dt+1
j =

∣∣pt+1
1j − p

t+1
2j

∣∣ =
θt + 1

θt + 1 + αW t
·
∣∣pt1j − pt2j∣∣,

тому подальше вiдношення не залежить вiд часу t :

dtj
dtk

=
dj
dk

∀j, k = 1, . . . , n.

Розглянемо випадок p1j > p2j . Вище показано, що pt1j > pt2j . Згiдно з теоремою 3 маємо
p∞2j = 0 . Тодi d∞j = p∞1j . Аналогiчно для випадку p1j < p2j .

Видiливши двi множини iндексiв
{
l : pt1l > pt2l

}
i
{
k : pt1k < pt2k}, маємо

p∞1l = d∞l , p∞1k = 0,

p∞2l = 0, p∞2k = d∞k .

Зi стохастичностi граничних векторiв випливає, що
∑

l
d∞l =

∑
k
d∞k = 1 . Розглянемо

вiдношення

d∞1l0 =
d∞1l0∑
l
d∞1l

=
1∑
l

d∞1l
d∞1l0

=
1∑
l

d1l
d1l0

=
d1l0∑
l
d1l

,

аналогiчно

d∞2k0 =
d2k0∑
k
d2k

.

Зауважимо, що
∑

l
d1l 6= 1,

∑
k
d2k 6= 1 i покажемо, що

∑
l
d1l =

∑
k
d2k :∑

l

d1l −
∑
k

d2k =
∑
l

|p1l − p2l| −
∑
k

|p1k − p2k| =
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=
∑
l

(p1l − p2l) +
∑
k

(p1k − p2k) =
n∑

j=1

p1j −
n∑

j=1

p2n = 0.

Введемо позначення

D =
1

2

n∑
j=1

dj ,

де
∑n

j=1
dj =

∑
l
d1l +

∑
k
d2k . Тодi

p∞1l =
dl
D
, p∞1k = 0,

p∞2l = 0, p∞2k =
dk
D
.

Таким чином, довели таку теорeму.
Теорема 4. Нехай m = 2 . Координати граничних векторiв p∞1 i p∞2 кожної траєкторiї

динамiчної системи (1) при α ∈ [−1; 0), τj = mini

{
ptij
}
для всiх j = 1, . . . , n мають такий

явний опис. Якщо початковi вектори однаковi: pt
1 = pt

2, то й граничнi вектори будуть
рiвними: p∞1 = p∞2 . Якщо pt

1 6= pt
2, то граничнi вектори ортогональнi: p∞1 ⊥ p∞2 , причому

p∞1j =


dj
D
, якщо p1j > p2j ,

0, якщо p1j < p2j ,
p∞2j =


dj
D
, якщо p2j > p1j ,

0, якщо p2j < p1j .

Результати, отриманi в теоремах 3 i 4 можуть бути застосованi до опису перерозподiлу
простору iснування мiж двома та багатьма альтернативними сторонами (аналогiчно до [6]).
Лише у випадку двох альтернативних сторiн (m = 2) простiр iснування розпадається на
двi окремi множини. Для випадку m > 2, тобто взаємодiї бiльше нiж двох альтернативних
сторiн, теорему 3 можна трактувати таким чином: взаємодiя триватиме до повного витiс-
нення однiєї з m сторiн iз кожного регiону простору iснування, тобто з кожного регiону
простору iснування буде витiснено найслабшу сторону (див. рис. 2).

Результати теореми 1 можна застосувати при дослiдженнi виникнення достовiрної по-
дiї (детальнiше див. [9]). За означенням, достовiрна подiя вiдповiдає граничному вектору
з одиничною координатою. При α ∈ (0;−1] можна знайти умови, що забезпечать рiв-
нiсть одиницi однiєї з граничних координат вектора w∞, тобто w∞j = 1 для довiльного
j = 1, . . . n . Цим можна стверджувати, що в фiксованому j -му регiонi одночасно буде ви-
никати достовiрна подiя для m альтернативних сторiн. Така модель узагальнює модель,
дослiджену в [9], iз двох сторiн на скiнченну кiлькiсть альтернативних сторiн.

3. Iснування граничних циклiв. У цьому пунктi розглянемо декiлька варiантiв описа-
ної вище моделi динамiчних систем конфлiкту та умови, при яких динамiка системи є
циклiчною.

Нехай координати кожного вектора pt
i = (ptij)

n
j=1, i = 1, . . . ,m, змiнюються згiдно з

рiвняннями (2). Припустимо, що координати вектора взаємодiї τ tj = τj(t), j = 1, . . . , n, де
τj(t) — довiльнi додатнi перiодичнi функцiї з cумiрними перiодами. Тодi за властивiстю
перiодичних функцiй W (t) ≡ W t координати wt

j = wj(t) =
τj(t)

W (t)
стохастичного вектора

wt будуть також перiодичними з головним перiодом, який позначимо через T .
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а) б)

Рис. 2. α = −1, m = 4, n = 100, τ tj = mini{ptij} ; а) початковий стан {pt=0
1 ,pt=0

2 ,pt=0
3 ,pt=0

4 }, б) граничний
стан {p∞

1 ,p
∞
2 ,p

∞
3 ,p

∞
4 } . Координати векторiв pt=0

i задано за допомогою значень набору невiд’ємних
функцiй fi(x) на вiдрiзку [a, b] : pik =

fi(xk)

D
, де D =

∑n

k=1
fi(xk), xk належить розбиттю вiдрiзка

[a, b], f1(x) =
∣∣∣sin(x− π

16

)∣∣∣ , f2(x) = 0,3x, f3(x) = 0,3
√
x, f4(x) = 0,5| cosx|, x ∈ [0; 3] .

Теорема 5. Припустимо, що головний перiод функцiй wj(t) є додатним цiлим числом
T > 1, а координати вектора wt не є константами. Тодi кожна траєкторiя динамiчної
системи (1), заданої системою рiзницевих рiвнянь (2), збiгається до ω -граничної множини
Γ∞, яка є циклiчною орбiтою. Тобто множина Γ∞ є iнварiантною вiдносно перетворення >
i складається з T впорядкованих векторiв Γl, l = 1, . . . , T :

Γ1
>−→ Γ2

>−→ Γ3
>−→ . . .

>−→ ΓT
>−→ Γ1.

Гранична множина Γ∞ залежить вiд початкового вектора wt=0 .
Доведення. Покажемо, що∥∥pt

i − pt
l

∥∥
1
→ 0 ∀i, l = 1, . . . ,m.

Позначимо dtil,j =
∣∣ptij − ptlj∣∣ . Нехай ptij 6= ptlj , тодi

dt+1
il,j = |pt+1

ij − p
t+1
lj | =

∣∣ptij − ptlj∣∣ · θt + 1

zt
= dtil,j ·

θt + 1

θt + 1 +W t
,

тобто

dt+1
il,j = dtil,j · kt, kt =

θt + 1

θt + 1 +W t
.

Далi,

dt+1
il,j = dtil,j · kt = dt−1il,j · k

t−1 · kt = . . . = dil,j · k · k1 . . . kt, dil,j = dt=0
il,j .

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 1



ЗАЛЕЖНIСТЬ ПОВЕДIНКИ ТРАЄКТОРIЙ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ КОНФЛIКТУ ВIД ВЕКТОРА ВЗАЄМОДIЇ 81

Оскiльки θt обмежена, а W t > 0 для довiльного t, то 0 < kt ≤ c < 1, де c — деяка стала.
Звiдси випливає

0 < k · k1 . . . kt︸ ︷︷ ︸
t+1

≤ (c)t+1.

Враховуючи, що c < 1, маємо limt→∞(c)t+1 = 0, а тому при t→∞ добуток k · k1 . . . kt
прямує до нуля.

Отже,

d∞il,j = lim
t→∞

dtil,j = 0.

З доведеного вище випливає, що для всiх i = 1, . . . ,m вектори p∞i спiвпадають мiж собою
та дорiвнюють деякому вектору Γt

l = (γtlj)
n
j=1 .

Оскiльки γtlj ∈ R1
+ для довiльного j, функцiя θt залежить вiд координат векторiв pt

i i
набуває деякого числового значення, a значення координати γtlj змiнюється згiдно з рiв-
няннями (2), тобто визначається за допомогою елементарних дiй над перiодичними функ-
цiями з сумiрними перiодами, якi дорiвнюють цiлому числу T . А тому за властивостями
перiодичних функцiй значення координат вектора Γt

l будуть повторюватися з мiнiмальним
перiодом T, тобто γtlj = γt+T

lj . Звiдси випливає, що ω -гранична множина Γ∞ складається
з T векторiв Γl, l = 1, . . . , T , а кожен вектор Γl, l > 1, визначається зсувом координат
вектора Γl=1 . Отже, ω -гранична множина є циклiчною орбiтою.

Граничний вектор Γ∞ залежить вiд початкового стану {p1, . . . ,pm} . Тодi для довiльної
точки з ε-околу Γ∞ вектор Γl=1 буде iншим, а тому ω -гранична множина є нестiйкою.

Варто зауважити, що координати стохастичного вектора wt можуть бути сталими,
незважаючи на залежнiсть вiд часу координат показника атрактора τ tj . У такому випадку
граничний стан буде нерухомою точкою, яка є нестiйкою.

У теоремi 5 головний перiод функцiй wj(t) припускається додатним цiлим числом, що
узгоджується з постановкою задачi, а саме вибором дискретного чаcу t (див. рис. 3).

Можна записати динамiчну систему для неперервного часу, аналогiчну до систем (1) у
термiнах диференцiальних рiвнянь:

ṗij(t) = −pij(t) ·W (t)− ατj(t)
θ(t) + 1 + αW (t)

, (7)

де

W (t) =

n∑
j=1

τj(t),

θ(t) = θ
(
p1(t),p2(t), . . . ,pm(t)

)
— деяка обмежена додатна функцiя, τj(t) — довiльнi

додатнi перiодичнi функцiї з cумiрними перiодами. Для динамiчної системи такого сорту з
неперервним часом також справедлива теорема 5, тобто iснуватиме ω -гранична множина,
яка є циклiчною орбiтою (див. рис. 4).

4. Комп’ютернi приклади. У цьому пунктi розглянуто декiлька прикладiв iз рiзним
способом задання координат вектора T t . Для наочностi бiльшiсть прикладiв розглянуто у
тривимiрному просторi R3

+ .
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a) б)

Рис. 3. m = 3, n = 3, t = 0, 1, 2, . . . , 3000, τ tj — набiр перiодичних функцiй, pt=0
1 = (0,08, 0,02, 0,9), pt=0

2 =

= (0,1, 0,55, 0,35), pt=0
3 = (0,08, 0,02, 0,9); a) α = 1, τ t1 = 5 cos

(
πt

8

)
+ 8, τ2(t) = 3 sin(πt) + 5, τ3(t) =

= 2 cos

(
πt

9

)
+ 7, T = 144; б) α = 0,05, τ t1 = cos

(
πt

7

)
+ 1, τ2(t) = sin(πt) + 2, τ3(t) = cos

(
πt

13

)
+ 3,

T = 182 . На рис. 3a i 3б зображено проєкцiю траєкторiї динамiчної системи (1), заданої системою
рiзницевих рiвнянь (2) iз початковим станом {pt=0

1 ,pt=0
2 ,pt=0

3 }; ω -гранична множина складається з
T векторiв.

Рис. 4. α = 1, m = 3, n = 3, τ(t)j = sin(jt) + 1 . Зображено проєкцiї траєкторiй динамiчної системи (1),
заданої системою диференцiальних рiвнянь (7) iз початковим станом p1(0) = (0,1, 0,2, 0,7), p2(0) =
= (0,5, 0,35, 0,15), p3(0) = (0,1, 0,5, 0,4) .

Для довiльного початкового стану
{
pt=0
1 ,pt=0

2 ,pt=0
3

}
задамо змiну координат вектора

T t таким чиним: координати τ1(t) та τ2(t) визначаються як мiнiмальне значення вiд-
повiдних координат векторiв pt

i, i = 1, 2, 3, що забезпечує монотоннiсть послiдовностей
координат τ1(t) та τ2(t) при змiнi t ; τ3(t) визначаються як деяка додатна перiодична функ-
цiя з головним перiодом T . Завдяки закону динамiки (2) з α = 1 при t → ∞ отримуємо
рiвнiсть p∞1 = p∞2 = p∞3 . Рисунок 5 демонструє, що при τ3(t) = sin

(
πt

16

)
+ 1 iз головним

перiодом T = 32 значення всiх координат векторiв pt
i, i = 1, 2, 3, повторюються кожнi
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a) б)

Рис. 5. α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = minj p

t
i2, τ3(t) = sin

(
πt

16

)
+1, pt=0

1 = (0,62, 0,13, 0,25),

pt=0
2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0

3 = (0,36, 0,31, 0,33).

Рис. 6. α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = minj p

t
i2, τ3(t) = sinπt + 1, pt=0

1 = (0,62, 0,13, 0,25),
pt=0
2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0

3 = (0,36, 0,31, 0,33), p∞1 = p∞2 = p∞3 = (0, 0, 1).

32 кроки часу, тобто поведiнка системи буде циклiчною. На рис. 6 вiдображено динамiку
при τ3(t) = sinπt + 1 з перiодом T = 2 . Однак τ3(t) набуває сталого значення, оскiльки
sinπt+ 1 = 1 для довiльного t = 0, 1, 2, . . . , що забезпечує нерухомiсть граничного стану.
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Рис. 7. α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = minj p

t
i2, τ3(t+1) = r·τ3(t)(1−τ3(t)), r = 4, τ3(0) = 0,6,

pt=0
1 = (0,62, 0,13, 0,25), pt=0

2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0
3 = (0,36, 0,31, 0,33).

Розглянемо випадок, коли одна з координат вектора T t змiнюється за законом ло-
гiстичного вiдображення, а iншi координати змiнюються монотонно. Нехай τ3(t + 1) =
= rτ3(t)(1 − τ3(t)), а τ1(t) i τ2(t) визначаються як мiнiмальне значення вiдповiдних коор-
динат векторiв pt

i, i = 1, 2, 3 . На рис. 7 вiдображено хаотичну динамiку змiни координат
вектора pt

1 при r = 4, координати векторiв pt
2 i pt

3 змiнюються аналогiчно. На рис. 8a
та 8б зображено iтерацiйну дiаграму для координати pt11 для двох випадкiв r = 3,56 i
r = 4 вiдповiдно. Так, рис. 8б вiдповiдає циклу перiоду 8, а рис. 8a демонструє хаотичну
поведiнку pt11 при t → ∞ . Можна зробити висновок, що в такому прикладi хаотичнiсть
однiєї величини τ3(t) приводить до хаотичної поведiнки всiєї системи.

Як приклад розглянемо випадок, у якому τ1(t) визначається як мiнiмальне значення
перших координат векторiв pt

i, τ2(t) = sin

(
πt

16

)
+ 1 визначаються як деяка додатна пе-
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a) r = 4 б) r = 3,56

Рис. 8. t = 3000, α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = minj p

t
i2, τ3(t + 1) = r · τ3(t)(1 − τ3(t)),

τ3(0) = 0,6, pt=0
1 = (0,62, 0,13, 0,25), pt=0

2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0
3 = (0,36, 0,31, 0,33).

Рис. 9. t = 3000, α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = sin

(
πt

16

)
+ 1, τ3(t+ 1) = r · τ3(t)(1− τ3(t)),

r = 3,56, τ3(0) = 0,6, pt=0
1 = (0,62, 0,13, 0,25), pt=0

2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0
3 = (0,36, 0,31, 0,33).

рiодична функцiя з головним перiодом T = 32, a τ3(t) = r · τ3(t)(1 − τ3(t)) змiнюється
за законом логiстичного вiдображення. У такому випадку pi1(t) = 0 при t → ∞ (див.
рис. 9, 11). Залежно вiд значення параметра r поведiнка системи може бути циклiчною
або хаотичною. Так, при r = 3,56 iснує цикл перiоду T = 32, тобто значення координат
pi2(t) i pi3(t) будуть повторюватися кожнi 32 кроки часу (див. рис. 9, 10б). Динамiка, про-
iлюсторована на рис. 10a, 11, демонструє, що при r = 4 значення координат pi2(t) i pi3(t)
змiнюються хаотично.
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a) r = 4 б) r = 3,56

Рис. 10. t = 3000, α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = sin

(
πt

16

)
+1, τ3(t+1) = r · τ3(t)(1− τ3(t)),

τ3(0) = 0,6, pt=0
1 = (0,62, 0,13, 0,25), pt=0

2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0
3 = (0,36, 0,31, 0,33).

Наведенi вище приклади демонструють наявнiсть нетривiальної нелiнiйної динамiки. У
кожному конкретному випадку визначення координат вектора T t поведiнка системи iстот-
но рiзна, значення координат i спосiб їхнього задання впливають на стiйкiсть граничного
стану системи.

5. Висновки. У рiзних постановках такого типу задача дослiджувалася в багатьох робо-
тах (див., наприклад, [5, 10 – 12]). Зокрема, поведiнку динамiчної системи з притягальною
взаємодiєю, задану рiвняннями (2) можна iнтерпретувати як ефект синхронiзацiї в моделях
фазових осциляторiв [13 – 17]. Аналогiчно до моделей, що розглянутi в роботах [18 – 22],
можна розглядати вище дослiджену модель динамiчної системи як модель формування
поглядiв та досягнення консенсусу. Також такого сорту динамiчнi системи можуть мати
пряме застосування при прогностичному аналiзi статистичних даних. В якостi значень
вектора взаємодiї T t можна приймати деякий ряд статистичних даних за певний про-
мiжок часу, котрi необов’язково змiнюються за строгим математичним законом, однак
володiють деякими вiдстежуваними закономiрностями (наприклад, коливаються в деяких
межах, перiодично повторюються i т. iн.).

В цiй статтi при побудовi моделi припускалося, що координати τ tj вектора T t залежать
лише вiд j -го iндексу координат ptij та не залежать вiд iндексу вектора pt

i . У подальших
дослiдженнях планується дослiдити ускладнення, якщо для всiх координат ptij задати рiзнi
значення τ tij , тобто якщо координати координати τ tij будуть залежнi вiд j -того iндексу
координати ptij та iндексу вектора pt

i . В такiй постановцi модель динамiчної системи
можна iнтерпретувати як деяку модель соцiуму (наприклад, [10, 12, 19, 20], де кiлькiсть
векторiв вiдповiдає загальнiй кiлькостi груп в суспiльствi, кiлькiсть координат описує
кiлькiсть iндивiдiв у кожнiй групi, а вiдповiдно кожна координата ptij може описувати
поведiнку конкретного iндивiда. При такiй постановцi вектор T t може задавати взаємодiю
мiж групами суспiльства чи iндивiдами в серединi кожної з груп.
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Рис. 11. t = 3000, α = 1, m = 3, n = 3, τ1(t) = minj p
t
i1, τ2(t) = sin

(
πt

16

)
+1, τ3(t+1) = r · τ3(t)(1− τ3(t)),

r = 4, τ3(0) = 0,6, pt=0
1 = (0,62, 0,13, 0,25), pt=0

2 = (0,54, 0,26, 0,2), pt=0
3 = (0,36, 0,31, 0,33).
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