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It is shown that the Earth surface daily oscillates not only due to the rotation around its axis and theMoon’s
motion around it but also due to the rotation around its axis, a finite speed of gravity, and its motion around
the Sun.
Показано, що поверхня Землi здiйснює добовi коливання не тiльки завдяки її обертанню навколо
своєї осi та руху навколонеїМiсяця, а й завдяки її обертаннюнавколо своєї осi, скiнченнiйшвидкостi
гравiтацiї та руху її навколо Сонця.

1. Вступ. Форма Землi формується пiд впливом внутрiшнiх i зовнiшнiх сил. Основними є
сила внутрiшнього тяжiння i вiдцентрова сила. За даними геофiзики Земля поводиться як
пластичне тiло. Якби вона була нерухомим i однорiдним за щiльнiстю тiлом, то пiд дiєю
лише сил внутрiшнього тяжiння вона, як фiгура рiвноваги, мала б форму кулi. Оскiльки
Земля обертається навколо своєї осi, то внаслiдок сумiсної дiї сил гравiтацiї та вiдцентрових
сил, що виникають при обертаннi планети, у випадку рiвномiрного розподiлу мас усерединi
Землi вона була б тiлом обертання i сплюснутою бiля полюсiв.

Насправдi внутрiшня будова Землi за щiльнiстю неоднорiдна i земна кора (зовнiшнiй
шар землi завтовшки в середньому 40 км) складається з неоднорiдних за щiльнiстю дiля-
нок. Внаслiдок такого нерiвномiрного розподiлу мас у земнiй корi змiнюються напрями
сил притягання, а отже, сил тяжiння. Як результат поверхня Землi набуває складної i
неправильної в геометричному вiдношеннi форми.

Форма поверхнi Землi також залежить вiд сил тяжiння Сонця, Мiсяця, планет Сонячної
системи тощо, що змiнюються з часом.

Стан земної кори також суттєво залежить вiд скiнченностi швидкостi cg гравiтацiї,
що не враховувалася при вивченнi коливних процесiв земної кулi.

Мета статтi — показати, що завдяки запiзненню гравiтацiйного поля (на пiдставi скiн-
ченної швидкостi гравiтацiї), руху Землi навколо Сонця та її обертанню навколо своєї осi
поверхня Землi здiйснює добовi коливання.

Такi коливання важко побачити, якщо використовувати класичну механiку, оскiльки
завдяки ним добовi коливання поверхнi Землi та земної кори, якщо не враховувати обер-
тання Землi навколо своєї осi i дiї на неї Мiсяця, неможливi.

Навiть у випадку вiдсутностiМiсяця скiнченнашвидкiсть cg гравiтацiї, рух Землi навколо
Сонця та обертання Землi навколо своєї осi приводять до добових коливань земної поверхнi.
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Землi навколо Сонця та обертання Землi навколо своєї осi призводять до добових
коливань земної поверхнi.

2. Принцип запiзнювання гравiтацiйного поля. Теорiя вiдносностi Ейн-
штейна постулює, що швидкiсть гравiтацiї cg = c, де c – швидкiсть свiтла [1, 2]. Ця
властивiсть гравiтацiї узгоджується з дослiдженнями оцiнки швидкостi передачi
впливу гравiтацiйного поля на результати вимiрювань [3] та вимiрюваннями швид-
костi гравiтацiї, пов’язаними iз фiксацiєю гравiтацiйних хвиль вiд далеких зiркових
джерел одночасно зi свiтловим сигналом [4]. Використання цiєї властивостi гравiта-
цiї дає змогу виявити, зокрема, добовi коливання поверхнi Землi.

Пояснимо вплив запiзнювання гравiтацiйного поля на прикладi взаємодiї двох
точок M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Рух точок будемо розглядати в пря-
мокутнiй системi координат з початком координат у точцi O. Систему координат
вважатимемо iнерцiальною. Положення точок M1 i M2, визначається їх радiусами-
векторами ~ri(t), i = 1, 2, з координатами xi(t), yi(t) i zi(t) в момент часу t вiдповiдно.

Якби швидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, то на пiдставi закону всесвiтнього
тяжiння в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 з силою

~F2,1,1(t) =
Gm1m2

|~r2(t) ° ~r1(t)|3
(~r2(t) ° ~r1(t)), (1)

де G – гравiтацiйна стала i |~r2(t) ° ~r1(t)| – евклiдова довжина вектора ~r2(t) ° ~r1(t).
Однак, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї точка M2 притягує точку M1 з

iншою силою

~F2,1,c(t) =
Gm1m2

|~r2(t ° ø2,1(t)) ° ~r1(t)|3
(~r2(t ° ø2,1(t)) ° ~r1(t)), (2)

де запiзнення гравiтацiї ø2,1(t) в (2) задовольняє спiввiдношенню

cø2,1(t) = |~r2(t ° ø2,1(t)) ° ~r1(t)|. (3)
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Рис. 1. Проходження точок M1 i M2 через точки D, B i C, A в моменти часу t ° ø2,1(t) i t.
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Справдi, нехай точки M2 i M1 рухаються по вiдповiдним траєкторiям, частини
яких зображенi на рис. 1, зi швидкостями ~v2(t) = d~r2(t)/dt i ~v1(t) = d~r1(t)/dt i в мо-
мент часу t°ø2,1(t), де ø2,1(t) задовольняє (3), знаходяться в точках C i D вiдповiдно.

2

Рис. 1. Проходження точок M1 i M2 через точки D, B i C, A в моменти часу t− τ2,1(t) i t.

2. Принцип запiзнювання гравiтацiйного поля. Теорiя вiдносностi Ейнштейнапостулює,
що швидкiсть гравiтацiї cg = c, де c — швидкiсть свiтла [1, 2]. Ця властивiсть гравiтацiї
узгоджується з дослiдженнями оцiнки швидкостi передачi впливу гравiтацiйного поля на
результати вимiрювань [3] i вимiрюваннямишвидкостi гравiтацiї, пов’язаними з фiксацiєю
гравiтацiйних хвиль вiд далеких зiркових джерел одночасно зi свiтловим сигналом [4].
Використання цiєї властивостi гравiтацiї дає змогу виявити, зокрема, добовi коливання
поверхнi Землi.

Пояснимо вплив запiзнювання гравiтацiйного поля на прикладi взаємодiї двох точок
M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Рух точок будемо розглядати в прямокутнiй
системi координат iз початком координат у точцi O. Систему координат вважатимемо
iнерцiальною. Положення точок M1 i M2 визначають їхнi радiус-вектори ~ri(t), i = 1, 2, з
координатами xi(t), yi(t) i zi(t) в момент часу t вiдповiдно.

Якбишвидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, то на пiдставi закону всесвiтнього тяжiн-
ня в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 з силою

~F2,1,∞(t) =
Gm1m2∣∣~r2(t)− ~r1(t)

∣∣3 (~r2(t)− ~r1(t)), (1)

де G — гравiтацiйна стала i
∣∣~r2(t)−~r1(t)

∣∣ — евклiдова довжина вектора ~r2(t)−~r1(t).

Однак, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї точка M2 притягує точку M1 з iншою
силою

~F2,1,c(t) =
Gm1m2∣∣~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)

∣∣3 (~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)), (2)

де запiзнення гравiтацiї τ2,1(t) в (2) задовольняє спiввiдношення

cτ2,1(t) = |~r2(t− τ2,1(t))− ~r1(t)| . (3)

Справдi, нехай точки M2 i M1 рухаються по вiдповiдним траєкторiям, частини яких
зображенi на рис. 1, зi швидкостями ~v2(t) = d~r2(t)/dt i ~v1(t) = d~r1(t)/dt i в момент часу
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За промiжок часу [t ° ø2,1(t), t] точка M2 перемiститься з точки C в точку A, а точка
M1 – з точки D в точку B. Цього промiжку часу достатньо, щоб гравiтацiйне поле
зi швидкiстю c поширилося з точки C в точку B. Отже, в момент часу t на точку
B дiє не сила (1), а сила (2).

Принцип запiзнювання гравiтацiйного поля полягає в тому, що в момент часу
t точка M1 (точка B) притягується не до точки M2 (точки A), а до точки
C, що збiгається з M2 в момент часу t ° ø2,1(t), де ø2,1(t) задовольняє (3). Сила
притягування точки M1 визначається формулою (2).

Зазначимо, що
lim
c!1

~F2,1,c(t) = ~F2,1,1(t)

i закон притягування точки M1 точкою M2, що подається спiввiдношеннями (2) i
(3), є узагальненням закону всесвiтнього тяжiння.

3. Зображення сил тяжiння Землi. З’ясуємо сили тяжiння Землi з ураху-
ванням її обертання навколо осi, руху навколо Сонця та принципу запiзнювання
гравiтацiйного поля.

3.1. Геоцентрична система прямокутних просторових координат,
координати швидкостi руху центра Землi та змiна цього вектора про-
тягом зоряної доби. Будемо використовувати геоцентричну систему прямокут-
них просторових координат. Для такої системи початок координат розмiщено в цен-
трi мас Землi, вiсь OX проходить через точку перетину Гринвiцького меридiана й
екватора, вiсь OY доповнює прийняту систему координат до правої i знаходиться
в площинi екватора, утворюючи кут 90± з вiссю OX, а вiсь OZ спрямована вздовж
осi обертання Землi до Пiвнiчного полюса (рис. 2).
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Рис. 2. Система прямокутних просторових координат.

На цьому рисунку P = P (x, y, z) – довiльна точка поверхнi Землi i x, y, z – коор-
динати цiєї точки.

Нехай ~v(t) – швидкiсть руху центра мас Землi навколо Сонця в момент часу t.
Скалярнi добутки

≥
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Рис. 2. Система прямокутних просторових координат.

t− τ2,1(t), де τ2,1(t) задовольняє (3), знаходяться в точках C i D вiдповiдно. За промiжок
часу [t − τ2,1(t), t] точка M2 перемiститься з точки C в точку A, а точка M1 — з точки
D в точку B. Цього промiжку часу достатньо, щоб гравiтацiйне поле зi швидкiстю c

поширилося з точки C в точку B. Отже, в момент часу t на точку B дiє не сила (1), а
сила (2).

Принцип запiзнювання гравiтацiйного поля полягає в тому, що в момент часу t точка M1

(точка B ) притягується не до точки M2 (точки A), а до точки C, що збiгається з M2 в
момент часу t−τ2,1(t), де τ2,1(t) задовольняє (3). Сила притягуванняточкиM1 визначається
формулою (2).

Зазначимо, що
lim
c→∞

~F2,1,c(t) = ~F2,1,∞(t)

i закон притягування точки M1 точкою M2, що подається спiввiдношеннями (2) i (3), є
узагальненням закону всесвiтнього тяжiння.

3. Зображення сил тяжiння Землi. З’ясуємо сили тяжiння Землi з урахуванням її обер-
тання навколо осi, руху навколо Сонця та принципу запiзнювання гравiтацiйного поля.

3.1. Геоцентрична система прямокутних просторових координат, координати швидко-
стi руху центра Землi та змiна цього вектора протягом зоряної доби. Будемо викори-
стовувати геоцентричну систему прямокутних просторових координат. Для такої системи
початок координат розмiщено в центрi мас Землi, вiсь OX проходить через точку пере-
тину Гринвiцького меридiана й екватора, вiсь OY доповнює прийняту систему координат
до правої i знаходиться в площинi екватора, утворюючи кут 90◦ з вiссю OX, а вiсь OZ
спрямована вздовж осi обертання Землi до Пiвнiчного полюса (рис. 2).

На цьому рисунку P = P (x, y, z) — довiльна точка поверхнi Землi i x, y, z — коорди-
нати цiєї точки.

Нехай ~v(t) —швидкiсть руху центрамас Землi навколоСонця вмомент часу t. Скалярнi
добутки

(
~v(t),~i

)
,
(
~v(t),~j

)
i
(
~v(t),~k

)
, де ~i, ~j, ~k — вектори ортонормованого базису, є
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го базису, є координатами швидкостi ~v(t) вiдносно розглянутої на рис. 2 системи
координат. Тому

~v(t) =
�
~v(t),~i

�
~i +

�
~v(t),~j

�
~j +

�
~v(t), ~k

�
~k (4)

(див. рис. 3). Цi координати неявно враховують як обертання Землi навколо сво-
єї осi, нахил осi обертання Землi по вiдношенню до площини орбiти, так i те, що
обертання Землi навколо своєї осi при спостереженнi з пiвнiчного полюса еклiптики
вiдбувається проти годинникової стрiлки, а рух Землi навколо Сонця також вiдбу-
вається проти годинникової стрiлки.

Нагадаємо, що повний оберт Земля (в iнерцiальнiй системi вiдлiку) здiйснює за
зоряну добу (T1 = 86164, 090530833 c ⇡ 23 години 56 хвилин 4 cекунди), Земля здiй-
снює повний оберт по своїй орбiтi навколо Сонця за зоряний рiк (T2 ⇡ 31556928 c =
365 дiб 5 годин 48 хвилин 48 секунд) i кут нахилу осi обертання Землi ⇣0 по вiдно-
шенню до площини орбiти наближено дорiвнює 1, 1618074568 радiан (66�340).
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Рис. 3. Координати швидкостi руху центра Землi.

З’ясуємо, як змiнюється вектор v(t) вiдносно розглянутої системи координат в
залежностi вiд часу. Будемо вважати, що Земля рухається навколо Сонця по елiп-
тичнiй орбiтi, хоча насправдi завдяки впливу планет Сонячної системи на Землю,
неоднорiдного розподiлу маси в Сонячнiй системi та iнших причин траєкторiя ру-
ху Землi навколо Сонця вiдрiзняється вiд елiптичної. Однак вiдхилення траєкторiї
руху Землi вiд елiптичної траєкторiї в порiвняннi з розмiрами Сонячної системи за
невеликi промiжки часу є несуттєвою. Тому в подальшому будемо використовувати
наближенi значення параметрiв орбiти Землi. Нагадаємо, що при знаходженнi Землi
в перигелiї – найближчiй до Сонця точцi орбiти вiдстань мiж Землею та Сонцем

dmin ⇡ 147, 09829 · 109 м, (5)

а при знаходженнi Землi в афелiї – найдальшiй до Сонця точцi орбiти вiдповiдна
вiдстань

dmax ⇡ 152, 098238 · 109 м. (6)

Цi вiдстанi можна знайти достатньо точно, за допомогою, наприклад, методiв кос-
мiчної радiолокацiї. Тодi велика пiввiсь орбiти Землi

a =
dmax + dmin

2
⇡ 149, 598264 · 109 м, (7)

4

Рис. 3. Координати швидкостi руху центра Землi.

координатами швидкостi ~v(t) вiдносно розглянутої на рис. 2 системи координат. Тому

~v(t) =
(
~v(t),~i

)
~i+

(
~v(t),~j

)
~j +

(
~v(t),~k

)
~k (4)

(див. рис. 3). Цi координати неявно враховують як обертання Землi навколо своєї осi, нахил
осi обертання Землiщодоплощиниорбiти, так i те,що обертання Землi навколо своєї осi при
спостереженнi з пiвнiчного полюса еклiптики вiдбувається проти годинникової стрiлки, а
рух Землi навколо Сонця також вiдбувається проти годинникової стрiлки.

Нагадаємо, що повний оберт Земля (в iнерцiальнiй системi вiдлiку) здiйснює за зоряну
добу (T1 = 86164,090530833 c ≈ 23 години 56 хвилин 4 секунди), Земля здiйснює повний
оберт по своїй орбiтi навколо Сонця за зоряний рiк (T2 ≈ 31556928 c = 365 дiб 5 годин
48 хвилин 48 секунд) i кут нахилу осi обертання Землi ζ0 щодо площини орбiти наближено
дорiвнює 1,1618074568 радiан (66◦34′ ).

З’ясуємо, як змiнюється вектор v(t) вiдносно розглянутої системи координат залежно
вiд часу. Будемо вважати, що Земля рухається навколо Сонця по елiптичнiй орбiтi, хоча на-
справдi завдяки впливу планет Сонячної системи на Землю, неоднорiдного розподiлу маси
в Сонячнiй системi та iнших причин траєкторiя руху Землi навколо Сонця вiдрiзняється вiд
елiптичної. Однак вiдхилення траєкторiї руху Землi вiд елiптичної траєкторiї в порiвняннi з
розмiрами Сонячної системи за невеликi промiжки часу є несуттєвим. Тому в подальшому
будемо використовувати наближенi значення параметрiв орбiти Землi. Нагадаємо, що при
знаходженнi Землi в перигелiї — найближчiй до Сонця точцi орбiти, вiдстань мiж Землею
та Сонцем

dmin ≈ 147,09829 · 109 м, (5)

а при знаходженнi Землi в афелiї — найвiддаленiшiй до Сонця точцi орбiти, вiдповiдна
вiдстань

dmax ≈ 152,098238 · 109 м. (6)

Цi вiдстанi можна знайти достатньо точно, за допомогою, наприклад, методiв космiчної
радiолокацiї. Тодi велика пiввiсь орбiти Землi

a =
dmax + dmin

2
≈ 149,598264 · 109 м, (7)
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вiдстань вiд Сонця до центра орбiти Землi

c =
dmax − dmin

2
≈ 2,499974 · 109 м (8)

i мала пiввiсь орбiти Землi
b =

√
a2 − c2 ≈ 149,577373696 · 109 м. (9)

Отже, за зоряний рiк площа Sз.р., що описується радiус-вектором Землi, проведеним iз
Сонця, збiгається з площею елiпса i дорiвнює

Sз.р. = πab,

а за зоряну добу площа Sз.д., що описується цим радiус-вектором (на пiдставi другого
закону Кеплера [5]), дорiвнює

Sз.д. =
T1

T2
Sз.р..

Нехай vmax i vmin — швидкостi руху Землi при знаходженнi її в перигелiї i афелiї
вiдповiдно. На пiдставi другого закону Кеплера

dmaxvminT1 = dminvmaxT1 ≈ 2Sз.д..

Тому

vmin ≈
2πab

d̂maxT2

≈ 29292,3 м/c (10)

i

vmax ≈
2πab

d̂minT2

≈ 30287,9 м/c. (11)

Оскiльки
vmin ≤ |~v(t)| ≤ vmax

для всiх моментiв часу t i
vmax − vmin ≈ 995,6 м/c� vmin,

то протягом зоряної доби, а також протягом зоряного року величина |~v(t)| в порiвняннi з vmin

i vmax змiнюється несуттєво.
Суттєво змiнюється напрямок швидкостi ~v(t) вiдносно системи прямокутних просто-

рових координат, що використовується, оскiльки Земля разом iз розглянутою системою
координат обертається навколо своєї осi з додатною кутовою швидкiстю

ω =
2π

T1
≈ 7,2921158553 · 10−5 c−1.

Оцiнимо змiну напрямку вектора ~v(t) протягом однiєї зоряної доби, використовуючи
прямокутну систему координат, пов’язану з площиною земної орбiти.

Розглянемо рис. 4, на якому зображено елiпс (елiптичну орбiту Землi) з пiвосями a

i b, фокуси F1 i F2 цього елiпса та кут φ мiж вектором швидкостi руху Землi ~v(t) i
вектором −−→EF 1, протилежним до радiус-вектора Землi, проведеним iз центра Сонця (точки
F1 ), а також прямокутну систему координат x′, y′ з початком координат у центрi елiпса
O′ (осi елiпса розмiщенi на координатних осях, на яких також розмiщенi вектори ~i′ i ~j′
ортонормованого базису).
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Розглянемо рис. 4, на якому зображено елiпс (елiптичну орбiту Землi) з пiвосями
a i b, фокуси F1 i F2 цього елiпса та кут ¡ мiж вектором швидкостi руху Землi ~v(t) i
вектором

°!
EF 1, протилежним до радiуса-вектора Землi, проведеним iз центра Сонця

(точки F1), а також прямокутну систему координат x0, y0 з початком координат у
центрi елiпса O0 (осi елiпса розмiщенi на координатних осях, на яких також розмi-
щенi вектори ~i0 i ~j0 ортонормованого базису).
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Рис. 4. Траєкторiя руху Землi навколо Сонця.

Спочатку оцiнимо кут ¡. Використаємо параметричнi рiвняння елiпса
Ω

x0 = a cos µ,
y0 = b sin µ, µ 2 [0, 2º).

Оскiльки вектори
~l = °a sin µ~i0 + b cos µ~j0

i ~v(t) колiнеарнi i мають однаковий напрямок, то ¡ можна знайти за допомогою
формули

sin' =

ØØØ~l £°!
EF 1

ØØØ
ØØØ~l
ØØØ ·
ØØØ°!EF 1

ØØØ
(12)

(див. [6]), де ~l £°!
EF 1 – векторний добуток векторiв ~l i

°!
EF 1. Ураховуючи, що

°!
EF 1 = °(c + a cos µ)~i0 ° b sin µ~j0,

ØØØ°!EF 1

ØØØ =
p

(c + a cos µ)2 + (b sin µ)2 =
p

c2 + 2ac cos µ + a2 cos2 µ + b2 sin2 µ =

=
p

b2 + c2 + 2ac cos µ + (a2 ° b2) cos2 µ =
p

a2 + 2ac cos µ + c2 cos2 µ = |a + c cos µ|,
ØØØ~l
ØØØ =

p
a2 sin2 µ + b2 cos2 µ =

p
a2 ° (a2 ° b2) cos2 µ =

p
a2 ° c2 cos2 µ,

ØØØ~l £°!
EF 1

ØØØ = |(°a sin µ)(°b sin µ) ° b cos µ(°c ° a cos µ)| = |ab + bc cos µ| = b |a + c cos µ|

а також (12), отримаємо

sin¡ =
bp

a2 ° c2 cos2 µ
. (13)

6

Рис. 4. Траєкторiя руху Землi навколо Сонця.

Спочатку оцiнимо кут φ. Використаємо параметричнi рiвняння елiпса



x′ = a cos θ,

y′ = b sin θ, θ ∈ [0, 2π).

Оскiльки вектори
~l = −a sin θ~i′ + b cos θ~j′

i ~v(t) колiнеарнi i мають однаковий напрямок, то φ можна знайти за допомогою формули

sinϕ =

∣∣~l ×−−→EF 1

∣∣

|~l | ·
∣∣−−→EF 1

∣∣ (12)

(див. [6]), де ~l ×−−→EF 1 — векторний добуток векторiв ~l i −−→EF 1. Враховуючи, що
−−→
EF 1 = −(c+ a cos θ)~i′ − b sin θ~j′,

∣∣−−→EF 1

∣∣ =
√

(c+ a cos θ)2 + (b sin θ)2 =

=
√
c2 + 2ac cos θ + a2 cos2 θ + b2 sin2 θ =

=
√
b2 + c2 + 2ac cos θ + (a2 − b2) cos2 θ =

=
√
a2 + 2ac cos θ + c2 cos2 θ = |a+ c cos θ|,

|~l | =
√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ =

√
a2 − (a2 − b2) cos2 θ =

√
a2 − c2 cos2 θ,

∣∣~l ×−−→EF 1

∣∣ =
∣∣(−a sin θ)(−b sin θ)− b cos θ(−c− a cos θ)

∣∣ =
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= |ab+ bc cos θ| = b |a+ c cos θ| ,

а також (12), отримаємо

sinφ =
b√

a2 − c2 cos2 θ
. (13)

Звiдси випливає, що

b

a
≤ sinφ ≤ 1. (14)

Оскiльки sinφ = cos(π/2− φ), то завдяки (14)

b

a
− 1 ≤ −1 + cos

(π
2
− φ

)
≤ 0.

I тому
b

a
− 1 ≤ −2 sin2

(
π

4
− φ

2

)
≤ 0.

Отже,

0 ≤ sin

∣∣∣∣
π

4
− φ

2

∣∣∣∣ ≤
√

1

2

(
1− b

a

)
.

Таким чином,

0 ≤
∣∣∣π
2
− φ

∣∣∣ ≤ 2 arcsin

√
1

2

(
1− b

a

)
.

Враховуючи, що завдяки (7) i (9)
√

1

2

(
1− b

a

)
≈
√

1

2

(
1− 149,577373696 · 109

149,598264 · 109

)
≈ 8,355916 · 10−3

i

2 arcsin

√
1

2

(
1− b

a

)
≈ 1,671202 · 10−2,

отримуємо
0 ≤

∣∣∣π
2
− φ

∣∣∣ ≤ 1,671202 · 10−2.

Отже, залежний вiд часу t кут φ вiдхиляється вiд π

2
не бiльше, нiж на 1,671202 · 10−2

радiан (менше, нiж на 1◦ ), тобто кут φ мало вiдхиляється вiд прямого кута, що й слiд
було чекати, оскiльки ексцентриситет ε елiпса, що розглядається, є достатньо малим(
ε =

c

a
≈ 1,671125 · 10−2

)
.

Неважко перевiрити, використовуючи (13), що для швидкостi змiни кута φ щодо кута
θ (див. рис. 4) справджується спiввiдношення

dφ

dθ
= − bc cos θ

a2 − c2 cos2 θ
.
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для всiх µ 2 [0, 2º),

min
µ2[0,2º)

ØØØØ
d¡

dµ

ØØØØ = 0 (16)

i
max

µ2[0,2º)

ØØØØ
d¡

dµ

ØØØØ =
c

b
. (17)

Отже, завдяки (8), (9) i (17)

max
µ2[0,2º)

ØØØØ
d¡

dµ

ØØØØ º 1, 671358 · 10°2. (18)

Оцiнимо змiну кута ¡ за промiжок часу [t, t + ¢t] з достатньо малим ¢t > 0.
Розглянемо радiус-вектори ~r(t) =

°°°!
F1E1 i ~r(t + ¢t) =

°°°!
F1E2 та сектор, що вiдповiдає

цим радiус-векторам та дузi
`

E1E2 (див. рис. 5). Приросту ¢t вiдповiдає прирiст
¢µ > 0 кута µ, причому ¢µ ! 0 при ¢t ! 0.

.

..........................

.........................

........................

.......................

.......................

......................

........................

..........................
............................

..............................
................................

.

...........

...........

....

...........
...........
...

...........
...........
..

............
...........

.............
..........

.............
.........

................
........

....................
......

........................
....

.............................. ................................

. ......................................... ........................................ .........................................

. ......................................... ........................................ .........................................

. ................................
..............................

........................
....

....................
......

................
........

.............
.........

.............
..........

............
...........

...........
...........
..

...........
...........
...

...........

...........

....

. ................................
..............................

............................
..........................

........................

......................

.......................

.......................

........................

.........................

..........................
r r

.
............
...........
..........
...........
............

¡ + ¢¡

.
.......................

......................

......................

......................

.....................I
µ + ¢µr

r
F1 F2

E1

E2r©© E§r

.

.........................................................................................................................................................................................................................................................

.
............
...

...........
...

...........

...

...........
...

¡

.

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

HHHY

µ
1

-

6

6
~j0

-
~i0

Y 0

X 0

O0 .
................

...............
.............Kµ

@
@I~v(t)

~v(t + ¢t)

rr

r

r
Рис. 5. Змiна напрямку швидкостi ~v(t) руху центра Землi.

Площа розглянутого сектора наближено дорiвнює

1

2
|~r(t)| · |~r(t + ¢t)| sin¢µ º 1

2
|~r(t)|2 ¢µ

(тут ураховано те, що lim
¢µ!0

sin¢µ/¢µ = 1). Завдяки другому закону Кеплера

1

2
|~r(t)|2 ¢µ º 1

2
dminvmax¢t =

1

2
dmaxvmin¢t.

Вiдносна похибка у цьому спiввiдношеннi прямує до 0 при ¢t ! 0. Тому

|~r(t)|2 dµ

dt
= dminvmax = dmaxvmin

i, отже,
vmin

dmax

∑ dµ

dt
∑ vmax

dmin

.

Звiдси отримуємо, що
vmin

dmax

¢t ∑ ¢µ ∑ vmax

dmin

¢t. (19)

8

Рис. 5. Змiна напрямку швидкостi ~v(t) руху центра Землi.

Тому функцiя φ = φ(θ) є строго зростаючою i строго спадною на [π/2, 3π/2) i [0, 2π)\[π/2,
3π/2) вiдповiдно. Очевидно, що

0 ≤
∣∣∣∣
dφ

dθ

∣∣∣∣ ≤
c

b
(15)

для всiх θ ∈ [0, 2π),

min
θ∈[0,2π)

∣∣∣∣
dφ

dθ

∣∣∣∣ = 0

i

max
θ∈[0,2π)

∣∣∣∣
dφ

dθ

∣∣∣∣ =
c

b
. (16)

Отже, завдяки (8), (9) i (16)

max
θ∈[0,2π)

∣∣∣∣
dφ

dθ

∣∣∣∣ ≈ 1,671358 · 10−2. (17)

Оцiнимо змiну кута φ за промiжок часу [t, t+∆t] з достатньо малим ∆t > 0. Розглянемо
радiус-вектори ~r(t) =

−−−→
F1E1 i ~r(t+∆t) =

−−−→
F1E2 та сектор,що вiдповiдає цим радiус-векторам

та дузi
`

E1E2 (див. рис. 5). Приросту ∆t вiдповiдає прирiст ∆θ > 0 кута θ, причому ∆θ → 0

при ∆t→ 0.

Площа розглянутого сектора наближено дорiвнює

1

2
|~r(t)| · |~r(t+ ∆t)| sin ∆θ ≈ 1

2
|~r(t)|2 ∆θ

(тут ураховано те, що lim∆θ→0 sin ∆θ/∆θ = 1). Завдяки другому закону Кеплера

1

2
|~r(t)|2 ∆θ ≈ 1

2
dminvmax∆t =

1

2
dmaxvmin∆t.
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Вiдносна похибка у цьому спiввiдношеннi прямує до 0 при ∆t→ 0. Тому

|~r(t)|2 dθ
dt

= dminvmax = dmaxvmin

i, отже,
vmin

dmax
≤ dθ

dt
≤ vmax

dmin
.

Звiдси отримуємо, що
vmin

dmax
∆t ≤ ∆θ ≤ vmax

dmin
∆t. (18)

Якщо далi врахувати (15), то отримуємо, що для приросту кута φ на промiжку часу
[t, t+ ∆t] виконується оцiнка

|∆φ| ≤ c

b

vmax

dmin
∆t. (19)

Позначимо через χ = χ(t) кут мiж векторами ~v(t) та ~i′. Очевидно (див. рис. 5), що

χ = θ + φ.

Завдяки (18) i (19) за промiжок часу [t, t+ ∆t] вектор ~v(t) змiнює напрямок на кут, не
бiльший

∆θ + |∆φ| ≤
(

1 +
c

b

) vmax

dmin
∆t

i не менший
∆θ − |∆φ| ≥

(
vmin

dmax
− c

b

vmax

dmin

)
∆t.

Отже, протягом зоряної доби вектор ~v(t) змiнює напрямок на кут χ(t + T1) − χ(t), для
якого (

vmin

dmax
− c

b

vmax

dmin

)
T1 ≤ χ(t+ T1)− χ(t) ≤

(
1 +

c

b

) vmax

dmin
T1.

Зазначимо, що завдяки (5), (6), (8) – (11), (16) i (17)
(
vmin

dmax
− c

b

vmax

dmin

)
T1 ≈

29992,3

152,098238 · 109
· 86164,090530833−

− 1,671358 · 10−2 · 30287,9

147,09829 · 109
· 86164,090530833 ≈ 0,0166942

i (
1 +

c

b

) vmax

dmin
T1 ≈ 1,01671358 · 30287,9

147,09829 · 109
· 86164,090530833 ≈ 0,01803792.

Отже, кут χ(t) зростає i протягом зоряної доби змiнюється на величину χ(t+T1)−χ(t),

що не менша χmin = 0,0166942 радiан (близько 0,9565072◦) i не бiльша χmax = 0,01803792 ра-
дiан (близько 1,033496◦).

Далi розглянемо кут ζ(t) мiж вектором швидкостi ~v(t) та вектором ~k.
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Нагадаємо, що напрямок вектора ~k збiгається з напрямком осi обертання Землi i ця вiсь
нахилена до площини земної орбiти (площини еклiптики) пiд кутом ζ0 = 1,1618074568 ра-
дiан (66◦34′ ).

Очевидно, що

sin ζ(t) =

∣∣~v(t)× ~k
∣∣

|~v(t)| .

Позначимо через t1, t2, t3 i t4 (t1 < t2 < t3 < t4) послiдовнi моменти весняного рiвно-
дення, лiтнього сонцестояння, осiннього рiвнодення i зимового сонцестояння вiдповiдно.

Очевидно, що

t2 =
t1 + t3

2
, t4 = t3 +

t3 − t1
2

,

ζ(t1) = ζ(t3) =
π

2
, ζ(t2) = ζ0, ζ(t4) = π − ζ0.

Також очевидно, що на кожному промiжку часу [t2, t4] (мiж послiдовними моментами
лiтнього та зимового сонцестояння) кут ζ(t) монотонно зростає, а на наступному промiжку
часу мiж послiдовними моментами зимового та лiтнього сонцестояння кут ζ(t) монотонно
спадає.

Оскiльки кут нахилу осi обертання Землi до площини земної орбiти бiльший 60◦,
то кут мiж вектором ~k i кожним з векторiв ~v(t), ~v(t + T1) також бiльший 60◦. Тому
абсолютне значення приросту ζ(t+T1)−ζ(t) кута ζ(t) протягом зоряної доби (на промiжку
[t, t+T1]) строго менше χ(t+T1)−χ(t). Отже, змiна кута ζ(t) протягом зоряної доби iз-за
малостi χ(t+ T1)− χ(t) є несуттєвою. Це пiдтверджує малiсть щоденної змiни тривалостi
свiтлового дня.

Далi використаємо спiввiдношення (4). Подамо його у виглядi

~v(t) = ~vXOY (t) + ~vOZ(t),

де
~vXOY (t) =

(
~v(t),~i

)
~i+

(
~v(t),~j

)
~j

i
~vOZ(t) =

(
~v(t),~k

)
~k

(
згiдно з рис. 3 ~vXOY (t) =

−−→
OB i ~vOZ(t) =

−→
OA

)
. Позначимо через δ(t) кут мiж векторами

~vXOY (t) i ~i, що вiдповiдає куту χ(t) мiж векторами ~v(t) i ~i′. При обертаннi Землi нав-
коло своєї осi кiнець вектора ~vXOY (t) рухатиметься в площинi екватора за годинниковою
стрiлкою i протягом зоряної доби повернеться на кут −2π+ |δ(t+ T1)− δ(t)| вiдносно гео-
центричної системи прямокутних просторових координат (тут ураховано те, що протягом
зоряної доби вектор ~v(t) повертається проти годинникової стрiлки на кут χ(t+T1)−χ(t)).

Неважко показати, враховуючи кут π/2 − ζ0 мiж площиною екватора та площиною
орбiти Землi, що для всiх моментiв часу t

∣∣δ(t+ T1)− δ(t)
∣∣ ≤ χ(t+ T1)− χ(t)

cos ζ0
. (20)
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Зазначимо, що
1

cos ζ0
≈ 2,514573.

Використовуючи попереднi дослiдження, приходимо до таких висновкiв.
Твердження 1. Протягом кожної зоряної доби кiнець вектора ~vXOY (t) з початком у цен-

трi Землi (у точцi O ) неперервно рухається за годинниковою стрiлкою вiдносно розглянутої
геоцентричної системи прямокутних просторових координат при спостереженнi з пiвнiчного
полюса еклiптики; при цьому вектор ~vXOY (t) повертається вiдносно розглянутої системи
координат на кут 2π−|δ(t+T1)− δ(t)|, де |δ(t+T1)− δ(t)| задовольняє (20). У (20) прирiст
χ(t+T1)−χ(t) кута χ(t) на промiжку [t, t+T1], тобто змiна напрямку швидкостi руху ~v(t)

центра Землi протягом зоряної доби (у радiанах), знаходиться в межах промiжку [µ1, µ2],

де µ1 = 0,0166942 (≈ 57′ ) i µ1 = 0,01803792 (≈ 1◦2′).
Твердження 2. Протягом кожного зоряного року швидкiсть ~v(t) руху центра Землi не-

перервно i перiодично (з перiодом T2 ) змiнює свiй напрямок вiдносно осi обертання Землi
(вектора ~k ) i кут ζ(t) мiж векторами ~v(t) i ~k змiнюється в межах промiжку [ζ0, π − ζ0].

Моментам весняного i зимового сонцестояння вiдповiдають кути ζ0 i π − ζ0 вiдповiдно, а
моментам весняного та осiннього рiвнодення вiдповiдає кут π/2.

3.2. Притягувальнi точки для точок Землi. Зафiксуємо довiльну точку P = P (x, y, z)

Землi, що не збiгається з її центром, i з’ясуємо, яка точка буде притягувальною для неї при
русi центра мас Землi зi швидкiстю ~v(t). Зазначимо, що центр мас Землi (див. рис. 2) згiдно
з принципом запiзнювання гравiтацiйного поля не буде притягувальною точкою для P.

Притягувальну точку для P позначимо через C.
Спочатку придiлимо увагу бiльш простiй задачi. Розглянемо невагомi кулю B i сферу

S радiуса R, де R — радiус Землi, з центром у точцi O. У точцi O зосередимо масу,
що збiгається з масою M⊕ Землi. З’ясуємо розмiщення притягувальної точки C для точки
P ∈ S , якщо точка O рухається по тiй же самiй траєкторiї, що й центр Землi, зi швидкiстю
~v(t), а куля B обертається навколо осi обертання Землi з аналогiчною кутовоюшвидкiстю.

Розв’язання цiєї задачi нам допоможе краще зрозумiти розмiщення притягувальної
точки для точки P в загальному випадку.

Використаємо промiжки часу [t − ς, t], для яких ς ∈ (0, ς0], де ς0 = 0,025 с — час, за
який гравiтацiя поширюється на вiдстань бiльшу, нiж 10R/9. Оскiльки за зоряну добу
швидкiсть ~v(t) змiнює напрямок не бiльше, нiж на χmax = 0,01803792 радiан (згiдно з
пп. 3.1), то за промiжок часу [t− ς0, t] швидкiсть ~v(t) змiнить напрямок не бiльше, нiж на

χmax
ς0
T1
≈ 0,01803792 · 0,025

86164,090530833
≈ 5,23359554 · 10−9 радiан. (21)

Завдяки малiй змiнi напрямку швидкостi ~v(t) за розглянутий промiжок часу можна вва-
жати, що точка O на малих промiжках часу рухається по прямих. З урахуванням цього та
(3) для притягувальної точки C для P будуть виконуватися спiввiдношення

∣∣−−→OC
∣∣

|~v(t− τ)| =

∣∣−−→CP
∣∣

c
(22)

i
−−→
OC = −τ~v(t− τ) (23)
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(див. рис. 6), де ⌧ – запiзнення гравiтацiйного поля, для якого на пiдставi (23) i (24)

⌧ 2c2 =
⇣
x + ⌧

⇣
~v(t � ⌧),~i

⌘⌘2

+
⇣
y + ⌧

⇣
~v(t � ⌧),~j

⌘⌘2

+
⇣
z + ⌧

⇣
~v(t � ⌧), ~k

⌘⌘2

. (25)
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Рис. 6. Зображення притягувальної точки C для точки P поверхнi S .
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Згiдно з обмеженнями на рух точки O для кожних моменту часу t та точки P 2 S
є єдине значення ⌧ , що задовольняє (25), тобто ⌧ є функцiєю змiнних t i P :

⌧ = ⌧(t, P ).

Розглянемо пряму, що проходить через точку O, з напрямним вектором ~v(t � ⌧)
(замiсть ~v(t � ⌧) можна використати ~v(t), оскiльки на пiдставi (22) напрямки цих
векторiв мало вiдрiзняються). Ця пряма перетинає поверхню S в точках A i B. При
русi точки O притягувальною точкою для точки P є точка C, що знаходиться на
вiдрiзку AO (див. рис. 6). Завдяки (25) точка C не збiгається з точкою O.

Знайдемо найменше i найбiльше значення
����!OC

���.
Очевидно, що вектор

�!
OC має найменшу довжину, коли точка P збiгається з

точкою A. У цьому випадку завдяки (23) справджується рiвнiсть
����!OC

���
|~v(t � ⌧)| =

R �
����!OC

���
c

i, отже,

min
P2S

����!OC
��� =

R |~v(t � ⌧)|
c + |~v(t � ⌧)| .

Аналогiчно, вектор
�!
OC має найбiльшу довжину, коли точка P збiгається з точкою

B. У цьому випадку на пiдставi (23) справджується рiвнiсть
����!OC

���
|~v(t � ⌧)| =

R +
����!OC

���
c

.

12

Рис. 6. Зображення притягувальної точки C для точки P поверхнi S .

(див. рис. 6), де τ — запiзнення гравiтацiйного поля, для якого на пiдставi (22) i (23)

τ2c2 =
(
x+ τ

(
~v(t− τ),~i

))2
+
(
y + τ

(
~v(t− τ),~j

))2
+
(
z + τ

(
~v(t− τ),~k

))2
. (24)

Згiдно з обмеженнями на рух точки O для кожних моменту часу t та точки P ∈ S є єдине
значення τ, що задовольняє (24), тобто τ є функцiєю змiнних t i P :

τ = τ(t, P ).

Розглянемо пряму, що проходить через точку O, з напрямним вектором ~v(t−τ) (замiсть
~v(t − τ) можна використати ~v(t), оскiльки на пiдставi (21) напрямки цих векторiв мало
вiдрiзняються). Ця пряма перетинає поверхню S в точках A i B. При русi точки O

притягувальною точкою для точки P є точка C, що знаходиться на вiдрiзку AO (див.
рис. 6). Завдяки (24) точка C не збiгається з точкою O.

Знайдемо найменше i найбiльше значення
∣∣−−→OC

∣∣.
Очевидно,що вектор −−→OC має найменшудовжину тодi, коли точка P збiгається з точкою

A. У цьому випадку завдяки (22) справджується рiвнiсть
∣∣−−→OC

∣∣
|~v(t− τ)| =

R−
∣∣−−→OC

∣∣
c

i, отже,
min
P∈S

∣∣−−→OC
∣∣ =

R |~v(t− τ)|
c+ |~v(t− τ)| .

Аналогiчно, вектор −−→OC має найбiльшу довжину тодi, коли точка P збiгається з точкою B.

У цьому випадку на пiдставi (22) справджується рiвнiсть
∣∣−−→OC

∣∣
|~v(t− τ)| =

R+
∣∣−−→OC

∣∣
c

.
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Тому
max
P∈S

∣∣−−→OC
∣∣ =

R |~v(t− τ)|
c− |~v(t− τ)| .

Точки вiдрiзка AO, в яких вектор −−→OC має найменшу i найбiльшу довжини, позначимо
через Cmin i Cmax вiдповiдно (точки зображенi на рис. 6). Тодi

∣∣−−−−→OCmin

∣∣ = min
t

R
∣∣v(t− τ)

∣∣
c+

∣∣v(t− τ)
∣∣ =

Rvmin

c+ vmin
(25)

i

∣∣−−−−→OCmax

∣∣ = max
t

R
∣∣v(t− τ)

∣∣
c−

∣∣v(t− τ)
∣∣ =

Rvmax

c− vmax
. (26)

В iнженернiй геодезiї та роботах по топографiї умовно вважають, що Земля має форму
кулi радiуса R = 6371,11 км. Використовуючи це, а також те, що c = 299792458 м/с, на
пiдставi (10), (11), (25) i (26) отримуємо

cmin
df
=
∣∣−−−−→OCmin

∣∣ ≈ 6371110 · 29292,3

299792458 + 29292,3
м ≈ 622,45 м (27)

i

cmax
df
=
∣∣−−−−→OCmax

∣∣ ≈ 6371110 · 30287,9

299792458− 30287,9
м ≈ 643,73 м. (28)

Очевидно, що для кожної точки P ∈ S , що не збiгається з жодною з точок A i
B, притягувальна точка C знаходиться мiж точками Cmin i Cmax, а для точок A i B
притягувальними точками є точки Cmax i Cmin вiдповiдно.

Потрiбно також звернути увагу на те, що завдяки (27) i (28) вiдстань мiж точками Cmin

i Cmax є достатньо малою (≈ 21,28 м) в порiвняннi з R, а вiдстань мiж притягувальною
точкою C для точки P поверхнi S (точка P довiльна) i точкою O є достатньо великою
(≈ 633,09 м = (cmin + cmax)/2) — це близько 10−4 радiуса Землi i завдяки (23) запiзнення
гравiтацiї τ для точок поверхнi S задовольняє спiввiдношення

∣∣−−−−→OCmin

∣∣
vmax

≤ τ ≤
∣∣−−−−→OCmax

∣∣
vmin

,

тобто
0,020551 с ≤ τ ≤ 0,021976 с i τ < ς0.

Для точок P, для яких 0 <
∣∣−−→OP

∣∣ < R, притягувальнi точки знаходяться мiж точками
Cmax i O, що видно з (27) i (28). Чим ближче точка E до точки O, тим ближче до цiєї
точки i притягувальна точка C, причому якщо E → O, то й C → O.

Отже, справджується таке твердження.
Твердження 3. Завдяки руху точки O навколо Сонця по орбiтi Землi, обертанню кулi B

навколо осi Землi i скiнченнiй швидкостi гравiтацiї:
1) кожна точка P ∈ B, для якої 0 <

∣∣−−→OP
∣∣ < R, має свою притягувальну точку C, що

не спiвпадає з точкою O i розмiщена мiж точками Cmax i O ;
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2) кожна точка сфери S має притягувальну точку C, що розмiщена мiж точками Cmin

i Cmax (вiдстань мiж ними наближено дорiвнює 21,28 м) i знаходиться на вiдстанi близько
633,09 м вiд точки O (633,09 — середина вiдрiзка [cmin, cmax]);

3) притягувальна точка C кожної точки P ∈ B (крiм точки O ) здiйснює рух навколо
осi обертання Землi як протягом кожної зоряної доби, так i протягом кожного зоряного року
згiдно з напрямком, протилежним до напрямку вектора швидкостi руху центра мас Землi
~v(t) вiдносно системи координат, розглянутої в пп. 3.1.

Це твердження отримано в припущеннi, що маса кулi B зосереджена в точцi O.
Далi проведемо дослiдження у випадку невиконання цього припущення.
Вважатимемо, що куля B є Землею i густина розподiлу ρ = ρ(x, y, z) маси Землi

залежить лише вiд вiдстанi вiд точки E(x, y, z) до центра Землi (точки O(0, 0, 0)). При
виконаннi таких вимог для всiх точок кожної сфери з центром у точцi O, радiус якої не
бiльший радiуса Землi, густина розподiлу ρ = ρ(x, y, z) маси Землi буде однаковою.

Такi вимоги дають змогу подати земну кулю у виглядi об’єднання скiнченного (досить
великого) числа складових малих розмiрiв, кожна з яких складається з чотирьох частин iз
центрами мас у точках E1, E2, E3 i E4 або з двох частин iз центрами мас у точках Ê1 i
Ê2, i якi задовольняють умови симетрiї, змiст яких розкривається в подальшому.

Розглянемо довiльну точку P земної кулi, що не збiгається з точкою O. Ця точка є
точкою поверхнi Землi або внутрiшньою точкою Землi, що не спiвпадає з її центром. Та-
кож розглянемо довiльнi чотири частини земної кулi однакової маси та достатньо малих
розмiрiв, центри мас E1, E2, E3 i E4 яких утворюють прямокутник, для якого точка O є
центром симетрiї, а вiсь, що проходить через точки O i P, є вiссю симетрiї. Для простоти
викладення матерiалу маси розглянутих частин зосередимо в точках E1, E2, E3 i E4.

Зафiксуємо площину, на якiй розмiщенi точки E1, E2, E3, E4, O i P. Ця площина, пере-
тинаючись iз земною кулею, дає круг радiуса R (див. рис. 7). Використаємо прямокутну
систему координат x̂, ŷ, ẑ iз початком координат у точцi O, координатнi осi OX̂ i OŶ
якої знаходяться на розглянутiй площинi, причому вектор −−→OP є напрямним для осi OX̂, а
координатна вiсь OẐ перпендикулярна до осей OX̂ i OŶ .

Використаємо пряму, що проходить через точки A i B (вони знаходяться на поверхнi
Землi, див. рис. 6 i 7) i центр Землi O, а також вектор швидкостi ~v(t) руху центра Землi, що
розмiщений на цiй прямi. Будемо розглядати малий промiжок часу [t− ς, t], як i у випадку
зосередження всiєї маси Землi в її центрi. У межах цього промiжку часу швидкiсть ~v(t)

суттєво не змiнюється (~v(t) ≈ ~v(t− τ) для всiх τ ∈ [0, ς] (див. (21))). Щоб виклад матерiалу
не був громiздким, вважатимемо, що ~v(t) = ~v(t− τ) для всiх τ ∈ [0, ς].

Нагадаємо,що в точках E1, E2, E3 i E4 зосереджено однаковi маси i цi точки рухаються
зi швидкiстю ~v(t) (обертання Землi навколо своєї осi не враховується). Нехай v = |~v(t)| .
Завдяки принципу запiзнювання гравiтацiйного поля притягувальними точками для P є
не точки E1, E2, E3 i E4, а точки E∗1 , E

∗
2 , E

∗
3 i E∗4 вiдповiдно (див. рис. 7, де вiдрiзки

E1E
∗
1 , E2E

∗
2 , E3E

∗
3 i E4E

∗
4 паралельнi вiдрiзку AB ) i

∣∣−−−→E∗i Ei
∣∣

v
=

∣∣−−→E∗i P
∣∣

c
, i = 1, 4. (29)

Використаємо цi спiввiдношення.
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⌧ 2 [0, &] (див. (22))). Щоб виклад матерiалу не був громiздким, вважатимемо, що
~v(t) = ~v(t � ⌧) для всiх ⌧ 2 [0, &].

Нагадаємо, що в точках E1, E2, E3 i E4 зосереджено однаковi маси i цi точки
рухаються зi швидкiстю ~v(t) (обертання Землi навколо своєї осi не враховується).
Нехай v = |~v(t)|. Завдяки принципу запiзнювання гравiтацiйного поля притягуваль-
ними точками для P є не точки E1, E2, E3 i E4, а точки E⇤

1 , E⇤
2 , E⇤

3 i E⇤
4 вiдповiдно

(див. рис. 7, де вiдрiзки E1E
⇤
1 , E2E

⇤
2 , E3E

⇤
3 i E4E

⇤
4 паралельнi вiдрiзку AB) i

������!E⇤
i Ei

���
v

=

�����!E⇤
i P
���

c
, i = 1, 4. (30)

Використаємо цi спiввiдношення.

.

..................................

................................

...............................

.............................

............................

..........................

.........................

.........................

...........................

............................
..............................

...............................
................................. ..................................

.

...........

...........

...........

.

...........
...........
..........

...........
...........
.........

...........
...........
.......

............
............
....

............
............
..

.............
............

...............
..........

..................
.........

......................
......

............................
..

............................... ................................. ..................................

. .................................. ................................. ...............................
............................

..
......................

......

..................
.........

...............
..........

.............
............

............
............
..

............
............
....

...........
...........
.......

...........
...........
.........

...........
...........
..........

...........

...........

...........

.

. .................................. .................................
...............................

..............................
............................

...........................

.........................

.........................

..........................

............................

.............................

...............................

................................

..................................

rr r

r

r

r rt
P

sE3 s
E34 E12

E2

sE4 sE1 .

.....................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

~v

⌘⌘r
E⇤

1

⌘rE⇤
2

tC
⌘

⌘⌘

⌘
⌘

⌘⌘r
E⇤

4

rE⇤
3 O

. .....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

6
bY

-⌘
⌘3

⌘
⌘3

⌘
⌘3

⌘
⌘

⌘
⌘
⌘

⌘
⌘
⌘

⌘
⌘

⌘
⌘

⌘
⌘

⌘
⌘

r

r

A

B

bX

.

............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
...

/bZ

Рис. 7. Притягувальна точка C для точки P Землi, породжена точками E1, E2, E3 i E4.

Позначимо через ⌧i час, за який центр Землi O зi швидкiстю ~v проходить шлях
довжиною

������!E⇤
i Ei

���. Тодi, очевидно (див. рис. 7), що

���!
EiE

⇤
i = �⌧i~v, i = 1, 4, (31)

i ��!
PE⇤

i =
��!
PEi +

���!
EiE

⇤
i =

��!
PEi � ⌧i~v, i = 1, 4. (32)

Iз того, що точка O є серединою вiдрiзкiв E1E3 i E2E4 випливає, що

1

4

4X

s=1

��!
PEi =

�!
PO,

а з того, що точки E⇤
1 , E⇤

2 , E⇤
3 i E⇤

4 є притягувальними точками для точки P , випли-
ває, що для вектора

�!
PC =

1

4

4X

s=1

��!
PE⇤

i

15

Рис. 7. Притягувальна точка C для точки P Землi, породжена точками E1, E2, E3 i E4.

Позначимо через τi час, за який центр Землi O зi швидкiстю ~v проходить шлях дов-
жиною

∣∣−−−→E∗i Ei
∣∣. Тодi, очевидно (див. рис. 7), що

−−−→
EiE

∗
i = −τi~v, i = 1, 4, (30)

i
−−→
PE∗i =

−−→
PEi +

−−−→
EiE

∗
i =
−−→
PEi − τi~v, i = 1, 4. (31)

Iз того, що точка O є серединою вiдрiзкiв E1E3 i E2E4, випливає

1

4

4∑

s=1

−−→
PEi =

−−→
PO,

а з того, що точки E∗1 , E∗2 , E∗3 i E∗4 є притягувальними точками для точки P, випливає, що
для вектора

−−→
PC =

1

4

4∑

s=1

−−→
PE∗i

точка C є притягувальною точкою для P. Точка C породжена точками E∗1 , E
∗
2 , E

∗
3 i E∗4

(дiя точки C на точку P в чотири рази менша сумарної дiї притягувальних точок E∗1 , E∗2 ,
E∗3 i E∗4 на цю точку). Тому завдяки (30) i (31)

−−→
PC =

−−→
PO −

(
1

4

4∑

s=1

τi

)
~v.

Звiдси випливає, що притягувальна точка C для точки P знаходиться на вiдрiзку AO

прямої, що проходить через точки A i B.
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З’ясуємо, в яких межах точка C знаходить на вiдрiзку AO. Наведемо оцiнки для

∣∣−−→OC
∣∣ =

∣∣∣∣∣

(
1

4

4∑

s=1

τi

)
~v

∣∣∣∣∣ .

Завдяки (29) i (30)

τi =

∣∣−−→E∗i P
∣∣

c
, i = 1, 4.

Тому на пiдставi (31)
∣∣−−→PEi

∣∣
c
− v

c
τi ≤ τi ≤

∣∣−−→PEi
∣∣

c
+
v

c
τi, i = 1, 4.

Отже, ∣∣−−→PEi
∣∣

c+ v
≤ τi ≤

∣∣−−→PEi
∣∣

c− v , i = 1, 4.

Звiдси отримуємо, що
(

1

4

4∑

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣
)

v

c+ v
≤
∣∣∣∣∣

(
1

4

4∑

s=1

τi

)
~v

∣∣∣∣∣ ≤
(

1

4

4∑

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣
)

v

c− v . (32)

Далi оцiнимо 1/4
∑4

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣, враховуючи, що точки E1, E2, E3 i E4 знаходяться в

крузi радiуса R, зображеному на рис. 7.
Нехай E12 i E34 — середини вiдрiзкiв E1E2 i E3E4, а h i l — вiдстанi вiд точки E12

до точок E1 i O вiдповiдно.
Очевидно, що

l2 + h2 ≤ R2,

∣∣−−→PE1

∣∣ =
∣∣−−→PE2

∣∣ =
√

(l − r)2 + h2 i
∣∣−−→PE3

∣∣ =
∣∣−−→PE4

∣∣ =
√

(l + r)2 + h2.

Тому
1

4

4∑

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣ =

1

2

(√
(l − r)2 + h2 +

√
(l + r)2 + h2

)
.

Звiдси (див. також рис. 7) отримуємо

1

4

4∑

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣ ≤ max

l2+h2≤R2

0≤l≤R

√
(l − r)2 + h2 +

√
(l + r)2 + h2

2
≤

≤ max
0≤l≤R

√
(l − r)2 +R2 − l2 +

√
(l + r)2 +R2 − l2

2
=

= max
0≤l≤R

√
−2rl + r2 +R2 +

√
2rl + r2 +R2

2
=
√
R2 + r2
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i

1

4

4∑

i=1

∣∣−−→PEi
∣∣ ≥ min

l2+h2≤R2

0≤l≤R

√
(l − r)2 + h2 +

√
(l + r)2 + h2

2
≥

≥ min
0≤l≤R

√
(l − r)2 +

√
(l + r)2

2
= r.

Тому на пiдставi (32)
rv

c+ v
≤
∣∣−−→OC

∣∣ ≤
√
R2 + r2v

c− v
i, отже,

rvmin

c+ vmin
≤
∣∣−−→OC

∣∣ ≤
√
R2 + r2 vmax

c− vmax
. (33)

Це спiввiдношення у випадку r = R (тодi точка P знаходиться на поверхнi Землi) має
вигляд

Rvmin

c+ vmin
≤
∣∣−−→OC

∣∣ ≤
√

2Rvmax

c− vmax
. (34)

Зауважимо, що спiввiдношення (33) виконується i тодi, коли точка P знаходиться за
межами Землi, тобто, коли на рис. 7 точка P знаходиться на осi OX̂ i за межами круга
(тодi r > R).

Спiввiдношення (33) i (34) можна подати у виглядi

r

R
622,45 м ≤

∣∣−−→OC
∣∣ ≤
√
R2 + r2

R
643,73 м,

i

622,45 м ≤
∣∣−−→OC

∣∣ ≤ 910,37 м (35)

вiдповiдно, якщо врахувати (25) – (28).
Далi розглянемо випадок двох точок Ê1 i Ê2, в яких зосереджена однакова маса. Цi

точки розмiщенi на осi OX̂ або на осi OŶ симетрично вiдносно точки O.
До цього випадку ми приходимо, коли точка E1 збiгається з точкою E2, а точка E3 —

з точкою E4 або точка E1 збiгається з точкою E4, а точка E2 — з точкою E3.

Iз наведених попереднiх мiркувань випливає, що й у цьому випадку також виконуються
спiввiдношення (33) – (35).

Отже, справджується таке твердження.
Твердження 4. У випадку розглянутих чотирьох точок E1, E2, E3 i E4, в яких зо-

середжена однакова маса, або у випадку розглянутих двох точок Ê1 i Ê2, в яких також
зосереджена однакова маса, притягувальна точка C для точки P поверхнi Землi знахо-
диться на вiдрiзку AO (див. рис. 7) на вiдстанi до центра Землi, не меншiй 622,45 м i не
бiльшiй 910,37 м, а у випадку

∣∣−−→OP
∣∣ = r < R (точка P є внутрiшньою точкою Землi) при-

тягувальна точка C для точки P знаходиться на вiдрiзку AO на вiдстанi до центра Землi,
не меншiй, нiж 622,45 r/R м, i не бiльшiй, нiж 643,73

√
R2 + r2/R м.
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Тепер можна зробити остаточний висновок про розмiщення притягувальних точок для
точок Землi.

Використаємо те, що:
1) земну кулю можна подати у виглядi об’єднання скiнченого числа частин як завгодно

малих розмiрiв i однакової маси так,що центримас E1, E2, E3 i E4 або Ê1 i Ê2 вiдповiдних
частин задовольняють умови симетрiї;

2) кожнiй четвiрцi точок E1, E2, E3 i E4 або парi точок Ê1 i Ê2 вiдповiдає притя-
гувальна для P точка C, що знаходиться на вiдрiзку AO на вiдстанi до центра Землi, не
меншiй, нiж 622,45 r/R м, i не бiльшiй, нiж 643,73

√
R2 + r2/R м.

Згiдно з твердженням 4 справджується таке твердження.
Твердження 5. Результатом дiї всiх притягувальних точок, розглянутих на попередньо-

му кроцi, на точку P Землi, вiддаленої вiд центра Землi на вiдстань r ∈ (0, R], є дiя однiєї
притягувальної точки C на точку P, що породжена земною кулею; точка C знаходиться
на вiдрiзку AO на вiдстанi до центра Землi, не меншiй, нiж 622,45 r/R м, i не бiльшiй, нiж
643,73

√
R2 + r2/R м.

Отже, пiдготовча робота завершена i можна придiлити увагу силi земного тяжiння у
виглядi, що враховуватиме скiнченну швидкiсть гравiтацiї.

3.3. Сила тяжiння Землi, породжена її обертанням навколо своєї осi, рухом навколо
Сонця та скiнченною швидкiстю гравiтацiї. Врахувавши розмiщення притягувальних то-
чок для точок Землi, породжених її рухом навколо Сонця та скiнченною швидкiстю гра-
вiтацiї, та обертання Землi з кутовою швидкiстю ω, знайдемо силу тяжiння Землi для
будь-якої точки P її поверхнi. Нехай у цiй точцi зосереджено масу m.

На точку P дiють двi сили −→FPC i −→F pr. Сила
−→
FPC — це реально дiюча на точку P

сила, викликана взаємодiєю Землi маси M⊕ i точки P маси m з урахуванням швидкостi
руху центра Землi навколо Сонця та скiнченної швидкостi гравiтацiї. Сила −→F pr — це
вiдцентрова сила, що дiє на точку P маси m.

Розглянемо кожну з цих сил.
Спочатку вивчимо складову силу −→FPC тяжiння Землi, з якою притягується точка P

поверхнi Землi до притягувальної точки C з твердження 5, породжену рухом Землi та
скiнченною швидкiстю гравiтацiї.

Згiдно з наведеними вище мiркуваннями кожнiй точцi E 6= P Землi можна поставити
у вiдповiднiсть єдину точку C = C(E), що знаходиться мiж точками Cmin i Cmax (з
урахуванням твердження 5), i є притягувальною для деяких точок E1, E2, E3 i E4 (хоча
б одна з цих точок збiгається з E ), для яких виконується умова симетрiї (див. пп. 3.2).
Деякi з цих точок можуть збiгатися. Завдяки виконанню умови симетрiї точки E1, E2, E3

i E4 визначаються єдиним чином i притягувальна точка C(E) для точки P неперервно
залежить вiд точки E.

Тому у випадку неперервної залежностi густини розподiлу маси Землi ρ = ρ(E) iснува-
тиме потрiйний iнтеграл

−→
FPC = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−→
PC(E)

∣∣∣
3

−−−−→
PC(E) dx dy dz, (36)

де Ω — множина всiх точок Землi, i векторне значення −→FPC цього iнтеграла за законом
всесвiтнього тяжiння збiгатиметься з силою, що дiє на точку P, в якiй зосереджена маса m.
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Cmin i Cmax (з урахуванням твердження 5), i є притягувальною для деяких точок
E1, E2, E3 i E4 (хоча б одна з цих точок збiгається з E), для яких виконується умова
симетрiї (див. пп. 3.2). Деякi з цих точок можуть збiгатися. Завдяки виконанню
умови симетрiї точки E1, E2, E3 i E4 визначаються єдиним чином i притягувальна
точка C(E) для точки P неперервно залежить вiд точки E.

Тому у випадку неперервної залежностi густини розподiлу маси Землi Ω = Ω(E)
iснуватиме потрiйний iнтеграл

°!
F PC = Gm

ZZZ

≠

Ω(E)ØØØ
°°°°!
PC(E)

ØØØ
3

°°°°!
PC(E) dxdydz, (38)

де ≠ - множина всiх точок Землi, i векторне значення
°!
F PC цього iнтегралу за

законом всесвiтнього тяжiння збiгатиметься з силою, що дiє на точку P , в якiй
зосереджена маса m.

Рiвнiсть (38) можна отримати з використанням розбиття земної кулi на частини,
узгодженим з умовою симетрiї, та побудови iнтегральної суми, що вiдповiдає потрiй-
ному iнтегралу. При цьому потрiбно враховувати, що точка E = P є особливою для
пiдiнтегральної функцiї.

Далi придiлимо увагу вiдцентровiй силi
°!
F pr. Вона визначається формулою

°!
F pr = m!2°!QP (39)

(див. рис. 8), де Q – проекцiя точки P на вiсь обертання Землi, тобто на вiсь OZ.
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Рис. 8. Зображення сил
°!
F PC ,

°!
F pr i

°!
F , що дiють на точку P .

Точка Q має координати 0, 0, z, оскiльки точка P має координати x, y, z, а век-
тор сили

°!
F pr лежить у площинi осi обертання i направлений перпендикулярно вiд

неї.
Тому згiдно з (39)

°!
F pr = m!2

≥
x~i + y~j

¥
i
ØØØ°!F pr

ØØØ = m!2
p

x2 + y2.

19

Рис. 8. Зображення сил
→
FPC ,

→
F pr i

→
F , що дiють на точку P.

Рiвнiсть (36) можна отримати з використанням розбиття земної кулi на частини, узго-
дженим iз умовою симетрiї, та побудови iнтегральної суми, що вiдповiдає потрiйному iнте-
гралу. При цьому потрiбно враховувати, що точка E = P є особливою для пiдiнтегральної
функцiї.

Далi придiлимо увагу вiдцентровiй силi −→F pr. Вона визначається формулою
−→
F pr = mω2−−→QP (37)

(див. рис. 8), де Q — проекцiя точки P на вiсь обертання Землi, тобто на вiсь OZ.
Точка Q має координати 0, 0, z, оскiльки точка P має координати x, y, z, а вектор

сили −→F pr лежить у площинi осi обертання i направлений перпендикулярно вiд неї.
Тому згiдно з (37)

−→
F pr = mω2

(
x~i+ y~j

)
i

∣∣−→F pr
∣∣ = mω2

√
x2 + y2.

Отже, при русi Землi навколо Сонця й обертаннi її навколо своєї осi на точку P маси
m поверхнi Землi дiє сила тяжiння −→F =

−→
FPC +

−→
F pr i на пiдставi (36) i (37)

−→
F = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−→
PC(E)

∣∣∣
3

−−−−→
PC(E) dxdydz +mω2−−→QP. (38)

4. Добовi коливання поверхнi Землi. Перший доданок −→FPC у правiй частинi (38) зале-
жить вiд часу t, оскiльки завдяки обертанню Землi навколо своєї осi (i змiни розмiщення
точки P вiдносно точок A i B (див. рис. 8)) притягувальна точка C(E) в (36) для P, що
вiдповiдає точцi E, змiнює координати. Другий доданок −→F pr у (38) не залежить вiд часу
t, а залежить лише вiд координат x i y точки P. Тому сила тяжiння −→F Землi залежить вiд
часу t.

Завдяки цiй властивостi −→F вiдбуваються коливання поверхнi Землi.
Здiйснимо аналiз коливання поверхнi Землi в околi точки P в одному випадку розмi-

щення цiєї точки.
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Використаємо кут нахилу ζ0 ≈ 66◦34′ осi обертання OZ Землi вiдносно площини
орбiти. При русi Землi по своїй орбiтi протягом зоряного року кут ζ(t) мiж вiссю обертання
Землi i вектором швидкостi ~v(t) змiнюватиметься у межах вiдрiзка [ζ0, π − ζ0].

Зафiксуємо довiльний момент часу t1.
Можливi випадки:
1) ζ(t1) ∈ [ζ0, π/2) ;
2) ζ(t1) = π/2 ;
3) ζ(t1) ∈ (π/2, π − ζ0).

Розглянемо 1-й випадок (дослiдження в iнших випадках аналогiчнi).
Завдяки спiввiдношенню (21) i твердженню 1 можна вважати, що протягом часового

промiжку [t1, t1 + T1], де T1 — тривалiсть зоряної доби Землi (див. пп. 3.1), центр Землi
рухається по осi l1 з напрямним вектором ~v(t1). Розглянемо площину Υ, на якiй розмiщенi
вiсь l1 i вiсь обертання Землi, а такожпрямокутну декартову систему координат на площинi
Υ з координатними осями l1 i l2 (розмiщення осi l2 на площинi Υ показано на рис. 9).

Нехай у момент часу t1 точка P (тобто P (t1)) належить спiльнiй частинi Υ ∩ S

площини Υ та поверхнi S Землi i кут ζ(t) мiж векторами −−→OP та ~v(t1) знаходиться у
межах промiжку (ζ0, 0] (див. рис. 9). Тодi в результатi обертання Землi навколо своєї осi в
деякий момент часу t2 ≈ t1 + T1/2 точка P збiгатиметься з точкою P (t2) ∈ Υ ∩S i точки
P (t1) та P (t2) розмiщенi на площинi Υ симетрично вiдносно осi OZ.

Крiм прямокутної декартової системи координат використаємо полярну систему коор-
динат, полярна вiсь якої збiгається з додатною частиною осi l1, а полюс — з точкою O.

Позначимо через α i β полярнi кути точок P (t1) i P (t2) вiдповiдно. Вважатимемо, що
гострий кут α є таким, що кут β є тупим, абсциса точки P (t2) менша −cmin i

cosα+ | cosβ| > 1 + 3cmin/R

1− 2cmin/R

√
2 cmax − cmin

cmin
. (39)

Зазначимо, що права частина (39) менша 1/2 (з урахуванням того, що cmin ≈ 622,45 м i
R ≈ 6371,11 км) i виконання нерiвностi (39) не є суттєвим звуженням множини пар кутiв
α i β, для яких правильними є такi мiркування.

Порiвняємо сили, з якими точка P притягується Землею в моменти часу t1 i t2, тобто
сили, з якими точки P (t1) i P (t2) притягуються до точок C1 i C2 вiдповiдно. Зазначимо,
що притягувальнi точки C1 i C2 для точок P (t1) i P (t2) не збiгаються i точка C2 ближче
знаходиться до точки O, нiж точка C1, оскiльки завдяки виконанню наведених вище вимог∣∣−−−−−→P (t2)C2

∣∣ <
∣∣−−−−−→P (t1)C1

∣∣.
За формулою (36) з урахуванням рис. 6 i 9 маємо

∣∣−→FP (t1)C1

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
Gm

∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t1)C1(E)

∣∣∣
3

−−−−−−−−→
P (t1)C1(E) dxdydz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫∫∫

Ω

Gmρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t1)C1(E)

∣∣∣
3

∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t1)C1(E)

∣∣∣ dxdydz ≤ GmM⊕∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 ,
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i точка C2 ближче знаходиться до точки O, нiж точка C1, оскiльки завдяки вико-
нанню наведених вище вимог
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Рис. 9. Сили
�!
F P (t1)C1

i
�!
F P (t2)C2

.

За формулою (38) з урахуванням рис. 6 i 9 маємо

����!F P (t1)C1

��� =

�������
Gm

ZZZ

⌦

⇢(E)���
��������!
P (t1)C1(E)

���
3

��������!
P (t1)C1(E) dxdydz

�������



ZZZ

⌦

Gm⇢(E)���
��������!
P (t1)C1(E)

���
3

���
��������!
P (t1)C1(E)

��� dxdydz  GmM����
������!
P (t1)Cmin

���
2 ,

����!F P (t1)C1

��� =

�������
Gm

ZZZ

⌦

⇢(E)���
��������!
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���
3

⇣�������!
P (t1)Cmax +

�������!
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���
�������!
P (t1)Cmax

����
���������!CmaxCmin

���
���
�������!
P (t1)Cmax

���
3 .

Тодi

GmM�

���
�������!
P (t1)Cmax

����
���������!CmaxCmin

���
���
�������!
P (t1)Cmax

���
3 

����!F P (t1)C1

���  GmM����
������!
P (t1)Cmin

���
2 . (42)

21

Рис. 9. Сили
→
FP (t1)C1

i
→
FP (t2)C2

.

∣∣−→FP (t1)C1

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
Gm

∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t1)C1(E)

∣∣∣
3

(−−−−−−−→
P (t1)Cmax +

−−−−−−−−→
CmaxC1(E)

)
dxdydz

∣∣∣∣∣∣∣
≥

≥ Gm
∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t1)C1(E)

∣∣∣
3

(∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmax

∣∣∣−
∣∣∣
−−−−−−−−→
CmaxC1(E)

∣∣∣
)
dxdydz ≥

≥ GmM⊕

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmax

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmax

∣∣∣
3 .

Тодi

GmM⊕

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmax

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmax

∣∣∣
3 ≤

∣∣∣−→FP (t1)C1

∣∣∣ ≤ GmM⊕∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 . (40)

Аналогiчно

∣∣−→FP (t2)C2

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
Gm

∫∫∫

Ω

ρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t2)C2(E)

∣∣∣
3

−−−−−−−−→
P (t2)C2(E) dxdydz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫∫∫

Ω

Gmρ(E)∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t2)C2(E)

∣∣∣
3

∣∣∣
−−−−−−−−→
P (t2)C2(E)

∣∣∣ dxdydz ≤ GmM⊕∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmax

∣∣∣
2 ,
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∣∣−→FP (t2)C2

∣∣ ≥
∫∫∫

Ω

Gmρ(E)∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3

(∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
)
dxdydz =

= GmM⊕

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3

i, отже,

GmM⊕

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3 ≤

∣∣−→FP (t2)C2

∣∣ ≤ GmM⊕∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmax

∣∣∣
2 . (41)

Виконується нерiвнiсть

1∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 <

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3 . (42)

Справдi, з урахуванням рис. 6, 9 та спiввiдношень (27) i (28) маємо

∆
df
=

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣−
∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3 − 1∣∣∣

−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 =

=
1∣∣∣

−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
2 −

1∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 −

∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3 =

=

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2
−
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
2

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2 ∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
2 −

∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣
∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
3 .

Використаємо координати векторiв
−−−−−−−→
P (t1)Cmin,

−−−−−−−→
P (t2)Cmin i −−−−−−→CmaxCmin.

Очевидно, що
−−−−−−−→
P (t1)Cmin = (−cmin −R cosα,−R sinα),

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t1)Cmin

∣∣∣
2

= R2 + c2
min + 2Rcmin cosα,

−−−−−−−→
P (t2)Cmin = (−cmin −R cosβ,−R sinβ),

∣∣∣
−−−−−−−→
P (t2)Cmin

∣∣∣
2

= R2 + c2
min − 2Rcmin| cosβ|,

де R — радiус Землi, i згiдно з твердженням 5
−−−−−−→
CmaxCmin =

(
−cmin +

√
2 cmax, 0

)
,
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∣∣∣−−−−−−→CmaxCmin

∣∣∣ =
√

2 cmax − cmin.

Тому

∆ =
cmin(cosα+ | cosβ|)− γ

(√
2 cmax − cmin

)
(
R+ c2

min/R+ 2cmin cosα
) (
R2 + c2

min − 2Rcmin| cosβ|
) ,

де

γ =
R+ c2

min/R+ 2cmin cosα
(
R2 + c2

min − 2Rcmin| cosβ|
)1/2 =

=
1 + c2

min/R
2 + 2cmin cosα/R

(
1 + c2

min/R
2 − 2cmin| cosβ|/R

)1/2 . (43)

Оскiльки згiдно з (43) i тим, що cmin � R,

γ <
1 + 3cmin/R

(1− 2cmin/R)1/2
<

1 + 3cmin/R

1− 2cmin/R
,

то на пiдставi (39) ∆ > 0, тобто справджується нерiвнiсть (42). Тому завдяки (40) i (41)
сили −→FP (t2)C2

i −→FP (t1)C1
вiдрiзняються за величиною i

∣∣−→FP (t1)C1

∣∣ <
∣∣−→FP (t2)C2

∣∣.
Отже, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї, обертанню Землi навколо своєї осi та

руху її навколо Сонця вiдбувається змiна величини сили −→F , з якою притягується точка P
поверхнi Землi, що в момент часу t1 збiгалася з точкою P (t1). Виявлена властивiсть для
точки P (t1) має мiсце i для точок поверхнi Землi, що знаходяться в деяких околах цiєї
точки i точки P (t2) (в силу неперервної залежностi −→F вiд P ).

Тому вiдбувається коливання поверхнi Землi. Цi коливання вiдбувалися б навiть у
випадку, коли у Сонячнiй системi не було б iнших планет, супутникiв Землi (наприклад,
Мiсяця) й iнших небесних об’єктiв.

5. Додатковi висновки, зауваження та лiтературнi вказiвки. 1. Принцип запiзнення гра-
вiтацiйного поля та узагальнення закону всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченностi
швидкостi гравiтацiї (п.2) використовувалися в [7 – 10]. Завдяки дослiдженню побудованої
в [7] математичної моделi Сонячної системи з урахуванням швидкостi гравiтацiї було по-
мiчено, що на пiдставi скiнченної швидкостi гравiтацiї, обертання Землi навколо своєї осi
й її руху навколо Сонця притягувальна точка для точок Землi не збiгається з її центром
ваги, а змiщена в точку, в якiй перебував цей центр у деякому минулому, що залежить вiд
руху Землi та її швидкостi. Тому сила тяжiння Землi завдяки її обертанню змiнюється з
часом (дiю на Землю планет Сонячної системи, супутникiв Землi та iнших небесних тiл ми
не враховуємо).

Залежнiсть сили тяжiння Землi вiд часу також вивчалася за допомогою експериментiв,
що проводилися з 19 лютого по 2 березня 2021 року в м. Рiвне. Кожної доби з розглянутого
промiжку часу в околi 6 годин 25 хвилин i 18 годин 25 хвилин вимiрювалася сила, з якою
Земля притягувала гирю 20 г. Використовувалася електронна вага FC-50, точнiсть резуль-
татiв зважувань якої до 0,001 г. Основний результат експериментiв — сила притягування
Землею гирi вранцi менша, нiж увечерi, що узгоджується з дослiдженнями п. 4.

Принцип запiзнення гравiтацiйного поля також використовувався в [11 – 13].
2. Змiна у часi сили −→FPC , породжена скiнченнiстю швидкостi гравiтацiї й обертанням

Землi навколо своєї осi, впливає i на припливи, тобто пiдняття до максимального рiвня
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Принцип запiзнення гравiтацiйного поля також використовувався в [11 – 13].
2. Змiна в часi сили

�!
F PC , породжена скiнченнiстю швидкостi гравiтацiї й обер-

танням Землi навколо своєї осi, впливає i на приливи, тобто пiдняття до максималь-
ного рiвня й опускання до мiнiмального рiвня води берегiв морiв та океанiв двiчi за
добу. Вважається (див., наприклад, [14,15]), що приливи викликаються змiнами в
часi сил тяжiння Мiсяця i Сонця, якi дiють на Землю i на води морiв та океанiв, що
покривають її. Крiм цих двох сил при дослiдженнi приливiв потрiбно враховувати
силу

�!
F PC, що також є однiєю iз приливоутворюючих сил.

3. Завдяки змiщенню точки притягування кожної точки небесного тiла, крiм цен-
тра ваги, при його русi в просторi з ненульовою швидкiстю, пов’язане зi скiнченнiстю
швидкостi гравiтацiї, поле сили тяжiння в точках поверхнi тiла вiдрiзняється вiд
аналогiчного поля у випадку, коли притягувальна точка збiгається з центом ваги.
Така змiна поля тяжiння, спричинена змiщенням притягувальних точок для точок
небесного тiла, є причиною змiни форми цього тiла. Наприклад, у випадку сферич-
ного тiла B з однорiдним розподiлом маси, що рухається з ненульовою швидкiстю
~v(t), на точки, що знаходяться до притягувальних точок далi (вони заповнюють
промiжок [

p
2 Cmax, O)), нiж центр ваги, дiє менша сила, нiж на точки, що ближче

знаходяться до притягувальних точок. Завдяки такому розподiлу сили тяжiння сфе-
ричне тiло B набуває яйцеподiбної форми (тiло B⇤). При цьому точки A i B по-
верхнi тiла B перейдуть в точки A⇤ i B⇤ поверхнi тiла B⇤ вiдповiдно (рис. 10).
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Рис. 10. Яйцеподiбна форма тiла B⇤.

На рис. 10 суцiльною лiнiєю зображено перетин поверхнi тiла B⇤ з площиною P,
що проходить через точки A i B, з урахуванням деформацiї тiла, коли ~v(t) 6= ~0.
Пунктирною лiнiєю зображено перетин поверхнi тiла B з розглянутою площиною
P, коли ~v(t) ⌘ ~0.

4. Розглянутий у пп. 3.2 метод знаходження притягувальних точок для сферич-
них тiл, формула (40) (пп. 3.3) та висновки п. 5 наведено вперше.
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Рис. 10. Яйцеподiбна форма тiла B∗.

й опускання до мiнiмального рiвня води вiдносно берегiв морiв та океанiв двiчi за добу.
Вважається (див., наприклад, [14, 15]), що припливи викликаються змiнами в часi сил
тяжiння Мiсяця i Сонця, якi дiють на Землю i на води морiв та океанiв, що покривають її.
Крiм цих двох сил при дослiдженнi припливiв потрiбно враховувати силу

−→
FPC , що також

є однiєю з припливоутворюючих сил.
3. Завдяки змiщенню точки притягування кожної точки небесного тiла, крiм центра

ваги, при його русi в просторi з ненульовоюшвидкiстю, пов’язаному зi скiнченнiстю швид-
костi гравiтацiї, поле сили тяжiння в точках поверхнi тiла вiдрiзняється вiд аналогiчного
поля у випадку, коли притягувальна точка збiгається з центом ваги. Така змiна поля тяжiн-
ня, спричинена змiщенням притягувальних точок для точок небесного тiла, є причиною
змiни форми цього тiла. Наприклад, у випадку сферичного тiла B з однорiдним розподiлом
маси, що рухається з ненульовою швидкiстю ~v(t), на точки, що знаходяться до притягу-
вальних точок далi

(
вони заповнюють промiжок

[√
2Cmax, O

))
, нiж центр ваги, дiє менша

сила, нiж на точки, що знаходяться ближче до притягувальних точок. Завдяки такому роз-
подiлу сили тяжiння сферичне тiло B набуває яйцеподiбної форми (тiло B∗ ). При цьому
точки A i B поверхнi тiла B перейдуть у точки A∗ i B∗ поверхнi тiла B∗ вiдповiдно
(рис. 10).

На рис. 10 суцiльною лiнiєю зображено перетин поверхнi тiла B∗ з площиною P, що
проходить через точки A i B, з урахуванням деформацiї тiла, коли ~v(t) 6= ~0. Пунктирною
лiнiєю зображено перетин поверхнi тiла B з розглянутою площиною P, коли ~v(t) ≡ ~0.

4. Розглянутий у пп. 3.2 метод знаходження притягувальних точок для сферичних тiл,
формула (38) (пп. 3.3) та висновки п. 5 наведено вперше.
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