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A mathematical model of an abstract society with redistributions of individual social energy, which is
determined by two factors, namely, the mutual competition and the inflow of external influence, is studied.
The behavior of our model is described by fairly simple iterative equations that generate a dynamic system
with discrete time. Fixed points of the system are found. For those of them that are attractors, their pools
are partially described. In the general case, we prove the convergence of trajectories to equilibrium states.
In particular, we show that individuals with the highest initial energy are doomed to defeat if some weaker
one receives a strong enough external support. Four examples are discussed to illustrate themost interesting
effects of the external influence on the dynamics of competition between individuals of an abstract society.

Дослiджується математична модель абстрактного суспiльства, в якiй перерозподiл соцiальної енер-
гiї iндивiдiв визначається двома факторами — взаємною конкурентною боротьбою та надходжен-
ням зовнiшнього впливу. Поведiнка цiєї моделi описується досить простими iтерацiйними рiвнян-
нями, якi генерують динамiчну систему з дискретним часом. Знайдено нерухомi точки системи.
Для тих iз них, якi є атракторами, частково описано їхнi басейни. У загальному випадку доведе-
но збiжнiсть траєкторiй до рiвноважних станiв. Показано, що iндивiди з найбiльшою початковою
енергiєю приреченi на поразку, якщо деякий слабший отримує досить сильну зовнiшню пiдтрим-
ку. Наведено чотири приклади для iлюстрацiї найбiльш цiкавих ефектiв зовнiшнього впливу на
динамiку конкуренцiї мiж iндивiдами абстрактного суспiльства.

1. Вступ. У цiй роботi продовжено дослiдження математичної моделi конфлiктного соцi-
уму, розпочатi в [1] (див. також [2 – 7]). Зазначена модель описує перерозподiл соцiальної
енергiї мiж iндивiдами абстрактного суспiльства пiд дiєю двох факторiв: взаємної конку-
рентної боротьби та зовнiшнього впливу. Фактично, ми дослiджуємо поведiнку складної
динамiчної системи з довiльною кiлькiстю вiдносно подiбних мiж собою елементiв, якi ве-
дуть боротьбу за свiй умовно енергетичний статус. У рiзних термiнах i за допомогою специ-
фiчного вигляду динамiчних рiвнянь аналогiчнi системи iнтенсивно вивчаються тамоделю-
ються вже понад 40 рокiв (наведемо лише деякi публiкацiї: [8 – 33]). Особливу популярнiсть
мають дослiдження моделей соцiальних мереж, стимульованi роботою [11]. А численнi мо-
делi формування поглядiв та переконань (див., наприклад, [21 – 24]) мають не лише теоре-
тичний iнтерес, а й викликають практичне зацiкавлення для передбачень полiтичних рей-
тингiв та результатiв виборiв. Класичнi пiдходи [15, 16] набувають несподiваного розвитку
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[12 – 14, 18, 19] поза межами загальних теорiй [17, 21, 31, 32]. Але математична складнiсть
не сприяє широким застосуванням. Для справжнього успiху потрiбно знайти простi форму-
ли, типу рiвнянь Лотки –Вольтерри, з глибоким унiверсальним змiстом. Для моделей типу
соцiальних мереж цю проблему ще не розв’язано. Хоча для фiзичних моделей типу кванто-
вих графiв або мереж фазових осциляторiв [34 – 36] вигляд динамiчних рiвнянь уже визна-
чений i проблеми виникають при дослiдженi поведiнки конкретних моделей рiзного класу.

Уроботах [27, 28] (див. також [8]) запропоновано абстрактнийпiдхiд до опису конфлiкт-
ної взаємодiї мiж довiльною кiлькiстю опонентiв у термiнах ймовiрнiсних розподiлiв на
спiльному просторi iснування. На основi такого пiдходу побудовано ряд досить реалiстич-
них моделей: [1, 5, 6, 9, 10] (див. також детальний виклад у [29]). Ключова формула кон-
флiктної взаємодiї в нашому пiдходi ґрунтується на класичнiй теоремi Баєса про умовну
ймовiрнiсть. Iтерацiя формули Баєса в дискретному часi породжує динамiку станiв скла-
дної системи в термiнах ймовiрнiсних розподiлiв. При цьому ми удосконалюємо наш пiдхiд
уведенням фактору зовнiшнього впливу. З цiєї причини система стає неавтономною i, як
наслiдок, кардинально змiнюється початкова iєрархiя домiнувань iндивiдуальних прiори-
тетiв, що приводить до значно складнiшого закону визначення остаточного переможця у
конфлiктнiй боротьбi. Асимптотична поведiнка стає менш передбачуваною, а досягнення
рiвноважних станiв забирає багато часу.

Але, незважаючи на велику кiлькiсть варiантiв упорядкування взаємних залежностей та
домiнувань мiж елементами системи, яке чутливо змiнюється пiд дiєю зовнiшнього впливу,
асимптотичний стан у бiльшостi випадкiв має типовий характер—перемогу одержує лише
один iндивiд, не обов’язково початково найсильнiший.

Вiд вигляду рiвнянь залежить лише локальна поведiнка, тип нерухомих точок та цик-
лiчних орбiт, якщо останнi iснують. Тому для опису закону конфлiктної взаємодiї ми ви-
користовуємо досить простi рiзницевi рiвняння. При фiксацiї початкових даних динамiка
стає фактично детермiнованою. Але включення зовнiшнього впливу здатне все змiнити.
У цьому полягає основне спостереження роботи. Використання зовнiшнього ресурсу на-
буває вирiшального значення. Iндивiд з достатньо великим систематичним енергетичним
пiдживленням стає домiнуючим у суспiльствi.

Вiдзначимо,що в роботi [7] ми дослiджували роль параметра iнтенсивностi конфлiктної
взаємодiї, зокрема, встановили цiкавий факт: зменшення параметра конфлiктностi здатне
забезпечити виживання навiть спочатку найслабшому iндивiду. Тут ми виявляємо i демон-
струємо новi ефекти, спричиненi зовнiшнiм впливом. Пiд ним ми розумiємо адитивнi зсуви
соцiальних статусiв (енергетичних рiвнiв) iндивiдiв. Аналiтично доводимо та iлюструємо
комп’ютерними прикладами, що при введеннi зовнiшнього впливу еволюцiйна динамiка
може кардинально вiдрiзнятися вiд випадкiв iз суто внутрiшньою боротьбою, при цьому
асимптотика граничних розподiлiв iстотно змiнюються. Типовий принцип конфлiктної бо-
ротьби, коли “переможець забирає все”, при урахуваннi зовнiшнiх впливiв модифiкується:
визначення переможця залежить вiд тонкого балансу мiж початковим ресурсом та вели-
чиною зовнiшнього впливу. Ми описуємо рiзнi режими поведiнки в термiнах траєкторiй
динамiчних систем конфлiкту та встановлюємо умови iснування рiвноважних (нерухомих)
станiв, знаходимо їхнiй явний вигляд.

2. Опис моделi. Нехай A = {ai}mi=1, 1 < m < ∞, позначає множину подiбних елемен-
тiв (iндивiдiв) абстрактного суспiльства (соцiуму). Кiлькiсть елементiв ai скiнченна i як
завгодно велика.

У кожен момент дискретного часу t = 0, 1, . . . стан системи задається нормованим
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вектором pt ∈ Rm
1 (iндекс 1 означає нормованiсть на одиницю, а m ≥ 2 — кiлькiсть

невiд’ємних координат:

pt =
(
pt1, . . . , p

t
m

)
, pt1 + . . .+ pti + . . .+ ptm = 1, pti ≥ 0

(залежнiсть вiд часу вектора та його координат позначаємо верхнiм iндексом). Значення
координати характеризує соцiальний статус (запас соцiальної енергiї) вiдповiдного iндивi-
да ai. Внаслiдок конкурентної та конфлiктної боротьби, а також зовнiшнього впливу цей
статус змiнюється:

pt >−→ pt+1, pt=0 = p, t = 0, 1, . . . ,

де вiдображення > позначає фiксований закон конфлiктної взаємодiї та зовнiшнього впли-
ву (див. далi формули (2), (3)).

Далi припускаємо, що абстрактне суспiльство A є цiлком конфлiктним. Це означає, що
оточення кожного iндивiда ai, тобто множина всiх iнших iндивiдiв A⊥i := {ak}k 6=i, є для
нього конкурентом або опонентом. Отже, в нашiй моделi виконується принцип — “кожен
сам за себе i проти всiх”. Тодi соцiальна енергiя конкурента для ai визначається як середнє
значення енергiй усiх iндивiдiв iз оточення A⊥i . Фактично тут використовується вiдомий
метод середнього поля (див. [7]). Отже, в початковий момент часу вектору iндивiдуальних
енергiй p протистоїть вектор енергiй усереднених оточень:

r = (r1, . . . , rm), ri =

∑
k 6=i

pk

m− 1
=

1− pi
m− 1

≥ 0,

m∑
i=1

ri = 1.

Покладаємо, що еволюцiєю змiн керують рiзницевi рiвняння

pt+1
i =

pti
(
1− rti

)
+ bti

zt
, p0i = pi, rti =

1− pti
m− 1

, t = 0, 1, . . . ,

де 0 ≤ bti < 1 позначають величини зовнiшнього впливу, заданi адитивними зсувами коор-
динат. Нормувальний знаменник zt забезпечує стохастичнiсть вектора pt. Аргументацiю,
чому саме такого вигляду рiвняння ми беремо за основу закону динамiки, можна знайти в
роботах [7, 33].

Далi ми використовуємо трохи iншi, асимптотично еквiвалентнi рiвняння

pt+1
i =

pti
(
1 + θt − rti

)
+ bti

zt
, rti =

1− pti
m− 1

, t = 0, 1, . . . , (1)

де
θt =

(
pt, rt

)
=

1

m− 1

(
1−

∥∥pt
∥∥2) , zt = 1 +

∑
k

btk.

Динамiчна система, породжена рiвняннями (1), називається динамiчноюсистемоюконфлiк-
ту (ДСК) абстрактного суспiльства iз зовнiшнiми впливами. Задача цiєї статтi полягає у
дослiдженнi поведiнки траєкторiй ДСК залежно вiд початкових значень координат pi та
величин зовнiшнього впливу bti.

Усюди далi покладаємо, що зовнiшнi впливи (вони заданi доданками bti ) є пропорцiй-
ними iндивiдуальним енергiям iндивiдiв:

bti = bip
t
i, 0 ≤ bi < 1 ∀i = 1,m.
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Отже, зовнiшнiй вплив на систему задається вектором b = (b1, . . . , bm), координати bi
якого визначають пропорцiйну величину зовнiшньої енергiї (ресурсу) акумульовану еле-
ментом суспiльства ai в кожен момент часу. При цьому формули (1) набувають такого
вигляду:

pt+1
i =

pti

(
1 +

pti −
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ bi

)
zt

, zt = 1 +
m∑
k=1

bkp
t
k, t = 0, 1, . . . . (2)

Вводячи позначення

γti :=
pti

m− 1
+ bi, Bt :=

m∑
k=1

bkp
t
k,

переписуємо (2) у виглядi

pt+1
i = ptic

t
i, cti =

1−
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ γti

1 +Bt
, t = 0, 1, . . . , (3)

де коефiцiєнти cti задають швидкiсть змiни енергетичного статусу iндивiдiв абстрактного
суспiльства. Всi вони за побудовою, як неважко переконатися, є строго додатними: cti > 0.

Iз формул (3) видно, що статус iндивiда ai зростає, тобто виконується нерiвнiсть pt+1
i >

> pti, лише якщо cti > 1. Введемо важливу величину

ξt :=

∥∥pt
∥∥2

m− 1
+Bt.

Тодi умову cti > 1, або еквiвалентну їй γti −
∥∥pt
∣∣2

m− 1
> Bt, можна переписати у виглядi

нерiвностi

γti > ξt. (4)

Нерiвнiсть (4) визначає критерiй успiшного розвитку iндивiда ai у конфлiктному суспiль-
ствi, тобто зростання його енергетичного статусу, pt+1

i > pti. Внаслiдок конкуренцiї та
зовнiшньому впливу нерiвнiсть (4) може змiнитися на протилежну i статус вiдповiдного
iндивiда почне спадати. В цiлому, динамiчна картина перерозподiлу енергетичних стату-
сiв усiх iндивiдiв ai є досить складною, вона iстотно залежить вiд величин bi, якi мають
стратегiчне значення.

3. Нерухомi точки. У цьому пунктi ми шукаємо нерухомi точки ДСК, породженi фор-
мулами (3). Їм вiдповiдають вектори p ∈ Rm

1 , координати яких не змiнюються пiд дiєю
динамiчної системи. Iснування та вигляд нерухомих станiв iстотно залежать вiд значень
зовнiшнiх впливiв bi.

Позначимо через pC вектор з координатами pCi = 1/m ∀i. Якщо всi зсуви однаковi,
bi = b, то неважко перевiрити, що вектор pC є нерухомою точкою динамiчної системи.
При цьому треба врахувати, що γi = 1/m+ b = γ не залежить вiд iндексу координати, всi
ci однаковi й дорiвнюють одиницi, а також, що норма

∥∥pC
∥∥
1

= 1/m.
Щоб знайти iншi нерухомi точки, проведемо деякий аналiз. З формули (3) очевидно,

що вектор p∗ з ненульовими координатами, p∗i > 0 ∀i, утворює нерухому точку системи
тодi й лише тодi, коли всi ci = 1.
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Твердження 1. Необхiдною i достатньою умовою нерухомостi точки p∗ iз строго до-
датними координатами та зсувами

p∗i > 0, bi > 0 ∀i

є виконання рiвностей

γ∗i =
p∗i

m− 1
+ bi = γ∗j =

p∗j
m− 1

+ bj ∀i, j ∈ 1,m. (5)

Доведення. З (5) випливає, що всi

c∗i :=
1−

∥∥p∗∥∥2
m− 1

+ γ∗i

1 +
∑

k
p∗kbk

∀i ∈ 1,m

однаковi та дорiвнюють одиницi:
c∗i = c∗j = 1 ∀i, j ∈ 1,m. (6)

Тому, пiдставляючи координати вектора
(
p∗
)t у рiвняння (3), переконуємося, що вони не

змiнюється з часом. Навпаки, якщо виконуються умови нерухомостi (6), то це можливо,
лише якщо справедливi рiвностi (5).

Виявляється, що залежно вiд розмiрностi системи, тобто цiлого числа m, та значень bi,
кiлькiсть i вигляд нерухомих векторiв змiнюється. Розглянемо конкретнi випадки.

3.1. Випадок m = 2. Якщо m = 2, то формули (3) мають вигляд

pt+1
i = ptic

t
i, cti =

1−
(
pt1
)2 − (pt2)2 + γti

1 + pt1b1 + pt2b2
, i = 1, 2, t = 0, 1, . . . , (7)

де γt1 = pt1 + b1, γ
t
2 = pt2 + b2.

Якщо b1 = b2 = b ≥ 0, то вектор p ∈ R2
1 з координатами p1 = 1/2 = p2 буде нерухомим,

оскiльки тодi c1 = c2 = 1. Цей вектор як нерухому точку динамiчної системи позначаємо
через pC . Ця точка є не стiйкою. При найменшому вiдхиленнi вiд рiвноваги, p1 = 1/2± ε,
p2 = 1/2 ∓ ε, ε > 0, траєкторiя pt збiгається до одного зi стiйких нерухомих станiв:
p∞ = (1, 0) або p∞ = (0, 1) (див. далi твердження 3). Так само ця точка не стiйка при змiнi
рiвностi b1 = b2 на нерiвнiсть.

Рiвняння ct1 = ct2 = 1 для коефiцiєнтiв у формулах (7) мають ще один розв’язок у
термiнах координат векторiв iз простору R2

1. А саме, будемо позначати через p∗ вектори з
координатами

p∗1 = 1/2(1 + b2 − b1), p∗2 = 1/2(1 + b1 − b2)
при умовi |b2− b1| ≤ 1. Неважко переконатися, що всi такi вектори є нерухомими точками
динамiчних рiвнянь (7).

При b1 6= b2, b1, b2 > 0, iснують iншi нерухомi точки. Дiйсно, якщо для координат
початкового вектора p ∈ R2

1 справджуються рiвностi p1 = b2, p2 = b1 (зрозумiло, що це
можливо, лише якщо b1 + b2 = 1), тодi γ1 = γ2 i, як легко переконатися, ct1 = ct2 = 1. Тому

pt1 = p1 = b2, pt2 = p2 = b1, t ≥ 1.

Кожен вектор, координати якого визначаються по зсувам рiвностями p1 = b2, p2 = b1,
позначаємо p∗∗. Змiнюючи b1 по вiдкритому iнтервалу вiд нуля до одиницi, одержуємо
континуальну множину векторiв p∗∗, якi є нерухомими точками для рiвнянь (7).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 3



МОДЕЛЬ КОНФЛIКТНОГО СОЦIУМУ З ЕФЕКТАМИ ЗОВНIШНЬОГО ВПЛИВУ 347

Твердження 2. При m = 2 траєкторiя pt, що починається з довiльної точки p ∈ R2
1,

p1 6= 0, p2 6= 0, яка не є однiєю з нерухомих точок типу pC , p∗, p∗∗, тобто виконується
умова p1+b1 = γ1 6= γ2 = p2+b2, збiгається до одного з локальних одноточкових атракторiв:

Γ∞ =
{
p∞1,0 = (1, 0), p∞0,1 = (0, 1)

}
.

А саме, до p∞1,0, якщо γ1 > γ2, або до p∞0,1, якщо γ1 < γ2.
Доведення. Якщо γ1 < γ2, то це приводить до нерiвностей c1 < 1 < c2, оскiльки

p1c1 + p2c2 = 1. Тодi згiдно з (7) одержуємо c1p1 = p11 < p1, p2 < c2p2 = p12. Тому
γ11 = p11 + b1 < γ12 = p12 + b2.

Отже, γ11 < γ1 < γ2 < γ12 . За iндукцiєю, координата pt1 буде монотонно спадати, а pt2 —
зростати. В результатi,

p∞1 = lim
t→∞

pt1 = 0, p∞2 = 1.

Аналогiчно, якщо γ1 > γ2, то

p∞1 = lim
t→∞

pt1 = 1, p∞2 = 0.

Легко бачити, що кожна точка з Γ∞ є стiйким локальним атрактором.
Твердження 3. ДСК iз зовнiшнiми впливами, задана формулами (7), має двi множини

нерухомих точок: множину Γ∞, яка складається з двох одноточкових атракторiв, та кон-
тинуальну множину репелерiв,

Γ0 =
{
p ∈ R2

1

∣∣ pC , p∗, p∗∗
}
.

При цьому точка p належить Γ0 тодi й лише тодi, коли γ1 = γ2. Це трапляється в трьох
випадках:

1) p = pC , коли b2 = b1 ≥ 0, а p1 = p2 = 1/2;
2) p = p∗, коли |b2 − b1| ≤ 1, а p∗1 = 1/2(1 + b2 − b1), p∗2 = 1/2(1 + b1 + b2);
3) p = p∗∗, коли b2 6= b1, b1, b2 > 0, b2 + b1 = 1, а p∗∗1 = b2, p

∗∗
2 = b1.

Доведення. У кожному з трьох випадкiв виконується умова γ1 = γ2. Це згiдно з (7)
забезпечує рiвнiсть c1 = c2 = 1. Тому p11 = p1, p

1
1 = p2. За iндукцiєю, така ж рiвнiсть

виконується для всiх t ≥ 0, що означає нерухомiсть точки p в усiх випадках.
Усi точки з Γ0 є репелерами. Дiйсно, при найменшому збуреннi будь-якої нерухомої

точки з множини Γ0 виникає нерiвнiсть γ1 6= γ2. Тодi згiдно з твердженням 2 траєкторiя
буде збiгатися до одного з атракторiв в Γ∞.

3.2. Випадок m = 3. У випадку m = 3 спектр нерухомих точок, як показано далi,
розширюється. Згiдно з (3) динамiка системи задається трьома рiвняннями

pt+1
i = ptic

t
i, cti =

1− 1/2
∥∥pt
∥∥2 + γti

1 + pt1b1 + pt2b2 + pt3b3
, i = 1, 2, 3, (8)

де γti = pti/2+bi. Вектор з R3
1, який має однаковi координати, p1 = p2 = p3 = 1/3, як i вище

позначаємо через pC . Вiдповiдний стан буде нерухомим, лише якщо всi зсуви однаковi
b1 = b2 = b3 = b ≥ 0. Дiйсно, очевидно, що всi величини γi, i = 1, 2, 3, однаковi, а тому
коефiцiєнти ci = 1. Цей стан не стiйкий. При його збуреннi траєкторiя pt збiгається (див.
далi твердження 4) до одного з шести граничних станiв:

p∞0,0,1 = (0, 0, 1), p∞0,1,0 = (0, 1, 0), p∞1,0,0 = (1, 0, 0) (9)
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або

p∞0, 0,5, 0,5 = (0, 0,5, 0,5), p∞0,5, 0, 0,5 = (0,5, 0, 0,5), p∞0,5, 0,5, 0 = (0,5, 0,5, 0). (10)

Окрiм точки pC , рiвняння (8) припускають iснування iще трьох серiй нерухомих точок
p∗, p∗∗ та p0∗∗

1 при вiдповiдних додаткових умовах на зсуви bi.
Так, при умовi

bi < B/3 + 1/6, B = b1 + b2 + b3, i = 1, 2, 3,

точка p∗ ∈ R3
1 з додатними координатами

p∗i = 1/3 + 2/3B − 2bi,

як легко перевiрити, буде нерухомою. Таких точок — континуальна кiлькiсть.
Наведемо конкретний приклад нерухомої точки типу p∗. Нехай b1 = 3/18, b2 = 6/18,

b3 = 8/18, B = 17/18 < 1. Тодi згiдно з наведеними вище формулами нерухома точка має
координати p∗1 = 34/54, p∗2 = 16/54, p∗3 = 4/54.

Третя серiя нерухомих точок для системи рiвнянь (8) виникає, якщо зсуви задовольня-
ють умову B = b1 + b2 + b3 = 1/4. Тодi безпосередня перевiрка показує, що вектор p∗∗ з
координатами

p∗∗i = 2
∑
j 6=i

bj , i = 1, 2, 3,

також є нерухомою точкою для (8). Далi показано, що ця точка є нестiйким репелером. Але
якщо припустити використання вiд’ємних зсувiв, то можливо iснують траєкторiї, збiжнi
до цiєї точки.

Зрозумiло, що всi точки типу pC , p∗, p∗∗ є нестiйкими, найменше їхнє збурення
приводить до траєкторiй, що збiгаються до однiєї з нерухомих точок вигляду (10) або (9),
якi є локально стiйкими атракторами.

Якщо шукати нерухомi точки в R3
1 з однiєю нульовою координатою, то при додаткових

умовах на зсуви виникає ще одна серiя нерухомих станiв. Вiдповiднi вектори позначимо
через p0∗∗. Оскiльки одна з координат такого вектора дорiвнює нулю, pi1 = 0, то умови
нерухомостi зводяться до одного рiвняння: γi2 = pi2/2 + bi2 = γi3 = pi3/2 + bi3 . З нього
знаходимо двi iншi координати:

pi2 = 1/2 + bi3 − bi2 , pi3 = 1/2 + bi2 − bi3 .

При bi3 > bi2 обов’язково pi3 < pi2 i bi3 − bi2 < 1/2. Перестановки координат додають
кiлькiсть такого типу нерухомих векторiв. Питання, чи мають вони непорожнi басейни
притягання, чи вони є iзольованими репелерами, — вiдкритi.

Твердження 4. Нехай вектор p ∈ R3
1 не є нерухомою точкою одного з описаних вище

типiв, p 6= pC , p∗, p∗∗, p0∗∗, i всi його координати є строго додатними. Тодi траєкторiя
pt, яка починається з цiєї точки i задана рiвняннями (8), збiгається до граничної нерухомої
точки p∞ вигляду (9) або (10). А саме: (9) у двох випадках, якщо всi зсуви попарно рiзнi,
b1 6= b2 6= b3 6= b1, або якщо b1 = b2 = b3 i лише одна координата pi > 1/3 (тодi саме
ця координата i буде прямувати до 1); (10), якщо b1 = b2 = b3 i лише одна з початкових
координат є строго меншою за 1/3, а двi iншi рiвнi.
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Доведення. Iснування граничного вектора p∞ в загальному випадку випливає з того,
що координата, яка вiдповiдає максимальному значенню величини γti , позначаємо її γtmax,
монотонно зростає, а координата, вiдповiдна до мiнiмального значення цiєї ж величини,—
монотонно збiгається до нуля (цей факт встановлено для довiльного m у наступному
пунктi, теорема 1). Отже, завдяки збiжностi до нуля координати, вiдповiдної до величини
γtmin, граничним вектором не може стати жоден iз векторiв типу pC , p∗, p∗∗. Питання про
iснування траєкторiй, збiжних до граничного вектора типу p0∗∗, вiдкрите.

Якщо b1 = b2 = b3, одна координата менша за 1/3, а двi iншi рiвнi, то, як легко
зрозумiти, на границi з необхiднiстю виникає одна з граничних точок вигляду (10). Так
само очевидна поява на границi однiєї з точок вигляду (9), якщо лише одна координата
pi > 1/3 i всi зсуви однаковi.

Розглянемо випадок, коли пара зсувiв i пара початкових координат однаковi. Тобто,
не втрачаючи загальностi, покладаємо p1 < p2 = p3, b2 = b3. Якщо b1 < b2 = b3, то
γ1 < γ2 = γ3. Тодi, очевидно, pt1 → 0, pt2 → 1/2, pt3 → 1/2. Але якщо b1 > b2 = b3 є
таким, що 2(b1 − b2) > p2 − p1, то γ1 > γ2 = γ3. Тому c1 > c2 = c3 i, автоматично, c1 > 1,
c2 = c3 < 1. На першому кроцi координата p1 зростає, а двi iншi — спадають. Якщо це
буде продовжуватися до моменту, коли pt1 > 1/3, тодi pt1 → 1, pt2 → 0, pt3 → 0.

Отже, при b2 = b3, p2 = p3 вирiшальним є знак рiзницi ∆12

(
γt
)

= γt1−γt2 незалежно вiд
того, яка з координат pt1, pt2 = pt3 бiльша чи менша. Якщо цей знак додатний, ∆12

(
γt
)
> 0,

то pt → (1, 0, 0), t→∞, а якщо вiд’ємний, ∆12(γ) < 0, то pt → (0, 1/2, 1/2), t→∞.
Коли ж усi координати та зсуви попарно рiзнi, тодi ситуацiя складнiша, але граничною

точкою стане одна з множини (9), хоча невiдомо, яка саме з координат збiгається до
одиницi. Якщо γmax = γi = pi/2 + bi, де pi > 1/3, то ci > 1. Припустимо, що два
iншi коефiцiєнти ck < 1, k 6= i. Тодi, згiдно з (8), i-та координата зростає, p1i > pi >
1/3, i тому γ1max = γ1i = p1i /2 + bi, c

1
i > 1. Якщо виявиться, що c1k < 1, k 6= i, то на

другому кроцi ситуацiя повторюється. За iндукцiєю, саме координата pti буде монотонно
зростати до одиницi, а ptk → 0, k 6= i. Iнше неможливе, тому що завжди ctk < 1 < cti.
Взагалi, якщо одна iз координат pk, k 6= i, позначимо її pk′ , є бiльшою, pk′ > pi, то може
статися, що вiдповiдний коефiцiєнт ck′ > 1 (ця ситуацiя може виникнути, не зважаючи на
нерiвнiсть γk′ < γi = γmax ). Тодi на якомусь кроцi (можливо навiть на другому), початкове
впорядкування, γk < γk′ < γi, може змiнитися на таке: γtk < γti < γtk′ . У цьому випадку
саме координата ptk′ прямує до одиницi при t → ∞ (впорядкування величин γtk′ , γ

t
i може

змiнитися лише один раз).
Чи можлива ситуацiя, коли γk′ < γi, c

t
k′ > 1 ∀t ≥ 1, є вiдкритим питанням. У такому

випадку обидвi координати pk′ , pi монотонно зростали б i граничною точкою став би
вектор типу p0∗∗.

3.3. Випадок довiльної розмiрностi m. Для динамiчних систем iз довiльною кiлькiстю
iндивiдiв виникають тi ж самi типи нерухомих точок, а саме: pC , p∗, p∗∗, p0∗∗, де останнiй
тип включає в себе всi нерухомi вектори, якi мають нульовi координати i їхня кiлькiсть не
перевищує m− 2.

Iз твердження 1 знаходимо загальний вигляд серiї нерухомих точок типiв p∗, p∗∗.

Твердження 5. Для ДСК довiльної розмiрностi m > 1 у випадку строго додатних зсувiв,
bi > 0 ∀i, якi задовольняють умову

bi ≤
B

m
+

1

m(m− 1)
, (11)
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вектор p∗ ∈ Rm
1 iз додатними координатами утворює нерухому точку, якщо його коорди-

нати припускають зображення

p∗i =
1

m
+
m− 1

m
B − (m− 1)bi, B :=

m∑
j=1

bj . (12)

Доведення. Згiдно з (5) координати нерухомої точки пов’язанi спiввiдношенням

p∗k = p∗i + (m− 1)(bi − bk), k 6= i.

Звiдси, користуючись умовою стохастичностi

1 =
∑
k

p∗k = mp∗i +m(m− 1)bi − (m− 1)B,

знаходимо для p∗i зображення (12). Необхiднiсть виконання умови на вiдхилення bi вiд
середнього значення (11) безпосередньо випливає з формули (12) та додатностi коорди-
нат p∗i .

У випадку, коли всi bi однаковi, bi = b > 0, тодi автоматично всi p∗i = 1/m, i точ-
ка p∗ = pC .

Роль умови (11), тобто “концентрованiсть” зсувiв bi бiля середнього значення B/m,
можна проiлюструвати на прикладi. Припустимо B = 1. Тодi, якщо зсув bi порушує умо-
ву (11) (це означає, що bi > 1/(m − 1)), то, як легко перевiрити, координата pi завдяки
зображенню (12) має бути вiд’ємною. Цiкаво вiдзначити, що вектор iз такою координатою
буде також нерухомим.

Варто також зауважити, що координата p∗i < 1/m, якщо bi > B/m, та p∗i > 1/m, якщо
bi < B/m. Щоб у цьому переконатися, треба переписати формулу (12) у виглядi рiвностi
p∗i =

1

m
+ (m− 1)

(
B

m
− bi

)
, з якої i випливають наведенi оцiнки.

Серiя нерухомих точок типу p∗∗ =
(
p∗∗1 , . . . , p

∗∗
m

)
, p∗∗i > 0, для рiвняння (2) виникає при

додаткових умовах на зсуви.
Твердження 6. Нехай усi значення зсувiв строго додатнi, bi > 0, i задовольняють умову

B =
∑
i

bi =
1

(m− 1)2
. (13)

Тодi вектор p∗∗ з координатами

p∗∗i = (m− 1)
∑
j 6=i

bj ∀i (14)

є нерухомою точкою для динамiчних рiвнянь (2).
Доведення. Нагадаємо вигляд рiвнянь (2):

pt+1
i =

pti

(
1 +

pti −
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ bi

)
zt

, (15)
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де zt = 1+Bt = 1+
∑

k
bkp

t
k. З (15) бачимо, що кожна з координат p∗∗i нерухомого вектора

p∗∗ має задовольняти рiвнiсть

p∗∗i
m− 1

− 1

m− 1
‖p∗∗‖2 + bi =

m∑
j=1

bjp
∗∗
j .

Отже, маємо
p∗∗i
m− 1

+ bi =

m∑
j=1

bjp
∗∗
j +

1

m− 1
‖p∗∗‖2 ,

де праворуч стоїть одна й та ж величина. Тому
p∗∗i
m− 1

+ bi =
p∗∗k
m− 1

+ bk ∀i, k. (16)

Якщо згiдно з (14) покласти p∗∗i = (m − 1)
∑

j 6=i
bj , p∗∗k = (m − 1)

∑
j 6=k

bj , то рiвнян-

ня (16) перетворюються у тотожностi
∑

j 6=i
bj + bi = B =

∑
j 6=k

bj + bk, що й забезпечує
нерухомiсть цiєї точки.

Далi, завдяки стохастичностi,∑
i

p∗∗i = 1 = (m− 1)
∑
i

∑
j 6=i

bj ,

виникає додаткова умова на зсуви: 1 = (m− 1)2
∑

i
bi, яка еквiвалентна (13).

Зазначимо, що зображення для координат нерухомого вектора (14) можна одержати
прямо з (12), пiдставляючи туди B у виглядi (13).

Варто також зауважити, що при великiй кiлькостi iндивiдiв m, внаслiдок умови (13),
iснування нерухомого стану типу p∗∗ можливе лишепридужемалих зсувах, bi ' 1/(m−1)2.
Це випливає з вимоги на концетрованiсть зсувiв bi бiля середнього значення величини B,
яка в такому випадку не може бути занадто великою.

Окрiм векторiв типу pC , p∗, p∗∗ iснує також серiя нерухомих векторiв, якi позначаємо
через p0∗∗, де нуль означає наявнiсть у цих векторiв нульових координат. Пiдкласс таких
векторiв позначаємо через p0∗∗

n , де 1 ≤ n ≤ m− 2 дорiвнює кiлькостi нульових координат.
Щоб знайти формулу для решти ненульових координат, кiлькiсть яких становить s = m−n,
треба розв’язати систему рiвнянь (умова нерухомостi вектора)

pj1
m− 1

+ bj1 = . . . =
pjs

m− 1
+ bjs , (17)

де bj1 , . . . , bjs — деяка фiксована пiдмножина зсувiв.
Твердження 7. Якщопiдмножина зсувiв bj1 , . . . , bjs , s = m−n, 1 ≤ n ≤ m−2 задовольняє

умови

bji −
Bs

s
<

1

(m− 1)s
, i ∈ 1, s, (18)

то рiвняння (17) мають ров’язки вигляду

pji =
1

s
+ (m− 1)

(
Bs

s
− bji

)
, Bs :=

s∑
i=1

bji . (19)
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Доведення. Щоб одержати розв’язки рiвнянь (17) у виглядi (19), потрiбно ввести позна-
чення Bs i, використовуючи цi рiвняння, виразити всi координати pjk , k = 1, . . . , s, через
фiксовану координату pji . Нарештi, скористатися тим, що сума цих координат дорiвнює
одиницi. При цьому умови (18) є необхiдними завдяки строгiй додатностi координат pji .

4. Збiжнiсть траєкторiй до граничних нерухомих точок.
Теорема 1. Нехай вектор-функцiя pt, t ≥ 0, описує траєкторiю ДСК, задану формула-

ми (3), з деяким початковим вектором p ∈ Rm
1 . Припустимо, що виконуються такi умови:

1) усi координати вектора p ненульовi й попарно рiзнi, 0 6= pi 6= pk, i 6= k;
2) p не є однiєю з нерухомих точок типу pC , p∗, p∗∗, p0∗∗

n , 1 ≤ n ≤ m− 2;
3) для кожної пiдмножини координат bj1 , . . . , bjs , s = m−n вектора зовнiшнього впливу

b = (b1, . . . , bm) iснує хоча б одна bji , i ∈ 1, s, яка задовольняє нерiвнiсть

bji >
mBs

s(m− 1)
, Bs :=

s∑
i=1

bji . (20)

Тодi iснує границя p∞ = limt→∞ pt. При цьому вектор p∞ є нерухомою точкою з єдиною
ненульовою координатою

p∞i = lim
t→∞

pti = 1, (21)

всi iншi координати p∞k , k 6= i, рiвнi нулю.
Доведення. Треба показати, що за умов теореми всi координати початкового вектора,

окрiм однiєї, збiгаються до нуля. I лише одна, iндекс якої позначаємо напiвжирною лiтерою
i, збiгається до одиницi. Яка саме координата прямує до одиницi—взагалi невiдомо. Згiдно
з формулами

pt+1
i = ptic

t
i, cti =

1−
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ γti

1 +
∑m

k=1
bkp

t
k

, i ∈ 1,m, t = 0, 1, . . . , (22)

динамiка змiн координат pti iстотно залежить вiд значень величин γti =
pti

m− 1
+ bi. А

саме, якщо γti >
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+
∑m

k=1
bkp

t
k, то коефiцiєнт ci > 1 i координата pti зростає, а якщо

γti ≤
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+
∑m

k=1
bkp

t
k, то ci ≤ 1 i координата pti спадає або незмiнна.

Упорядкуємо координати початкового вектора

p =
(
pi1 , . . . , pil , . . . , pim

)
(23)

таким чином, щоб виконувалися нерiвностi

γi1 ≤ . . . ≤ γil < γil+1
≤ . . . ≤ γim . (24)

При цьому, якщо для якоїсь пари iндексiв виявиться, що γj = γk, то в (23) цi координати
розташовуються за зростанням, (нагадаємо, що за припущенням pj 6= pk ). Строга нерiв-
нiсть у (24) подiляє координати на двi частини: до першої, з iндексами вiд i1 до il, належать
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тi, якi на першому кроцi спадають або нерухомi (для них ci ≤ 1), а до другої належать
тi, якi зростають (ci > 1), з iндексами, починаючи вiд il+1 до im. Зрозумiло, що подiбна
упорядкованiсть виконується й для коефiцiєнтiв ci з формул (22): одна частина складається
з пiдмножини тих, якi не перевищують одиницi, а друга з тих, якi строго бiльшi одиницi:

0 < ci1 ≤ . . . ≤ cil ≤ 1 < cil+1
≤ . . . ≤ cim . (25)

Зауважимо, що можливiсть подiлу множникiв ci на двi пiдмножини, бiльшi за одиницю
та меншi або рiвнi одиницi, випливає з рiвностi∑

il

pt=1
il

= pi1ci1 + . . .+ pilcil + . . .+ pimcim = 1,

оскiльки за побудовою вектор pt=1 є стохастичним. Дiйсно, враховуючи рiвнiсть
∑

il
pil =

= 1, робимо висновок,що iснує iндекс (його позначено через il ) такий,що cil+1
, . . . , cim > 1,

а всi iншi ci1 , . . . , cil ≤ 1. При цьому може статися, що il = i1, тодi лише один перший
множник є строго меншим одиницi, ci1 < 1.

Неважко зрозумiти, що впорядкованiсть у (23) та (25) злiва вiд iндексу l залишається
незмiнною для всiх t ≥ 1. Дiйсно, якщо γi < γk, 0 < ci ≤ ck, то неминуче γ1i < γ1k . При
pi < pk це очевидно. А якщо pi ≥ pk, то це випливає з того, що (cipi − ckpk)/(m − 1) <
< ci(pi − pk)/(m− 1) < (pi − pk)/(m− 1) < bk − bi, а це еквiвалентно нерiвностям γ1i < γ1k ,
0 < c1i ≤ c1k. Тому всi координати, лiвiшi за pil , завжди спадають або можуть залишитися
незмiнними на один крок. Неважко зрозумiти, що вже з цього випливає збiжнiсть до нуля
принаймнi крайньої злiва координати.

Зазначимо, що кiлькiсть незмiнних на першому кроцi координат (якщо вони є) така
ж, як i кiлькiсть множникiв, рiвних одиницi: cil′ = . . . = cil = 1, 1 < l′ < l. Тодi строга
нерiвнiсть обов’язково має стояти для координат з iндексами злiва вiд l′ i яких не менше
однiєї:

p1i1 < pi1 , . . . , p
1
il′−1

< pil′−1
, p1il′ = pil′ , . . . , p

1
il

= pil .

З iншого боку, з (25) випливає, що всi координати початкового вектора p з iндексами, якi
розташованi справа вiд il при впорядкуваннi (23), на першому кроцi будуть зростати:

pil+1
< p1il+1

, . . . , pim < p1im .

До того ж, строга нерiвнiсть у (24) при переходi до t = 1 посилюється;

γ1il ≤ γil < γil+1
< γ1il+1

. (26)

Дiйсно,

∆1
l+1,l := γ1l+1 − γ1l =

cl+1pl+1

m− 1
+ bl+1 −

clpl
m− 1

− bl =

= ∆l+1,l + εl+1pl+1 + εlpl > ∆l+1,l := γl+1 − γl,

де використано те, що cl+1 = 1 + εl+1, cl = 1− εl, εl ≥ 0, εl+1 > 0.
Зрозумiло, що iншi строгi нерiвностi в (24) при переходi до t = 1 також посилюються.

Тому для будь-якої пари iндексiв i ≤ il та k > il нерiвностi γi < γk при переходi до
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t = 1 посилюються, оскiльки завдяки ci < 1, ck > 1 справджуються спiввiдношення
γ1i = cipi/(m − 1) + bi = (1 − εi)pi/(m − 1) + bi < γi, γ

1
k = ckpk/(m − 1) + bk = (1 +

+ εk)pk)/(m− 1) + bk > γk, де εi, εk > 0.
Те ж саме, тобто посилення нерiвностей, буде вiдбуватися (з деякими уточненнями)

на кожному наступному кроцi. Повторюючи наведенi мiркування для t = 2, 3, . . . , робимо
висновок про збiжнiсть до нуля всiх координат из iндексами злiва вiд il. Кiлькiсть таких
координат на кожному кроцi зростає (хоча й не строго монотонно) до моменту, коли
виявиться, що il = im−1. Тодi справа залишиться лише одна координата pti, il < i ≤ im,
для якої множник cti > 1 буде прямувати до 1 при t→∞. Отже, p∞i = 1.

Опишемо детальнiше цю аргументацiю. Позначимо ∆m

(
γt
)

:= γtim − γ
t
i1
. Покажемо,

що ∆m

(
γt
)
монотонно зростає:

∆m

(
γt+1

)
> ∆m

(
γt
)
, t ≥ 0. (27)

Дiйсно, оскiльки ci1 < 1, а cim > 1, то

p1i1 ≤ (pi1)1 = ci1pi1 < pi1 , pim < (pim)1 = cimpim ≤ p1im .

Тому γ1i1 < γi1 , а γ1im > γim .
Отже, ∆m

(
γ1
)
> ∆m(γ). За iндукцiєю одержуємо (27). Завдяки монотонностi з (27)

випливає, що при t → ∞ координата, вiдповiдна до γti1 , спадає, а координата, вiдповiдна
до γtim , зростає. Iндекс у крайньої справа координати взагалi може змiнюватися, але до
певного моменту. Водночас як границя для pti1 є нульовою, тому що

Rt+1
m :=

pt+1
im

pt+1
i1

= Rt
mc

t
m →∞, ctm =

1−
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ γtim

1−
∥∥pt
∥∥2

m− 1
+ γti1

,

оскiльки очевидно, що всi ctm > 1 i не спадають. Це забезпечує pti1 → 0, t → ∞. Треба
переконатися, що iснує лише одна ненульова гранична координата p∞i i вона дорiвнює
одиницi. Якщо припустити, що p∞i < 1, то це означає, що p∞ = p0∗∗

n з певним 1 ≤ n <
< m − 1, тобто що у граничного вектора лише 1 ≤ n ≤ m − 2 координат є нульовими, а
хоча б двi — строго додатними. Але тодi завдяки нерухомостi для решти координат мають
виконуватися нерiвностi (18). Проте це виключено умовою (20). Тому граничний вектор
має точно m− 1 нульових координат i одну ненульову p∞i , рiвну 1.

Питання, чи може граничною нерухомою точкою стати вектор типу p0∗∗
n , n = m − s,

якщо для якоїсь пiдмножини зсувiв bj1 , . . . , bjs , 2 ≤ s < m − 1 , замiсть (20) виконуються
умови (18), вiдкрите.

5. Приклади. У наведених далi прикладах iлюструємо декiлька цiкавих нелiнiйних
ефектiв поведiнки ДСК, обумовлених наявнiстю зовнiшнiх впливiв.

5.1. Приклад 1. Нелiнiйнi ефекти зовнiшнього впливу. Цей приклад демонструє (див.
рис. 1) iстотно нелiнiйний закон залежностi форми траєкторiй координат динамiчної сис-
теми вiд невеликої змiни навiть лише однiєї з координат вектора зовнiшнього впливу.
Тут початковий вектор p = (0,16, 0,35, 0,56) є фiксованим, а вектор зовнiшнього впливу
b = (b1, b2, b3) набуває значень

b1,l = 0,145 + (0,01)l, b2 = 0,145, b3 = 0,145, l = 1, 23,

(залежно вiд параметру l змiнюється лише перша координата).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2021, т. 24, № 3



МОДЕЛЬ КОНФЛIКТНОГО СОЦIУМУ З ЕФЕКТАМИ ЗОВНIШНЬОГО ВПЛИВУ 355

0
0 10 20 30 40 50

t

0.2

0.4

0.6

0.8

1
p

p1p2p3

Рис. 1. m = 3. Нелiнiйна залежнiсть еволюцiї координат динамiчної системи вiд змiни першої координати
вектора зовнiшнього впливу; p = (0,16, 0,35, 0,56), bl = (0,145+(0,01)·(l−1), 0,145, 0,145), l = 1, 23.

На рис. 1 зображено 23 сценарiїв поведiнки траєкторiй ДСК. Згiдно з формулами ди-
намiки pt+1

i = ptic
t
i, координата pti зростає, якщо cti > 1, або, еквiвалентно, якщо

γti > ξt, γti = pti/(m− 1) + bi, ξt = Bt + 1/2
∥∥pt∥∥2.

При всiх l ∈ 1, 22 ця умова виконується тiльки для координати pi=3, яка має найбiль-
ше початкове значення. Заразом, незважаючи на зростання зовнiшнього впливу для p1,
траєкторiя координати pt3 домiнує над двома iншими, тому що виконуються нерiвностi

γt3,l > γt1,l > γt2,l, ct3,l > 1, t ≥ 1.

Тому в усiх цих випадках pt3 збiгається до одиницi.
Поступове зростання b1,l приводить до збiльшення γ1,l. Iснує критичне значення l = 15,

коли навiть за один крок величина γt=1
1,l збiльшується настiльки, що виконується нерiвнiсть

γ11,15 > ξt=1
15 i коефiцiєнт c1,l стає бiльшим за одиницю. Хоча вже при t = 2 ця нерiвнiсть

змiнюється на протилежну i перша координата буде спадати знову. Так само в сценарi-
ях l = 16, 22 координата pt1,l зростає лише до певного моменту, коли при збiльшеннi t
нерiвнiсть γt1,1 > ξtl змiнюється на протилежну. При цьому координата pt3,l продовжує
домiнувати, хоча не з такою перевагою, як при попереднiх значеннях l. При l = 23 тен-
денцiя збiльшення γ1,l перетинає бiфуркацiйний порiг, виникає нерiвнiсть γt3,l < γt1,l ∀t,
протилежна до всiх попереднiх (див. рис. 2 б). Цей сценарiй є критичним, незважаючи на
те, що траєкторiя координати pt3,l спочатку все ще зростає, але це триває лише до певного
моменту. Починаючи з деякого t, величина γt3,l стає меншою за ξtl , а ct3,l < 1 (див. рис. 3).
Координата pt3,l починає спадати. Повний прiоритет здобуває перша координата i вже вона
збiгається до одиницi.

5.2. Приклад 2. Чутливiсть динамiки до початкових статусiв при наявностi зовнiшньо-
го впливу. У цьому прикладi показано, як кардинально може змiнюватися динамiка ДСК
при навiть малiй змiнi координат початкового вектора p, якщо iснує постiйний зовнiшнiй
вплив.

Розглянуто 3 варiанти розвитку процесу (див. рис. 4) з векторами pl = {pi,l}, l = 1, 3,
i = 1, 3, координати яких по-рiзному впорядкованi:
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Рис. 2. Траєкторiї величин γt
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Рис. 3. Поведiнка коефiцiєнтiв ct1 (суцiльна лiнiя) та ct3 (пунктирна лiнiя) у 9 сценарiях, l ∈ 15, 23. При l = 23
вiдбувається бiфуркацiйний стрибок, нерiвнiсть ct1 < ct3, c

t
3 → 1, змiнюється на ct1 > ct3, c

t
1 → 1.

p1,1 < p1,2 < p1,3, p2,1 < p2,2 < p2,3, p3,1 > p3,2 > p3,3,

а вектор зсувiв b такий, що b1 > b2 > b3.

Упершому варiантi найбiльше значення має координата p3,1 i завдяки фiксованим спiв-
вiдношенням мiж iншими координатами векторiв p1, b забезпечується повне домiнування
цiєї координати, pt3,1 → 1. У кожному наступному варiантi початкове значення третьої
координати зменшується, хоча й залишається на початок бiльшим за iншi координати. Але
за рахунок змiн у спiввiдношеннях мiж векторами pl, b при l = 2 динамiка стає такою,
що домiнування переходить до найменшої координати pt1,2. Нарештi третiй варiант, l = 3,
демонструє перемогу середньої координати, pt2,3 → 1.

Варто пояснити, що всi значення величин γi,l дуже близькi до ξl i тому поведiнка досить
чутлива до спiввiдношень мiж pl та b. Так, у першому варiантi при початкових значеннях
часу виконуються нерiвностi γt1,1 > γt3,1 > ξtl . Але внаслiдок нелiнiйностi динамiки вели-
чина γt3,1 буде зростати швидше, нiж γt1,1 i зрештою залишиться єдиною бiльшою за ξt1.
У другому варiантi для вектора p2 величина γ3,2 є меншою за ξ2 i з часом спадає, тому
γt1,2 стає єдиною, яка зростає. Нарештi, у третьому варiантi єдиною постiйно зростаючою
величиною буде γt2,3 (див. рис. 5).
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Рис. 4. m = 3. Наянiсть постiйного зовнiшнього зсуву, b = (0,1444, 0,024, 0,014535), iстотно впли-
ває на визначення переможця навiть при невеликiй змiнi однiєї з координат початкового вектора
p = (0,1572, 0,3599, 0,3874− (l − 1)0,01), l = 1, 3.

5.3. Приклад 3. Ефект змiни переможця. Тут проiлюстровано ефект змiни переможця
в моделi ДСК з трьома iндивiдами при поступовому й однаковому збiльшенi значень усiх
координат вектора зовнiшнього впливу. Розглянуто шiсть варiантiв поведiнки системи при
поступовому збiльшенi всiх координат початкового вектора зсувiв на сталу величину ∆b
при кожному значенi параметра l = 1, 6 (див. рис. 6).

При l = 1 перемагає найменша координата, оскiльки завдяки достатньо великому
зовнiшньому впливу (найбiльше значення має b1,l=1 ) виконуються нерiвностi

γ1 > γ3 > γ2, c1 > c3 > 1 > c2,

а також γt1 > ξt, t > 0, що є вирiшальним:

pt1 → 1, t→∞.

Такий результат виникає, незважаючи на лише тимчасове зростання найбiльшої на початок
процесу координати p3. Це вiдбувається завдяки нерiвностям γt3 > ξt, ct3 > 1 при малих
значеннях часу.Аналогiчна поведiнка повторюється для всiх l < 6. Але динамiка зростання
pt1 та спадання pt3 затримується та сповiльнюються на кожному наступному кроцi l = 2, 5.
А саме, координата pt1,l зростає пiзнiше й повiльнiше, а pt3,l навпаки спадає також пiзнiше
та повiльнiше. Нарештi, при l = 6 завдяки збiльшенню зовнiшнього впливу коефiцiєнт ct1,6
з деякого моменту починає монотонно спадати i стає меншим за 1, що викликає спадання
pt1,6, у той час як ct3,6 є завжди бiльшим 1, що спричиняє зростання pt3,6. Цiкаво вiдзначити,
що при l = 6 коефiцiєнт зростання c11,6 першої координати спочатку є навiть бiльшим
за c13,6, але ця перевага тимчасова. Досить швидко коефiцiєнт ct3,6 стає найбiльшим i
для нього виконується нерiвнiсть ct3,6 > ct1,6. Тому pt3 → 1, pt1 → 0, pt2 → 0, t → ∞.
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Рис. 5. Змiна взаємного розташування графiкiв величин γt
i,l, i = 1, 3, вiдносно ξtl . У кожному з випадкiв

єдиною постiйно зростаючою величиною серед γt
i,l є: а) γt

3,l=1; б) γt
1,l=2; в) γt

2,l=3.
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Рис. 6. m = 3. Графiки координат вектора pt у кожному з l = 1, 6 варiантiв при початкових p =
= (0,1572, 0,36, 0,607) та b = (0,2906, 0,045, 0,0454), коли всi координати вектора зсувiв b збiльшу-
ються згiдно з формулою bi,l = bi,1 + (l − 1)∆b, i = 1, 2, 3, l = 1, 6, ∆b = 0,04. При l = 1 перемагає
найменша координата, при l = 6 — найбiльша.
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Рис. 7. m = 10. p = (0,05548, 0,0481, 0,0824, 0,0543, 0,0730, 0,0992, 0,0234, 0,0511, 0,0263, 0,4868), b =
= (0,933, 0,3126, 0,2922, 0,4826, 0,5935, 0,4369, 0,6326, 0,9185, 0,4819, 0,8511). Графiки координат pt1
та pt10 демонструють тривалий перiод невизначеностi переможця. Зрештою pt1 → 1 завдяки великому
зовнiшньому впливу, b1 = 0,933.

5.4. Приклад 4. Проблема невизначеностi переможця. У цьому модельному прикладi
виявлено проблему тривалої невизначеностi переможця з m = 10 гравцями. На перших
кроках конфлiктної боротьби, t < 10, енергiя найсильнiшого елемента, координата p10 =
= 0,487, iстотно перевищує енергiю iнших дев’яти, pi < 0,1 ∀i 6= 10.

Тому траєкторiя pt10 одразу стрiмко зростає, а траєкторiї усiх iнших координат, окрiм
p1, p8, спадають до нуля (див. рис. (7)). Зростання координат p1, p8 на початку (при
малих t) пояснюється досить великими значеннями вiдповiдних величин вектора зовнi-
шнього впливу b1 = 0,933, b8 = 0,9185. Але виявляється, що величина b8 не є доста-
тньою для подальшого зростання координати p8 i тому її тимчасове зростання швид-
ко змiнюється на спадання. Зовсiм iнша картина поведiнки вiдбувається для найбiльшої
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координати вектора p. Її рiзке зростання сповiльнюється i тривалий час (до 450 кро-
кiв конфлiктної боротьби) встановлюється своєрiдна рiвновага: траєкторiї pt1, pt10 майже
паралельнi. Вiдбувається повiльне накопичення енергiї iндивiдом a1. Динамiка конфлi-
кту поступово змiнюється на перевагу для гравця з найбiльшою зовнiшньою допомогою.
Траєкторiя pt10 за наступнi 200 крокiв спадає до нуля, а pt1 зростає до одиничного зна-
чення.

Отже, стрiмке початкове зростання координати p10 не забезпечує перемоги iндивiда
a10. Зростання сповiльнюється i довгий перiод у конфлiктнiй боротьбi триває невизначе-
нiсть переможця. Зовнiшнiй вплив у цьому випадку вiдiграє вирiшальну роль. Перемогу
здобуває координата з невеликим початковим значенням p1 = 0,05548, але з потужною
зовнiшньою пiдтримкою, b1 = 0,933.

Треба вiдзначити, що тривалiсть невизначеностi переможця (в даному прикладi вона
доходить до t = 600) чутливо залежить як вiд початкових значень координат вектора p,
так i вiд розподiлу значень bi зовнiшнього впливу. У цьому прикладi навiть незначне змен-
шення b1 веде не тiльки до скорочення перiоду невизначеностi, а й до швидкої перемоги
гравця a10 з найбiльшою початковою енергiєю.

6. Заключнi зауваження. З огляду можливих застосувань варто наголосити на деяких
висновках iз одержаних результатiв.

Наявнiсть зовнiшнього впливу iстотно змiнює динамiку систем iз лише внутрiшньою
конфлiктною взаємодiєю. Зовнiшнє втручання ускладнює закони розвитку автономної сис-
теми, а при достатньо великих значеннях параметрiв bi зовнiшнього впливу вiдбуваються
бiфуркацiйнi змiни (деякi з них продемонстрованi в прикладах). Окрiм того, розширюється
множина нерухомих станiв, як притягальних, так i вiдштовхувальних. Хоча в загально-
му випадку еволюцiйна траєкторiя системи, що описує модель конфлiктного суспiльства,
асимптотично наближається до стану з єдиним, як правило, переможцем (iснує лише одна
координата, яка збiгається до одиницi). При цьому iстотно змiнюється форма басейнiв
притягання до нерухомих точок: iз правильних многовидiв (при вiдсутностi впливiв) на то-
пологiчно зв’язнi многовиди (при наявностi впливiв), якi визначаються спiввiдношеннями
мiж векторами pt та b. Бiфуркацiйний ефект означає можливiсть змiни переможного iн-
дивiда. Хоча передбачити, хто саме стане переможцем, — взагалi дуже складно, ця задача
стає нетривiальною.

При фiксованих початкових статусах iндивiдiв абстрактного суспiльства завдяки нелi-
нiйностi еволюцiйного закону навiть незначнi змiни зовнiшнього впливу здатнi кардиналь-
но змiнити результат конкурентної боротьби.

Чутливiсть до незначних змiн статусiв iндивiдiв при постiйних зовнiшнiх впливах та-
кож є характерною властивiстю нашої моделi. Цей факт iстотно впливає на визначення
переможця.

У випадку, коли зовнiшнiй вплив забезпечував переможну еволюцiю для iндивiда з
початково не найсильнiшим статусом, пропорцiйне збiльшення зовнiшнього впливу для
всiх iндивiдiв веде до нiвелювання такої перемоги, тому що зрештою перемогу одержує
початково найсильнiший. Якщо зовнiшнiй вплив iнтерпретувати як прогресивний техноло-
гiчний розвиток усього суспiльства, то зазначений ефект демонструє найбiльшу вигiднiсть
розвитку для iндивiдiв з початково вищим статусом.

Нарештi iще один цiкавий нюанс. Iндивiд iз безперечно високим переможним статусом,
який явно проявляється швидкою динамiкою зростання вiдповiдної координати до одини-
цi, може бути приреченим на дуже тривалу невизначенiсть своєї остаточної перемоги i
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навiть на поразку, якщо деякий iндивiд iз початково посереднiм (i навiть малим) стату-
сом постiйно одержує достатню зовнiшню пiдтримку. Цей ефект припускає економiчну та
полiтичну iнтерпретацiю.
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