
УДК 517.95

ПРО ОДНУ НЕЛIНIЙНУ МАТЕМАТИЧНУ МОДЕЛЬ,
ЩО ОПИСУЄ БОРОТЬБУ ТА СПIВIСНУВАННЯ
НОСIЇВ РIЗНИХ МОВ
В. В. Давидович, Р. М. Чернiга
Iн-т математики НАН України
вул. Терещенкiвська, 3, Київ, 01024, Україна
e-mail: davydovych@imath.kiev.ua

r.m.cherniha@gmail.com

We investigate the known three-component nonlinear reaction-diffusion-type system of equations that
simulates the processes of competition and coexistence of different language speakers. A simplified
modification of this system is proposed. For this system, we describe the Lie symmetries, construct exact
solutions in the form of travelling fronts, and establish their properties. Plots of the travelling fronts are
presented and the relevant interpretation describing the language shift in Ukraine during the Soviet times
is proposed.

Дослiджується вiдома трикомпонентна нелiнiйна система рiвнянь типу реакцiї-дифузiї, яка мо-
делює процеси боротьби та спiвiснування носiїв рiзних мов. Запропоновано спрощену модифi-
кацiю цiєї системи, для неї описано симетрiї Лi, побудовано точнi розв’язки у формi бiжучих
фронтiв та встановлено їхнi властивостi. Побудовано графiки отриманих бiжучих фронтiв та на-
ведено вiдповiдну iнтерпретацiю для опису мовного змiщення, яке вiдбулося в Українi за часiв
СРСР.

1. Вступ. Вже щонайменше пiвстолiття є загально прийнятим твердження про те, що ве-
лика кiлькiсть процесiв, якi зустрiчаються у фiзицi, хiмiї, екологiї, матерiалознавствi тощо
можуть бути адекватно змодельованi лише нелiнiйними диференцiальними (iнтегрально-
диференцiальними, функцiонально-диференцiальними) рiвняннями (див. детальнiшу дис-
кусiю та наведену лiтературу в монографiях [1, 2]). Протягом останнiх десятилiть вiдбува-
ється також швидке зростання кiлькостi робiт, присвячених моделюванню процесiв живої
природи, якi також є суттєво нелiнiйними (див., наприклад, монографiї [3, 4] та цитовану
там лiтературу).

Порiвняно недавно математичне моделювання стало використовуватися у соцiальних та
гуманiтарних науках. Зокрема, протягом останнiх двох десятилiть з’явилися роботи, в яких
моделюється боротьба та спiвiснування носiїв рiзних мов у великих популяцiях (спiльно-
тах) людей, за допомогоюнелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь типу реакцiї-дифузiї
(РД) [5 – 9]. Оскiльки ця проблема добре вiдома та актуальна для України, то автори покла-
ли в основу цiєї працi одну з таких моделей. Ми дослiджуємо модель для опису взаємодiї
трьох популяцiй носiїв однiєї або двох мов, яка базується на системi, запропонованiй у ро-
ботi [8]. У цiй роботi анонсуємо першi результати, якi вказують на перспективнiсть таких
дослiджень.

Отже, модель ґрунтується на системi трьох нелiнiйних рiвняннях типу РД, яка у випадку
одновимiрної апроксимацiї за просторовою змiнною має вигляд [8] (в оригiнальнiй роботi
модель мiстить очевиднi описки, якi тут виправлено)
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ut = λ1uxx + a1u

(
1− u

K − (v + w)

)
− c31uw + c12uv,

vt = λ2vxx + a2v

(
1− v

K − (u+ w)

)
+ (c13 + c31)uw − (c12u+ c32w) v, (1)

wt = λ3wxx + a3w

(
1− w

K − (u+ v)

)
− c13uw + c32vw.

Moдель описує взаємодiю трьох спiльнот мовцiв. Функцiї u та w задають густину
(кiлькiсть осiб у певний момент часу на одиницю простору) носiїв двох рiзних мов, якi
спiлкуються винятково (або в абсолютнiй бiльшостi випадкiв) лише своєю рiдною мовою,
тобто є монолiнгвами. Функцiя v задає густину популяцiї, яка вiльно володiє двома мовами
i спiлкується кожною з них залежно вiд обставин. Похiднi за часом та просторовою змiнною
у системi (1) мають очевидну iнтерпретацiю, характерну для рiвнянь типу дифузiї (еволюцiя
в часi та дифузiя в просторi). Другi члени у правих частинах є узагальненнями стандартного
логiстичного члена, який зустрiчається в багатьох моделях для опису бiологiчних процесiв
включно зi знаменитим рiвнянням Фiшера [10, 11]. У цiй моделi замiсть квадратичних
нелiнiйностей у логiстичних членах введено дробовi та припущено, що загальнi ресурси
(зокрема й продовольчi) навколишнього середовища характеризуються сталою K, яка
обмежує зростання всiх трьох популяцiй, тобто припускається, що u+ v + w ≤ K.

Мовне змiщення (the language shift) певної кiлькостi монолiнгвiв до бiлiнгвiв внаслi-
док потреби спiлкування з носiями iншої мови характеризується членами c31uw та c13uw.
Очевидно, що внаслiдок мовного змiщення кiлькiсть бiлiнгвiв зростатиме (при вiдсутно-
стi iнших факторiв). Члени c12uv i c32vw описують протилежну тенденцiю, коли бiлiнгви
через певнi обставини стають монолiнгвами. Наприклад, у випадку суттєвого зниження
соцiального статусу та зменшення потреби використання певної мови сiм’ї бiлiнгвiв ви-
рiшують, що їхнiм дiтям не варто вивчати непрестижну мову (як це часто траплялося в
Українi в часи СРСР). Коефiцiєнти cij по сутi характеризують вiднормовану частоту (або
ймовiрнiсть) вiдповiдних випадкiв. Скажiмо, якщо w характеризує домiнуючу мову (на-
приклад, росiйську в Українi в часи СРСР), а u — менш престижну, то зрозумiло, що
c12 << c32 i часом можна вважати, що c12 = 0.

У роботi [8] система (1) застосовувалася для моделювання (зокрема, й прогнозування
наслiдкiв) взаємодiї носiїв англiйської та ґалiйської (Gaelic) мов у Шотландiї протягом
XX ст., коли там вiдбувався процес англiканiзацiї (anglicization). У роботi не проводило-
ся ґрунтовного математичного дослiдження моделi, оскiльки було завдання перевiрити,
чи модель адекватно описує статистичнi данi, отриманi протягом багатьох переписiв на-
селення у Шотландiї. Розв’язання моделi методом скiнченних елементiв iз вiдповiдними
коефiцiєнтами показало дуже добру вiдповiднiсть мiж числовими результатами та даними
переписiв (див. [8], графiки на рис. 3, 4).

У цiй роботi ми бiльше уваги придiляємо математичному дослiдженню моделi. Разом
з тим отриманi результати дуже добре iнтерпретуються. У п. 2 проведено аргументова-
не спрощення системи (1), знайдено симетрiї Лi та точнi розв’язки спрощеної системи.
У п. 3 отримано умови для коефiцiєнтiв системи та параметри, якi гарантують адекватну
iнтерпретацiю одержаних розв’язкiв, також побудовано графiки розв’язкiв та наведено вiд-
повiдну iнтерпретацiю. В останньому пунктi пiдсумовано здобутi результати та анонсовано
подальшi дослiдження.
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2. Симетрiї Лi та бiжучi фронти. Система РД (1) мiстить дробовi нелiнiйностi i є ду-
же складною щодо отримання точних розв’язкiв. З метою її спрощення ми застосовуємо
поширений для бiологiчно вмотивованих моделей пiдхiд, а саме: зведення дробових нелi-
нiйностей до квадратичних. Отже, ми припускаємо, що з певною точнiстю виконуються
рiвностi K − (v + w) = K1, K − (u + w) = K2, K − (u + v) = K3 (тут K1, K2 та K3 —
деякi додатнi сталi). Таким чином, система (1) набуває вигляду

ut = λ1uxx + a1u

(
1− u

K1

)
− c31uw + c12uv,

vt = λ2vxx + a2v

(
1− v

K2

)
+ (c13 + c31)uw − (c12u+ c32w) v, (2)

wt = λ3wxx + a3w

(
1− w

K3

)
− c13uw + c32vw,

в якому присутнi лише квадратичнi нелiнiйностi. Надалi ми вважатимемо, що коефiцiєнти
λi, ai та Ki, i = 1, 2, 3, є додатними, а всi iншi — невiд’ємними (тобто деякi можуть бути
нулями).

Можна помiтити, що масштабними перетвореннями (в симетрiйному аналiзi такi пере-
творення називають перетвореннями еквiвалентностi) систему (2) можна звести до такої
самої, але з меншою кiлькiстю довiльних коефiцiєнтiв. Справдi, якщо замiсть невiдомих
функцiй та незалежних змiнних ввести новi за формулами

u = K1u
∗, v = K2v

∗, w = K3w
∗, t =

1

a2
t∗, x =

√
λ2
a2
x∗,

то система (2) пiсля вiдповiдних перепозначень (верхнi iндекси “зiрочки” нижче опущено)
зводиться до еквiвалентного вигляду

ut = d1uxx + β1u(1− u)− α1uw + α2uv,

vt = vxx + v(1− v) + (κ1α3 + κ2α1)uw − (κ2α2u+ κ1α4w)v, (3)

wt = d3wxx + β3w(1− w)− α3uw + α4vw.

Очевидно, що система (3) мiстить на 3 довiльнi коефiцiєнти менше, нiж (2).
Можна помiтити,що при α1 = α3 = 0 система (3) перетворюється в класичну дифузiйну

систему Лотки –Вольтера (ДСЛВ), яка описує низку процесiв у бiологiї та хiмiї (див.,
наприклад, [3, 4, 11] та цитовану там лiтературу). Проте наведене вище обмеження веде до
c13 = c31 = 0, що в свою чергу суперечить первинному формулюванню моделi (див. вище
iнтерпретацiю членiв c31uw i c13uw ). Отже, надалi ми вважатимемо, що c213 + c231 6= 0 ⇔
⇔ α2

1 + α2
2 6= 0, тобто система (3) не є еквiвалентною до ДСЛВ.

На сьогоднiшнiй час не iснує загальної теорiї iнтегрування нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь iз частинними похiдними. Найбiльш ефективними методами для побудови точних
розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь типу РД вважається класичний метод Лi
та низка його узагальнень (див. детальнiше про цi методи в монографiях [2, 12]).

Нами встановлено, що застосування методу Лi до системи (3) приводить лише до тривi-
ального результату, оскiльки ця система (при зазначених вище обмеженнях на коефiцiєнти)
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допускає лише двовимiрну алгебру Лi з базисними операторами

Pt =
∂

∂t
, Px =

∂

∂x
. (4)

Доведення цього факту аналогiчне до наведеного в роботi [13] для випадку трикомпонент-
ної системи рiвнянь реакцiї-дифузiї з подiбною (але не iдентичною) структурою, тому тут
не наводиться.

Важливо зазначити, що на противагу трикомпонентнiй ДСЛВ, яка допускає низку не-
тривiальних симетрiй Лi [14], система (3) має значно “бiднiшу” лiївську симетрiю. Зви-
чайно, можна припустити, що нелiнiйна система (3) має нетривiальну умовну симетрiю
(у сенсi означення [15]) чи Q-умовну (див. означення та приклади таких симетрiй для
систем рiвнянь типу реакцiї-дифузiї в [4] та цитованiй там лiтературi). Проте встановлення
цього факту є значно складнiшою задачею (необхiдно розв’язати вiдповiдну визначальну
систему, яка мiстить нелiнiйнi ДРЧП), i цiй проблемi буде присвячено iншу роботу.

Вiдомо, що за допомогою симетрiй Лi (4) можна побудувати лише двi нееквiвалентнi
пiдстановки (в симетрiйному аналiзi часто вживається термiн “анзац”), якi зводять си-
стему (3) до системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Оскiльки перша з них веде до
розв’язкiв, якi не залежать вiд просторової змiнної x i не є цiкавими з точки зору будь-якої
iнтерпретацiї (ми розглядаємо популяцiї людей в обмеженiй областi), то ми використовує-
мо другу пiдстановку, яку породжує лiнiйна комбiнацiя симетрiй Лi Pt + µPx.

Отже, отримуємо анзац

u = U(ω), v = V (ω), w =W (ω), ω = x− µt, µ ∈ R, (5)

де U, V та W —новi невiдомi функцiї вiд змiнної ω. Розв’язки вигляду (5) для систем ти-
пу РД часто називають плоско-хвильовими (бiжучими хвилями). Для застосувань особливе
значеннямають плоско-хвильовi розв’язки, якi є обмеженими та невiд’ємними. Для них ви-
користовується термiн “бiжучi фронти” (traveling fronts). Пошуку таких розв’язкiв присвя-
чено неймовiрну кiлькiсть робiт. У випадку скалярних рiвнянь реакцiї-дифузiї-конвекцiї
бiльшiсть вiдомих бiжучих фронтiв наведено в монографiї [16] (див. також довiдник [17]).
У випадку нелiнiйних систем рiвнянь типу РД прикладiв таких розв’язкiв набагато менше.
Можна стверджувати, що значний прогрес досягнуто лише у випадку пошуку бiжучих
фронтiв для ДСЛВ (див. [4, 18 – 20] у випадку двокомпонентних систем та [21, 22] для
трикомпонентних ДСЛВ).

Отже, наша мета — побудувати бiжучi фронти для системи (3). Пiдставивши анзац (5)
в систему (3), отримуємо

d1U
′′ + µU ′ + β1U(1− U)− α1UW + α2UV = 0,

V ′′ + µV ′ + V (1− V ) + (κ1α3 + κ2α1)UW − (κ2α2U + κ1α4W )V = 0, (6)

d3W
′′ + µW ′ + β3W (1−W )− α3UW + α4VW = 0.

Система (6) — це нелiнiйна система трьох звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР)
другого порядку. Хоч вона є простiшим об’єктом, нiж початкова система РД, говорити
про її iнтегровнiсть не доводиться, оскiльки навiть у випадку двокомпонентної ДСЛВ
аналогiчна система ЗДР не розв’язується.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 1



62 В. В. ДАВИДОВИЧ, Р. М. ЧЕРНIГА

Для знаходження її частинних розв’язкiв— бiжучих фронтiв—ми спочатку знаходимо
стацiонарнi точки системи

(0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0),(
β1 + α2

β1 + κ2α2
2

,
β1(1− κ2α2)

β1 + κ2α2
2

, 0

)
,

(
0,
β3(1− κ1α4)

β3 + κ1α2
4

,
β3 + α4

β3 + κ1α2
4

)
.

Очевидно, що система (3) також має стацiонарнi точки вигляду (u0, v0, w0), де u0v0w0 6=
6= 0, проте ми не наводимо цих точок через громiздкiсть викладок. Зауважимо, що серед
наведених вище шести стацiонарних точок суттєво рiзними є лише чотири, оскiльки третя
та четверта, п’ята та шоста є попарно еквiвалентними, тому що перше й третє рiвняння
системи (6) мають iдентичну структуру.

Для побудови бiжучих фронтiв у явному виглядi ми вiдразу зафiксуємо таку їхню вла-
стивiсть: кожен такий розв’язок з’єднує двi стацiонарнi точки при граничному переходi
ω → ±∞.

Зупинiмося лише на одному (з декiлькох можливих) випадку побудови розв’язкiв iз
зазначеною властивiстю, а саме: побудуємо розв’язки, якi з’єднують точки (U0, V0, 0) =

=

(
β1 + α2

β1 + κ2α2
2

,
β1(1− κ2α2)

β1 + κ2α2
2

, 0

)
(при ω → −∞) та (0, 0, 1) (при ω → +∞). Цей випадок є

цiкавим, оскiльки числовi результати, наведенi в [8] для початкової системи (1), вказують
на те, що розв’язки такого типу можуть описувати взаємодiю популяцiй мовцiв.

Для отримання розв’язкiв у явному виглядi ми застосовували так званий тангенс-гiпер-
болiчний метод. Наскiльки нам вiдомо, цей метод вперше був запропонований в роботi
[23] (див. також [24]) i вiн зводиться до пошуку точного розв’язку у формi скiнченного
степеневого ряду вiдносно функцiї tanhω. Отже, вiдразу шукаємо бiжучi фронти у виглядi

U = σ1(1− tanhω)n1 , V = σ2(1− tanhω)n2 , W = 1− σ3(1− tanhω)n3 , (7)

де σi та ni — вiдповiдно дiйснi та натуральнi числа, якi необхiдно знайти. Оскiльки
шуканий розв’язок з’єднує стацiонарнi точки (U0, V0, 0) та (0, 0, 1), то, провiвши вiдповiднi
обчислення, можна вiдразу встановити, що

σ1 =
β1 + α2

2n1
(
β1 + κ2α2

2

) , σ2 =
β1(1− κ2α2)

2n2
(
β1 + κ2α2

2

) , σ3 =
1

2n3
. (8)

Пiдставляючи тепер (7) в систему (6) з урахуванням (8) та аналiзуючи отриманi громiзд-
кi вирази, нам вдалося встановити достатнi умови на коефiцiєнти ni, за яких можна знайти
бiжучi фронти у явному виглядi.

У пiдсумку пiсля вiдповiдних обчислень отримано точний розв’язок

u =
6d1
β1

(
1− tanh(x− µt)

)2
,

v =
24d1 − β1

2α2

(
1− tanh(x− µt)

)
, (9)

w =
1

2
+

1

2
tanh(x− µt)
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системи (3) при умовi, що її коефiцiєнти задовольняють обмеження

α1 = 16d1 − 4µ+ β1, α3 =
d3β1
3d1

, κ1 =
5− 2µ

α4
, κ2 =

β1 (α2 + β1 − 24d1)

24d1α2
2

,

β1 =
2α2

2 (α4 + (2µ− 5)d3)

(10d1 − µ+ 2α2)α4
+ 24d1 − α2, β3 =

2(2d3 − µ)α2 + (β1 − 24d1)α4

α2
.

(10)

Ще один точний розв’язок

u =
β1 + α2

4
(
β1 + κ2α2

2

) (1− tanh(x− 10t)
)2
,

v =
β1(1− κ2α2)

4
(
β1 + κ2α2

2

) (1− tanh(x− 10t)
)2
, (11)

w = 1− 1

4

(
1− tanh(x− 10t)

)2
отримується при умовi, що коефiцiєнти системи (3) задовольняють такi обмеження:

d1 = 1, d3 = 1, α1 = β1 − 24,

κ1 =
24α2κ2 + 23β1 − (β1 − 24 + 24α2)β1κ2

(α3 − α4)β1 + (α3 + α4β1κ2)α2
,

β3 =
(α3 − α4 − 24)β1 − 24κ2α

2
2 + (α3 + α4β1κ2)α2

β1 + κ2α2
2

.

Легко помiтити, що точний розв’язок (9) є бiльш загальним, нiж (11), оскiльки не фiксує
швидкостi бiжучого фронту µ.

3. Аналiз та iнтерпретацiя отриманих розв’язкiв. У цьому пунктi ми детально дослi-
джуємо бiжучий фронт (9). Спочатку дамо вiдповiдь на питання: якi обмеження необхiдно
накласти на додатнi коефiцiєнти системи d1, d3, α2, α4 та швидкiсть фронту µ для того,
щоб сталi α1, α3, β1, β3, κ1 та κ2 (якi визначаються з формул (10)) також були додатними?
Виявляється, що вiдповiдь на це питання суттєво залежить вiд знака швидкостi µ, тому
необхiдно дослiдити два випадки: a) µ < 0 та б) µ > 0.

Увипадку a) з обмежень (10) випливає α1 > 0 та κ1 > 0. Отже, намнеобхiдно розв’язати
такi нерiвностi:

β1 > 0, β3 > 0, κ2 > 0. (12)

При цьому ми повиннi також враховувати той факт, що всi компоненти розв’язку (9)
мають бути невiд’ємними (вони характеризують розмiр спiльнот мовцiв). Таким чином,
отримуємо додаткову нерiвнiсть 24d1 − β1 > 0, яка випливає з умови V ≥ 0.

Важливо також зауважити, що обмеження (10) у випадку µ < 0 гарантують, що ста-
цiонарна точка (0, 0, 1) буде стiйкою (у цьому легко переконатися, провiвши лiнеаризацiю
системи (6) за стандартною методикою), i це означає, що вiдповiдний розв’язок прямува-
тиме до цiєї точки при t→ +∞.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 1



64 В. В. ДАВИДОВИЧ, Р. М. ЧЕРНIГА

Детальний аналiз вказаних вище нерiвностей показав, що їхнiй розв’язок веде до вели-
кої кiлькостi можливих випадкiв. Оскiльки бiльшiсть iз них ведуть до громiздких формул,
то наведемо лише деякi з них.

Накладемо додатковi обмеження на параметр α2, а саме: a1) α2 =
2(10d1 − µ)

1− 2µ
та

a2) α2 = 24d1.
Розглянемо детальнiше перший пiдвипадок. Нерiвностi 24d1 − β1 > 0 та (12) при

виконаннi обмеження a1) будуть еквiвалентними вiдповiдно до нерiвностей

(10d1 − µ)
(

1

5− 2µ
+

4d3
α4(1− 2µ)

)
> 0, (13)

(
40d3(2µ− 5) + 2(25− 62µ+ 24µ2)α4

)
d1 − µ(4d3(2µ− 5) + (2µ− 1)α4) > 0, (14)

4µ2 + 2µ(α4 − 5)− α4 > 0, (15)

d3(2µ− 5) + α4 > 0. (16)

Оскiльки швидкiсть µ < 0, то нерiвнiсть (13) виконується тотожно, а отже, 24d1 − β1 > 0.
Легко перевiрити, що коефiцiєнт при d1 в нерiвностi (14) є додатним, якщо виконується
нерiвнiсть (16). Таким чином, розв’язавши нерiвностi (14) – (16), отримуємо такi додатковi
обмеження на параметри d1, d3 та швидкiсть фронту µ :

d1 >
µ(4d3(2µ− 5) + (2µ− 1)α4)

(40d3(2µ− 5) + 2 (25− 62µ+ 24µ2)α4)
,

d3 <
α4

5− 2µ
, µ <

1

4

(
5− α4 −

√
α2
4 − 6α4 + 25

)
.

(17)

Розгляд пiдвипадку a2) проводиться аналогiчно i веде до таких додаткових обмежень:

α2 = 24d1, d3 < 1, µ <
d3

2(d3 − 1)
,

(5− 2µ)d3 < α4 <
2

10d1 − µ
(
µ2 + 2(24d1d3 − d3 − 29d1)µ− 4d1d3

)
,

(18)

Виконання нерiвностей (17) у випадку a1) та (18) у випадку a2) гарантує, що всi пара-
метри, обчисленi за формулами (10), будуть додатними.

У випадку б) отримуємо обмеження на швидкiсть 0 < µ <
5

2
. Аби уникнути громiздких

алгебраїчних обчислень, ми зробимо додаткове припущення α2 = α4 ≡ α та введемо
позначення

F ≡ 10d1 − µ+ 2α, G ≡ 2µd3 − 5d3 + α.

У нових позначеннях з обмежень (10) отримуємо нерiвностi

FG > 0, α1 = 40d1 − 4µ− α
(
1− 2

G

F

)
> 0,

β1 = 24d1 − α
(
1− 2

G

F

)
> 0, β3 = 4d3 − 2µ− α

(
1− 2

G

F

)
> 0.

(19)
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Враховуючи умову β1 < 24d1, отримуємо обмеження G

F
<

1

2
. Легко переконатися, що

F > 0 та G > 0 (випадок F < 0 та G < 0 веде до суперечностi). Для того щоб задовольнити
всi нерiвностi в (19), покладемо

G = ε⇔ α = (5− 2µ)d3 + ε,

де ε > 0 — достатньо мала стала. Остання умова дає змогу записати четверту нерiвнiсть
iз (19) у виглядi

d3 ≥
2µ+ ε

2µ− 1
, (20)

де µ > 1

2
. Тепер для виконання 2-ї та 3-ї нерiвностей у (19) достатньо вимагати виконання

нерiвностей

40d1 > 4µ+ 5d3 − 2µd3 + ε, 24d1 > 5d3 − 2µd3 + ε. (21)

Отже, можна сформулювати алгоритм, який дозволяє вибирати всi параметри в (10)
додатними. Для початку ми фiксуємо швидкiсть µ з iнтервалу

(
1

2
,
5

2

)
i вибираємо достат-

ньо малий ε, наприклад, ε < 1. На другому кроцi ми фiксуємо сталу d3, яка задовольняє
нерiвнiсть (20), та обчислюємо α = (5− 2µ)d3 + ε. Останнiм кроком буде вибiр достатньо
великого коефiцiєнта дифузiї d1 > 0, що задовольняє нерiвностi (21).

Зауваження 1. У випадку α2 = α4 ≡ α та d1 = d3 ≡ d для вибору додатних параметрiв
у (10) достатньо вимагати виконання обмежень d ≥ 2µ+ ε

2µ− 1
та α = (5− 2µ)d+ ε, де ε > 0,

µ ∈
(
1

2
,
5

2

)
.

Використавши наведенi вище нерiвностi, ми можемо вибрати вiдповiдним чином пара-
метри та побудувати приклади графiкiв розв’язку (9).

На рис. 1, 2 зображено точний розв’язок (9) у випадку a) µ < 0 та вказаних параметрах,
якi задовольняють умови невiд’ємностi всiх компонент. Три бiжучi фронти рухаються
справа налiво вздовж осi OX. Цей рух реалiстично (не кiлькiсно, але якiсно) iнтерпретує
мовне змiщення, яке вiдбувалося в Українi протягом останнiх двох поколiнь iснування
СРСР, якщо вважати,що крива 1 зображує спiльноту україномовних, крива 2—двомовних,
крива 3 — росiйськомовних. Якщо взяти одновимiрну апроксимацiю України iз заходу
(x = −10.0) на схiд (x = 2.0), то момент часу t = 0.01 (див. графiки у лiвiй частинi рис. 1)
вiдображає ситуацiю початку 50-х рокiв минулого столiття. Справдi, на крайньому сходi
України (див. iнтервал x ∈ [0, 2]) вже тодi кiлькiсть україномовних (крива 1) була дуже
мала, з другого боку, була певна частина двомовних (крива 2), тобто громадян, якi залежно
вiд ситуацiї спiлкувалися двома мовами. Зрештою була бiльшiсть, яка завжди (майже
завжди) розмовляла лише росiйською (крива 3). У той же час, на практично всiй територiї
Правобережної та Захiдної України (див. iнтервал x ∈ [−10,−2]) абсолютна бiльшiсть
спiлкувалася українською мовою (крива 1) та була певна частина (перш за все у мiстах),
яка залежно вiд обставин вживала обидвi мови (крива 2).Щодо громадян, якi спiлкувалися
лише росiйською, то їх була мiнiмальна кiлькiсть. На частинi Лiвобережжя (див. iнтервал
x ∈ [−2, 0]) ситуацiя була найскладнiшою, оскiльки там спiвiснували у великiй кiлькостi
всi три спiльноти.
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Рис. 1. Графiки кривих, що вiдповiдають функцiям u(t0, x) (крива 1), v(t0, x) (крива 2) i w(t0, x) (крива 3) з
(9) для t0 = 0.01 (лiворуч) та t0 = 7.5 (праворуч) та параметрiв µ = −1, d1 = 0.5, d3 = 0.2, α2 = 4,
α4 = 2 (iншi параметри визначаються з формул (10)).

Момент часу t = 7.5 (див. графiки у правiй частинi рис. 1) вiдображає ситуацiю напри-
кiнцi iснування СРСР, тобто початок 1990-х рокiв. На той час на сходi України, Лiвобе-
режжi та частинi Правобережжя повнiстю домiнувала росiйська мова (крива 3), при цьому
залишилася незначна частина населення, яка залежно вiд обставин могла спiлкуватися
двома мовами. Популяцiя суто україномовних там була практично вiдсутня (крива 1).

Єдиною частиною України, де все ще домiнувала спiльнота україномовних, але при
цьому суттєво зросла спiльнота двомовних, залишалася лише Захiдна Україна. Якби СРСР
проiснував ще одне поколiння (25 рокiв) i мовна полiтика не зазнала б суттєвих змiн, то
згiдно з нашим розв’язком на всiй територiї України домiнувала б спiльнота росiйсько-
мовних, а двi iншi спiльноти практично зникли б (такий сценарiй випливає з тривимiрного
графiка на рис. 2).

Наголосимо, що наведена вище iнтерпретацiя дозволяє якiсно (але не кiлькiсно) оха-
рактеризувати мовне змiщення в Українi протягом останнiх 40 рокiв iснування СРСР. Для
кiлькiсних показникiв наведенi вище графiки не є придатними, оскiльки спочатку необ-
хiдно вибрати коректнi коефiцiєнти в моделi (2) на основi вiдповiдних даних iз переписiв
населення в тi часи, а вже потiм аналiзувати кiлькiснi наслiдки моделi. Це є окремою й
складною мiждисциплiнарною задачею.

4. Висновки. У цiй роботi розглянуто нелiнiйну систему рiвнянь РД (3), яка є матема-
тичною моделлю опису процесу мовного змiщення (як наслiдок домiнування носiїв однiєї
з мов) у країнах (чи на територiях), у яких найбiльш поширеними є двi мови (зокрема,
Україна є типовим прикладом). Встановлено, що симетрiя Лi цiєї системи не залежить вiд
значення коефiцiєнтiв (при вказаних обмеженнях) i мiстить лише два оператори зсувiв по
часовiй та просторовiй змiнних. За допомогою цих операторiв систему зведено до системи
ЗДР, до якої застосовано тангенс-гiперболiчний метод. У пiдсумку знайдено точнi розв’яз-
ки типу бiжучих фронтiв, що є новим результатом, оскiльки не вiдомi жоднi iншi точнi
розв’язки для цiєї системи. Для одного з побудованих розв’язкiв встановлено достатнi умо-
ви, за яких усi три компоненти є невiд’ємнi, та наведено його iнтерпретацiю. Показано, що
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Рис. 2. Графiки функцiй u(t, x) (1-ша поверхня), v(t, x) (2-га поверхня) i w(t, x) (3-тя поверхня) з (9) для
параметрiв µ = −1, d1 = 0.5, d3 = 0.2, α2 = 4, α4 = 2 (iншi параметри визначаються з формул (10)).

вiн якiсно описує процес мовного змiщення в Українi за часiв СРСР на користь росiйської
мови.

Доречно зауважити, що в роботi [25] (див. також щойно опублiковану статтю [13], в
якiй побудовано точнi розв’язки) запропоновано математичну модель, яка описує цивiлi-
зацiйний розвиток людства на початкових стадiях, коли мисливцi та збирачi поступово
перетворювалися у виробникiв продукцiї (фермерiв). Згадану модель можна отримати з (2)
як частинний випадок (додатково необхiдно замiнити вiдповiднi знаки у коефiцiєнтах).

Нелiнiйна модель (2), як i її бiльш загальна версiя (1), не передбачає змiни тренду
еволюцiї всiх трьох популяцiй — носiїв рiзних (або обох) мов. При розглядi процесiв
на великих промiжках часу це не є реалiстичним, оскiльки, наприклад, держава може
прийняти нове мовне законодавство, яке буде стимулювати розвиток саме однiєї мови. Для
врахування таких факторiв необхiдно вiдповiдним чином узагальнити систему нелiнiйних
рiвнянь (2), i цьому буде присвячено окрему роботу.

Цю роботу виконано в рамках теми “Симетрiя, суперсиметрiя та суперiнтегровнiсть
рiвнянь математичної фiзики” (№ держ. реєстрацiї 0116U003059) у межах бюджетної
програми “Пiдтримка розвитку прiоритетних напрямiв наукових дослiджень” (КПКВК
6541230).
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