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Анотацiя

Нестеренко М.О. Реалiзацiї та контракцiї алгебр Лi, орбiт-
функцiї та квазiкристали. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика” (111 — матема-
тика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2021.

Дисертацiю присвячено розвитку теорiї i побудовi контракцiй та реа-
лiзiцiй алгебр Лi, створенню нового методу для наближення Фур’є май-
же перiодичних функцiй, а також дослiдженню нових орбiт-функцiй та
пов’язаних з ними ортогональних полiномiв.

У першому роздiлi дисертацiї дослiджуються реалiзацiї та контракцiї
алгебр Лi, а також диференцiальнi iнварiантiи та 𝑆-розширення.

У параграфi 1.1 сформульовано означення контракцiй алгебр Лi, роз-
глянуто найпростiшi типи контракцiй та їх властивостi, а також доведено
теореми про двi новi необхiднi умови iснування контракцiй, пов’язанi з
пiдалгебрами та розмiрнiстю централiзатора похiдної.

Параграф 1.2 присвячено дослiдженню 𝑆-розширень тривимiрних
дiйсних алгебр Лi. Показано, що процедура 𝑆-розширення зберiгає
властивостi розв’язностi, нiльпотентностi та унiмодулярностi, проте 𝑆-
розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунiмодулярнi
алгебри Лi з унiмодулярних, щоправда при цьому порушується вiдношен-
ня порядку на многовидi алгебр Лi заданої розмiрностi.

Контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять
та шiсть дослiджуються у параграфi 1.3. У цiй частинi наведено перелiки
необхiдних умов, що є достатнiми для згаданих нiльпотентних алгебр Лi
та дозволяють виокремити пари нiльпотентних алгебр, що допускають
контракцiї. Також тут обчислено необхiднi iнварiантнi та напiвiнварiант-
нi величини, та показано, якi з них порушують необхiднi умови iснуван-
ня контракцiй. У цьому параграфi доведено, що контракцiї комплексних
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нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть можуть бути реалi-
зованi за допомогою узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера.

Поняття реалiзацiї алгебри Лi розглядається у параграфi 1.4 пара-
лельно з локальною групою Лi, що їй вiдповiдає. Алгебраїчний метод
I. Широкова для побудови реалiзацiй алгебр Лi, як проєкцiй лiвоiнва-
рiантних векторних полiв, узагальнено на iнтранзитивний випадок. За-
пропоновано поняття породжуючої реалiзацiї та доведено теорему про
зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних.

У параграфi 1.5 запропоновано конструктивний метод побудови пара-
метризованих реалiзацiй, що є точними та збiгаються до реалiзацiй кон-
трактованої алгебри Лi.

У параграфi 1.6 дослiджено п’ять алгебр Галiлея найменших розмiр-
ностей та для кожної з них алгебраїчним методом побудовано набiр не-
еквiвалентних реалiзацiй. Неточнi реалiзацiї та реалiзацiї п’ятивимiрних
алгебр Галiлея є новими. Також у цьому параграфi побудовано дефор-
мацiї алгебр Галiлея (у тому числi для певних алгебр Галiлея довiльної
розмiрностi) та породжуючi реалiзацiї деформованих алгебр. Наприкiн-
цi роздiлу наведено ряд фiзично цiкавих диференцiальних рiвнянь та їх
систем, що iнварiантнi вiдносно дослiджених алгебр.

У параграфi 1.8 отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної ал-
гебри Лi та двох алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформацiю ал-
гебри Пуанкаре до алгебр де Сiттера.

Усi нееквiвалентнi реалiзацiї двох алгебр Пуанкаре, а саме p(1, 1) та
p(1, 2), що дiють у просторах не бiльше нiж трьох змiнних, побудовано
у параграфi 1.7, а також знайдено деформацiї цих алгебр та вiдповiднi
породжуючi реалiзацiї.

У параграфi 1.9 розглядаються диференцiальнi iнварiанти алгебр Лi
та доведено теорему про нормальну форму iнварiантної системи двох рiв-
нянь другого порядку. У цьому параграфi дослiджується алгебра Галiлея
найменшої розмiрностi, будуються її деформацiї, породжуючi реалiзацiї
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та повнi набори диференцiальних iнварiантiв: базиси диференцiальних iн-
варiантiв, оператори iнварiантного диференцiювання та визначники Лi.
Наприкiнцi параграфа наведено диференцiальнi рiвняння та їх системи,
що мають важливi застосування та iнварiантнi вiдносно найменшої ал-
гебри Галiлея та її деформацiй.

Другий роздiл дисертацiї присвячено квазiкристалам (як модельним
множинам або множинам побудованим за допомогою перерiзiв та проєк-
цiй), пов’язаним з ними майже перiодичним функцiям та їх застосуван-
ням. Вiн має наступну структуру.

У параграфi 2.1 розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу
функцiй визначених на квазiкристалах та iнших майже перiодичних мно-
жинах. Зокрема для кожної локальної функцiї вiдносно дискретної мно-
жини доведено теорему про iснування єдиної неперервної функцiї на ло-
кальнiй оболонцi цiєї дискретної множини. Побудовано загальну схему
подрiбнення для множин перерiзiв та проєкцiй ґраток з цiлими коефiцi-
єнтами та дуальних до них, що дозволяє використати у випадку квазi-
кристалiв переваги дискретних методiв перiодичних функцiй.

Параграф 2.2 присвячено квазiкристалу Фiбоначчi та застосуванню
теорiї, розробленої у параграфi 2.1, до двох аперiодичних тестових функ-
цiй на ньому. Необхiдну дискретизацiю побудовано та застосовано для
кiлькох рiзних наближень локальної функцiї ‘вiдстань до найближчої
точки квазiкристала’ та локальної функцiї ‘тип плитки квазiкристала’.
Отримана дискретизацiя є унiверсальною та може бути використана для
наближення чи iнтерполяцiї будь-яких локальних функцiй на цьому ква-
зiкристалi.

У параграфi 2.3 запропоновано застосування розривного у кожнiй точ-
цi вiдображення мiж фiзичним та внутрiшнiм просторами одновимiрних
квазiкристалiв для шифрування iнформацiї. Розроблено симетричний пе-
реставний метод шифрування, який є стiйким вiдносно обчислень, оскiль-
ки оперує лише цiлими числами. У цьому параграфi наведено властивостi
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одновимiрних квазiкристалiв, що дозволяють швидко генерувати однови-
мiрнi квазiкристали за допомогою комп’ютера (без проєкцiй) та описано
множину криптозмiнних. Розроблений метод шифрування застосовано до
кодування растрових зображень.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються орбiт-
функцiї, ортогональнi полiноми та правила галуження орбiт групи Вейля.

У першому параграфi роздiлу вивчаються властивостi орбiт-функцiй,
зокрема тривимiрних: побудовано явний вигляд їх орбiт, стабiлiзаторiв,
фундаментальних областей, розроблено їх дискретизацiю та доведено
дискретну ортогональнiсть. Також у параграфi 3.1 отримано явний ви-
гляд операторiв другого порядку для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї
та 𝑆-орбiт-функцiї є вiдповiдно розв’язками крайових задач Неймана та
Дiрiхле на вiдповiдних фундаментальних областях.

У параграфi 3.2 орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) простих алгебр Лi 𝐴𝑛

зведено до об’єднання орбiт груп Вейля максимальних редуктивних пiд-
алгебр алгебри 𝐴𝑛. Для усiх випадкiв 𝑛 ≤ 8 та нескiнченних серiй
𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1, 𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛 i 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛 побудо-
вано матрицi, що перетворюють точки орбiт 𝑊 (𝐴𝑛) у точки орбiт пiд-
алгебр. Таким чином, знайдено правила галуження орбiт групи Вейля,
що можуть бути застосованi для розкладу добуткiв орбiт-функцiй та для
теорiї зображень простих алгебр Лi. Крiм цього, у параграфi 3.2 доведе-
но еквiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-функцiй спецiальним функцiям, що
були запропонованi Клiмиком та Патерою у роботах [73,74].

Останнiй параграф роздiлу присвячено побудовi нескiнченних сiмей
ортогональних полiномiв 𝑛 змiнних. Запропоновано три методи побудови
ортогональних полiномiв виходячи з орбiт-функцiй. Доведено еквiвалент-
нiсть кiлькох вiдомих сiмей ортогональних полiномiв, зокрема, полiномiв
Чебишева, Якобi, Макдональда та Курнвiндера полiномам орбiт-функцiй.
Отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй, що дозволяють алгоритмiч-
но будувати сiм’ї ортогональних полiномiв двох та трьох змiнних. Для
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кожної з простих алгебр Лi рангiв два та три знайдено ряд полiномiв у
явному виглядi та отримано правила редукцiї полiномiв двох та трьох
змiнних до полiномiв iнших алгебр за максимальними пiдгрупами про-
стих груп Лi.

Ключовi слова: алгебра Лi, група Лi, реалiзацiя алгебри Лi, вектор-
нi поля Лi, диференцiальний iнварiант, контракцiя алгебри Лi, орбiт-
функцiя, група Вейля, квазiкристал, майже перiодична функцiя, орто-
гональний полiном, ґратка, фундаментальна область.

Abstract

Nesterenko M.O. Realizations and contractions of Lie algebras,

orbit-functions and quasicrystalls. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-

ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathematics). —

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to contractions and realizations of Lie algebras, to

the Fourier analysis of almost periodic functions and investigation of the

orbit-functions and respective orthogonal polynomials.

In the first chapter of the thesis, we survey and enhance the theoreti-

cal background of contractions and realizations of Lie algebras, moreover,

explicit contractions and realizations for some families of Lie algebras are

obtained.

Section 1.1 is devoted to the definition of contractions and to the sim-

plest types of contractions and their properties. We also propose two new

necessary conditions of contraction existence, based on subalgebras and di-

mensions of the derived algebra centralizers.

In Section 1.2 𝑆-expansions of three-dimensional real Lie algebras are

considered. It is shown, that expansion operation preserves properties of
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solvability, nilpotency and unimodularity. At the same time the combi-

nation of 𝑆-expansion and reduction allows to obtain a non-unimodular

Lie algebra from a unimodular one. Nevertheless 𝑆-expansions define no

ordering on the variety of Lie algebras of a fixed dimension.

Contractions of the complex nilpotent Lie algebras of dimensions five

and six are studied in Section 1.3. All possible pairs of nilpotent Lie alge-

bras are considered and necessary contraction conditions are verified. The

complete set of the pairs of Lie algebras that do not admit contraction is

obtained. It is also proven that contractions of complex nilpotent Lie alge-

bras of dimensions five and six are equivalent to generalized Inönu–Wigner

contractions.

Realizations of Lie algebras are considered in Section 1.4. A generaliza-

tion of the Shirokov’s algebraic method and a notion of generic realization

are proposed. The theorem on reduction of realization to the essential vari-

ables is proven.

It is shown in Section 1.5, that direct application of the parameterized

linear transformations (contraction matrices) to the Lie vector fields, that

do realize the initial Lie algebra, leads to improper realizations. To avoid

this we propose the contraction of the equivalent realization with the same

structure constants.

In Section 1.6 all inequivalent realizations of the Galilei algebras of di-

mensions not greater than five are constructed by the Shirokov’s algebraic

approach. Families of one-parametric deformations are also presented in the

explicit form and varieties of the deformed Galilei algebras are discussed.

It is also shown, that a number of well-known and physically important

equations and systems are invariant with respect to the considered Galilei

algebras or their deformations.

New generic realizations of conformal Lie algebra and two de Sitter al-

gebras are obtained in Section 1.8. Deformation of the Poincaré algebra to

both de Sitter algebras is constructed.
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In Section 1.7 all inequivalent realizations of the Poincaré algebras p(1, 1)

and p(1, 2) acting in spaces of not more than three variables are constructed.

First-order deformations of p(1, 1) and p(1, 2) are proposed and the generic

realizations for the initial and deformed Poincaré algebras are presented.

Differential invariants are considered in Section 1.9. Deformations of the

smallest Galilei algebra are constructed and deformed algebras are realized

by Lie vector fields. In the case of two dependent and one independent vari-

ables, for each realization, a basis of differential invariants and an operator

of invariant differentiation are constructed. The theorem on the normal

form of an invariant system of two second-order equations is proven. The

second chapter of the thesis is devoted to quasicrystals (model sets or cut-

and-project sets), to approximations of almost periodic functions and to

some applications of quasicrystals.

In Section 2.1 we developed a method for the discrete Fourier analysis

of almost periodic functions defined on quasicrystals.

The proposed method is tested in Section 2.2 using two almost peri-

odic functions defined on the Fibonacci quasicrystal. The two-dimensional

cut-and-project scheme is considered in all necessary details that allows to

approximate any aperiodic function on this quasicrystal.

Section 2.3 deals with the application of the qyasicrystalls to cryptog-

raphy. The key property that is used for an encryption is the everywhere

discontinuity of the ⋆-map. The proposed cypher is symmetric and applied

to raster images.

The third chapter defines and studies new special functions — orbit

functions, orthogonal polynomials and branching rules.

In Section 3.1 three dimensional continuous and discrete Fourier-like

transforms, based on the three simple and four semisimple compact Lie

groups of rank 3, are presented. For each simple Lie group, there are three

families of special functions (𝐶-, 𝑆-, and 𝐸-functions) on which the trans-

forms are constructed. Pertinent properties of the functions are described
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in detail, such as their continuous and discrete orthogonality. Moreover,

it is shown that orbit functions are eigenfunctions of some second-order

differential operators.

The orbits of Weyl groups 𝑊 (𝐴𝑛) of simple 𝐴𝑛 type Lie algebras are

reduced to the union of orbits of the Weyl groups of maximal reductive

subalgebras of 𝐴𝑛 in Section 3.2. Matrices transforming points of the orbits

of 𝑊 (𝐴𝑛) into points of subalgebra orbits are listed for all cases 𝑛 ≤ 8 and

for the infinite series of algebra-subalgebra pairs 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1,

𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛. It also shown that 𝐶-, 𝑆- and 𝐸-

functions are equivalent to the special multivariate exponential functions.

The last section of the chapter is devoted to the construction of infinite

families of orthogonal polynomials in 𝑛 variables. Three methods for the

construction of orthogonal polynomials related to the orbit functions are

proposed. The equivalence of the costructed polynomials to several known

families of orthogonal polynomials (the Chebyshev, Jacobi, MacDonald,

and Koornwinder polynomials) is proven. An explicit forms of solvable

recursions are obtained, what allows to construct orthogonal polynomials

of two and three variables algorithmically. For the simple Lie algebras of

ranks two and three, a number of explicit polynomials are presented and

the reduction rules are found.

Key words: Lie algebra, Lie group, realization of Lie algebra, vector fields,

differential invariant, contraction of Lie algebra, orbit function, Weyl group,

quasicrystal, almost periodic function, orthogonal polynomial, greed, lat-

tice, fundamental region.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дослiдження С. Лi та Ф. Клейна iнiцiювали новий
погляд на геометрiю i суттєво розширили коло її застосувань. Iдея Клейна
про те, що ключовою для геометрiї є група перетворень та тi властивос-
тi образiв у многовидах, що зберiгаються при групових перетвореннях,
суттєво вплинула на розвиток проективної, афiнної, диференцiальної та
iнших видiв геометрiй. Крiм того, використання груп та алгебр Лi при
розв’язуваннi диференцiальних рiвнянь виявилось надзвичайно ефектив-
ним iнструментом, що дозволяє не лише знаходити точнi розв’язки, а й
дає iстотну iнформацiю як при розв’язаннi рiзноманiтних задач, зокрема
i прикладного характеру, так i для дослiдження задач i побудови моде-
лей сучасної математичної та теоретичної фiзики. Широкий спектр за-
стосувань алгебр Лi стимулює подальшi дослiдження, що стосуються їх
класифiкацiй, пiдалгебр, реалiзацiй, iнварiантiв, контракцiй, деформацiй,
спецiальних функцiй та ряду iнших об’єктiв.

Контракцiї алгебр Лi знаходять застосування у рiзних галузях тео-
ретичної фiзики та математики, наприклад, при вивченнi зображень, iн-
варiантiв, спецiальних функцiй, при дослiдженнi структури множин ал-
гебр Лi, тощо. Зокрема, коефiцiєнти Вiгнера групи Евклiда E(3) було
отримано через контракцiю коефiцiєнтiв Вiгнера спецiальної ортогональ-
ної групи SO(4). Контракцiї використовують для встановлення зв’язкiв
мiж рiзноманiтними кiнематичними групами. У такий спосiб мiж собою
пов’язано кiлька алгебр Лi, якi включають релятивiстський оператор по-
ложення, та конформна група i група Шредiнгера. Контракцiї також вiдi-
грають важливу роль при описi взаємодiючих систем за допомогою дина-
мiчних груп. Наприклад, граничний процес, при якому стала зчеплення
прямує до нуля, призводить до випадку невзаємодiючих систем.
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Усi добре визначенi фiзичнi теорiї мають свої певнi фундаментальнi
групи iнварiантностi, тому реалiзацiї їх алгебр Лi диференцiальними опе-
раторами першого порядку ефективно застосовуються для їх редукцiй та
iнтегрування, а також для побудови нових iнварiантних моделей. Область
застосування класичних групових методiв iстотно розширюється завдяки
використанню реалiзацiй алгебр Лi векторними полями при iнтегруваннi
систем, що допускають принцип суперпозицiї, та при конструюваннi рiз-
ницевих схем. Побудова реалiзацiй алгебр Лi є необхiдною передумовою
для знаходження диференцiальних iнварiантiв та вiдповiдних математич-
них моделей з нетривiальною симетрiєю. Вичерпний опис нееквiвалент-
них реалiзацiй заданих алгебр Лi векторними полями також є фундамен-
тальною математичною задачею, яка має самостiйну цiннiсть.

Сучасний груповий аналiз розвивається у провiдних унiверситетах та
наукових центрах свiту, а українська школа групового аналiзу, започатко-
вана В.I. Фущичем та розвинута А.Г. Нiкiтiним, Р.З. Ждановим, М.I. Сє-
ровим, В.А. Тичинiним, В.М. Федорчуком, I.М. Цифрою, В.I. Лагном,
Р.М. Чернiгою, Р.О. Поповичем, В.М. Бойком та їхнiми учнями, посi-
дає гiдне мiсце серед них. Окрiм традицiйних задач групової класифi-
кацiї, науковцями київської школи дослiджується низка сумiжних за-
дач пов’язаних з алгебрами Лi, зокрема суперсиметрiя та суперiнтегров-
нiсть, контракцiї зображень (А. Нiкiтiн [28,116–118]), контракцiї алгебр Лi
(Р. Попович [126, 127], М. Нестеренко [108], Н. Iванова [63, 64]), контрак-
цiї реалiзацiй (Р. Попович, О. Ванєєва [140], Н. Iванова [65]), узагальненi
оператори Казiмiра (В. Бойко, Р. Попович [18, 19]), реалiзацiї алгебр Лi
(Р. Попович, В. Бойко, М. Нестеренко [128]).

У зв’язку з нещодавнiми вiдкриттями виникають новi задачi пов’язанi
з групами Вейля простих алгебр Лi, групами Коксетера, скiнченними гру-
пами та аперiодичними мозаїками. Так, у 1982 роцi Д. Шехтманом були
вiдкритi фiзичнi квазiкристали. Це вiдкриття та необхiднiсть дослiджень
пов’язаних з ними явищ у фiзицi твердого тiла вимагають побудови якi-
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сних та строгих математичних моделей квазiкристалiв та розвитку ана-
лiзу функцiй ‘чутливих’ до квазiкристалiв, що можуть бути розв’язанi з
використанням простих груп та дуальних до них.

У задачах сучасної математики та математичнiй фiзицi зокрема, все
частiше виникає потреба використовувати системи координат та ґрат-
ки, що не є прямокутними. Яскравим прикладом є задача дискретизацiї
комплексного аналiзу, яку I. Диннiкову та С. Новiкову вдалось успiшно
розв’язати, використовуючи трикутнi ґратки. Крiм цього, iнтенсивне зро-
стання кiлькостi тривимiрних даних та потреба у їх обробцi та аналiзi,
обґрунтовують дослiдження спецiальних орбiт-функцiй, якi були вперше
введенi у 2005 роцi Ї. Патерою. Вони мають властивiсть симетрiї вiдносно
дiї афiнної групи Вейля, тому природнiм чином пов’язанi з непрямоку-
тними системами координат, можуть застосовуватись для перетворень
аналогiчних перетворенню Фур’є та природно узагальнюють вiдомi полi-
номи малої кiлькостi змiнних до полiномiв бiльшої кiлькостi змiнних.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-
тики НАН України в рамках тем “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiй-
них моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436), “Симетрiя, суперси-
метрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiвнянь” (номер держреєстра-
цiї 0110U008615), “Симетрiя, суперсиметрiя та суперiнтегровнiсть рiв-
нянь математичної фiзики” (номер держреєстрацiї 0116U003059), “Ана-
лiтичнi та груповi методи дослiдження математичних моделей сучасно-
го природознавства” (номер держреєстрацiї 0117U002119), “Класифiка-
цiя симетрiй та точнi розв’язки нелiнiйних моделей фiзичних та бiологi-
чних процесiв” (номер держреєстрацiї 0118U003803), “Симетрiя та iнте-
гровнiсть рiвнянь сучасної математичної фiзики” (номер держреєстрацiї
0120U100173).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи — розви-
ток теорiї контракцiй та теорiї реалiзацiй алгебр Лi, а також побудова
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контракцiй, деформацiй, реалiзацiй i диференцiальних iнварiантiв фiзи-
чно важливих алгебр Лi. Розробка нових методiв для дослiдження ква-
зiкристалiв та вивчення властивостей орбiт-функцiй, пов’язаних з непря-
мокутними ґратками.

Об’єктом дослiдження є нiльпотентнi алгебри Лi, алгебри де Сiттера,
Пуанкаре та Галiлея, конформна алгебра, орбiт-функцiї, квазiкристали та
майже перiодичнi функцiї.

Предметом дослiдження є групи та алгебри Лi, реалiзацiї, контрак-
цiї, деформацiї, диференцiальнi iнварiанти та 𝑆-розширення алгебр Лi,
а також множини перерiзiв та проєкцiй, скiнченнi групи, дуальнi групи,
групи Вейля, їх ґратки, пiдгрупи, орбiти та фундаментальнi областi, ор-
тогональнi полiноми багатьох змiнних.

Методи дослiдження. Теоретико-груповi методи, методи алгебраїчних
iнварiантiв та методи лiнiйної алгебри застосовувались при дослiдженнi
контракцiй; iнфiнiтезимальний метод Лi, методи диференцiальної геоме-
трiї та алгебраїчний метод I. Широкова були використанi для побудови
реалiзацiй; методи теорiї зображень та теорiї простих груп Лi викори-
стовувалися при дослiдженнi орбiт-функцiй та ортогональних полiномiв;
теоретико-груповi методи, методи скiнченних груп та дуальних до них
застосовувалися для побудови дискретного аналiзу майже перiодичних
функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Запропоновано двi новi необхiднi умови iснування контракцiй,
пов’язанi з пiдалгебрами i розмiрнiстю централiзатора похiдної, та
доведено вiдповiднi теореми.

2. Дослiджено 𝑆-розширення тривимiрних дiйсних алгебр Лi. Показано,
що процедура 𝑆-розширення зберiгає властивостi розв’язностi, нiль-
потентностi та унiмодулярностi, при цьому 𝑆-розширення та редукцiя
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алгебр Лi дозволяють отримати неунiмодулярнi алгебри Лi з унiмо-
дулярних.

3. Для комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та
шiсть встановлено перелiки необхiдних умов, якi є достатнiми для
визначення пар алгебр, що допускають контракцiї. Доведено, що кон-
тракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та
шiсть еквiвалентнi узагальненим контракцiям Iньоню–Вiгнера.

4. Доведено теорему про зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних та уза-
гальнено алгебраїчний метод I. Широкова для побудови реалiзацiй
алгебр Лi як проєкцiй лiвоiнварiантних векторних полiв. Запропоно-
вано конструктивний метод побудови параметризованих реалiзацiй,
що є точними та збiгаються до реалiзацiй контрактованої алгебри Лi.

5. Побудовано реалiзацiї алгебр Пуанкаре p(1, 1) та p(1, 2) у просторах
не бiльше нiж трьох змiнних, а також знайдено деформацiї цих алгебр
i їх породжуючi реалiзацiї.

6. Для алгебр Галiлея розмiрностей не вище за п’ять побудовано повний
набiр нееквiвалентних реалiзацiй; зокрема, усi неточнi реалiзацiї та
усi реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Галiлея є новими. Також знайдено
деформацiї алгебр Галiлея та їх породжуючi реалiзацiї.

7. Отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної алгебри Лi та двох
алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформацiю алгебри Пуанкаре
до алгебр де Сiттера.

8. Доведено теорему про нормальну форму iнварiантної системи двох
рiвнянь другого порядку та знайдено деформацiї, породжуючi реа-
лiзацiї та повнi набори диференцiальних iнварiантiв для найменшої
алгебри Галiлея.

9. Розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу майже перiодичних
функцiй, визначених на квазiкристалах. Новий метод протестовано
на аперiодичних функцiях квазiкристала Фiбоначчi. Запропоновано
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симетричний переставний метод шифрування, що використовує всю-
ди розривне перетворення точок квазiкристала у точки вiкна; метод
використано для кодування растрових зображень.

10. Дослiджено властивостi орбiт-функцiй, зокрема тривимiрних: побу-
довано явний вигляд їхнiх орбiт, стабiлiзаторiв, фундаментальних
областей, розроблено їхню дискретизацiю та доведено дискретну ор-
тогональнiсть. Отримано явний вигляд операторiв другого порядку,
для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї та 𝑆-орбiт-функцiї це вiдповiд-
но, розв’язки крайових задач Неймана та Дiрiхле.

11. Побудовано правила галуження орбiт групи Вейля простих алгебр Лi
𝐴𝑛 та доведено еквiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-функцiй спецiаль-
ним експоненцiйним функцiям багатьох змiнних, введених А. Клiми-
ком та Ї. Патерою.

12. Запропоновано три методи побудови ортогональних полiномiв вихо-
дячи з орбiт-функцiй. Доведено еквiвалентнiсть кiлькох вiдомих сi-
мей ортогональних полiномiв, зокрема, полiномiв Чебишева, Якобi,
Макдональда та Курнвiндера полiномам орбiт-функцiй. Отримано
явний вигляд розв’язних рекурсiй, що дозволяють алгоритмiчно буду-
вати сiм’ї ортогональних полiномiв двох та трьох змiнних. Знайдено
правила редукцiї полiномiв двох та трьох змiнних до полiномiв iнших
алгебр за максимальними пiдгрупами простих груп Лi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть бути
застосованi для дослiдження зв’язкiв мiж теорiями i моделями фiзики,
бiологiї чи економiки, якi iнварiантнi вiдносно рiзних алгебр Лi, для по-
будови рiвнянь та моделей, iнварiантних вiдносно певних алгебр Лi, для
аналiзу та обчислення функцiй на квазiкристалах та ґратках напiвпро-
стих груп Лi.
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Особистий внесок здобувачки. Усi результати, що виносяться на за-
хист, одержано дисертанткою самостiйно. У роботах, якi опублiковано
разом з iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У роботах [1, 3–6, 9] усi основнi результати i їхнє доведення дисертан-
тка отримала самостiйно, С. Пошта перевiряв обчислення та брав участь
в обговореннi результатiв.

У роботi [2] усi результати дисертантка отримала самостiйно, М. Миро-
нова брала участь у перевiрцi обчислень та перекладi статтi англiйською.

У статтi [7] постановка задачi, план дослiдження й доведення основ-
них результатiв належить дисертантцi, О.В. Ванєєва показала, що рiв-
няння типу Бюргерса, Кортевега–де Фрiза третього й п’ятого порядкiв,
Кавахари та реакцiї–дифузiї є iнварiантними вiдносно алгебр Галiлея чи
їхнiх деформацiй, а також перевiрила основнi результати щодо реалiзацiй,
С. Пошта брав участь у обчисленнi реалiзацiй i обговореннi результатiв.

У роботах [21, 22] дисертантцi належить уточнення постановки за-
дач, розробка методiв дослiдження, та доведення теореми про нормальну
форму системи, О.В. Гапоновiй — опис систем двох звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр
Лi розмiрностi не вищої за чотири.

У статтях [12, 13] постановка задачi та загальне керiвництво дослi-
дженнями належить Ї. Патерi, основнi результати — дисертантцi, А. Те-
решкевич виконала перевiрку обчислень.

У роботах [16–18, 20] постановка задачi та обґрунтування актуальностi
належать Ї. Патерi, основнi результати цих робiт — дисертантцi.

У статтi [14] постановка задачi та обґрунтування актуальностi дослi-
джень належить Ї. Патерi, дисертантка побудувала рекурентнi спiввiд-
ношення та правила редукцiї для ортогональних полiномiв, М. Заєвська
побудувала вiдображення фундаментальних областей для ортогональних
полiномiв та повторила обчислення редукцiй полiномiв, А. Терешкевич
виконала перевiрку обчислень.
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У роботi [15] постановка задачi належить Ї. Патерi, дисертантка та
М. Ларош незалежно виконали всi обчислення правил галуження та по-
рiвняли отриманi результати.

У роботi [19] постановка задачi належить Ї. Патерi, уточнення поста-
новки задачi, вибiр методiв i розробка плану дослiдження та загальне
керiвництво належить Р. Мудi, дисертантка вивела необхiднi формули,
виконала обчислення та протестувала отриманий метод на квазiкристалi
Фiбоначчi.

У роботi [23] постановка задачi належить Ї. Патерi, дисертантцi нале-
жать розробка методу шифрування, а Д. Жавроцькому належить вибiр
об’єкту для тестування методу та розробка програмного забезпечення.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiд-
алися на мiжнародних конференцiях: “Bogolyubov Kyiv Conference:
Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Київ, 2019), “Сучаснi
науково-методичнi проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2018);
Fourth Conference “Symmetries of Discrete Systems and Processes” (Де-
чин, Чеська республiка, 2017), мiжнародних симпозiумах: “Group Analysis
of Differential Equations and Integrable Systems” (Протарас, Кiпр, 2008,
2010; Ларнака, Кiпр, 2014, 2016, 2018), XXVth International Conference on
Integrable Systems and Quantum symmetries (Прага, Чеська республiка,
2017), “Supersymmetries and Quantum Symmetries” (Дубна, Росiя, 2013),
CMS–MITACS Joint Conference 2007 (Вiннiпег, Канада, 2007), мiжнаро-
дних семiнарах: Lie ALgebra Workshop of University of Ottawa (Отта-
ва, Канада, 2007), CRM–Fields–MITACS Workshop on Lie Groups, Group
Transforms and Image Processing (Торонто, Канада, 2008) Workshop on
Representation Theory (Нiкосiя, Кiпр, 2009) “Симетрiя та iнтегровнiсть
рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011, 2013, 2015, 2016, 2018),
“A Century of Noether’s Theorem and Beyond” (Опава, Чеська Республi-
ка, 2018), а також на мiжнародних конференцiях молодих математикiв
(Київ, 2015, 2019).
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Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й обго-
ворювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнсти-
туту математики НАН України (керiвник семiнару — член-кореспондент
НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн, 2007–2021), а також на засiданнi
Вченої ради Iнституту математики НАН України (2012, 2018), науково-
му семiнарi “Алгебраїчний семiнар Київського нацiонального унiверсите-
ту iменi Тараса Шевченка” (керiвники семiнару — професор Ю.А. Дрозд,
професор А.С. Олiйник, професор А.П. Петравчук, 2020), науковому семi-
нарi кафедри математичної фiзики, механiко-математичного факультету
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка “Асимпто-
тичнi та аналiтичнi методи для задач математичної фiзики” (керiвники
семiнару — професор Т.А. Мельник, професор В.Г. Самойленко, 2021), на-
уковому семiнарi кафедри математики Чеського технiчного унiверситету
у Празi (Чехiя, 2017), науковому семiнарi з математичної фiзики Центру
математичних дослiджень унiверситету Монреалю (Канада, 2008).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 39 наукових публiкацiях.
Основнi результати опублiковано у наукових фахових виданнях України
[2, 21] i наукових перiодичних виданнях iнших держав [1, 3–20]. Роботи [1,
3–10, 12, 14, 15, 17–19] проiндексованi у мiжнароднiй наукометричнiй базi
Scopus, а роботи [3–5, 7, 8, 10, 13–15, 17–19] проiндексованi у мiжнароднiй
наукометричнiй базi Web of Science. Загалом науковi роботи М.О. Несте-
ренко зiбрали на сьогоднi 183 та 192 цитування у наукометричних базах
Web of Science та Scopus вiдповiдно. Результати дисертацiї додатково вiд-
ображено в публiкацiях [22, 23], а також у тезах доповiдей у матерiалах
мiжнародних конференцiй [24–39]. Кожна зi статей [7, 14, 15, 18, 19], як
опублiкована у виданнi зi квартиля Q1 (вiдповiдно до класифiкацiї SCI-
mago Journal and Country Rank), прирiвнюється до трьох публiкацiй, а
кожна з робiт [5, 10], як опублiкована у виданнi зi квартиля Q3, — до
двох публiкацiй (п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019), отже,
21 стаття, у яких вiдображено основнi результати дисертацiї, зарахову-
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ється як 33 фаховi публiкацiї. Роботи [2, 6, 7, 9, 11–19, 22] проiндексовано
у базi Zentrablatt Math, а роботи [6, 7, 9, 11–19] проiндексовано у базi
MathSciNet. Статтi [8, 10, 11] — одноосiбнi.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiс-
тить 148 найменувань, i трьох додаткiв. Повний обсяг дисертацiї стано-
вить 327 сторiнок, iз них список використаних джерел мiститься на 13
сторiнках, а додатки — на 18 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано задачi, що
дослiджуються у дисертацiї, та стисло викладено отриманi результати.
Основну частину роботи становлять три роздiли. На початку кожного
роздiлу коротко наведено основнi результати, що мiстяться в ньому.

У першому роздiлi дисертацiї дослiджуються реалiзацiї та контракцiї
алгебр Лi, а також диференцiальнi iнварiанти та 𝑆-розширення.

Параграф 1.1 присвячено теорiї контракцiй (граничних переходiв мiж
алгебрами Лi), у ньому наведено кiлька типiв означень, розглянуто основ-
нi типи контракцiй та доведено ряд тверджень.

Задача встановлення iснування та побудови контракцiї для заданої
пари алгебр Лi за означенням надзвичайно складна та громiздка, тому
ефективним шляхом дослiдження контракцiй є iнтенсивне використання
необхiдних умов, що базуються на величинах, iнварiантних або напiвiн-
варiантних вiдносно контракцiй.

У дисертацiйнiй роботi запропоновано двi новi необхiднi умови, якi
доповнюють уже наявний набiр необхiдних умов до достатнього для ком-
плексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть.

Нехай g′ — це похiдна 𝑛-вимiрної алгебри Лi g. Централiзатором по-
хiдної g′ алгебри Лi g (позначатимемо 𝐶g(g

′)) є набiр елементiв алгебри
g, якi комутують з усiма елементами з g′.
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Твердження 1.8. Якщо алгебра Лi g0 є власною контракцiєю алгебри
Лi g, то має мiсце нерiвнiсть dim𝐶g(g

′) 6 dim𝐶g0(g0
′).

Твердження 1.10. Нехай алгебра Лi g0 є контракцiєю алгебри Лi g та
алгебра g мiстить пiдалгебру s. Тодi алгебра g0 мiстить пiдалгебру s0

тiєї самої розмiрностi, dim s0 = dim s.

Систематичне вивчення контракцiй алгебр Лi може бути здiйснене
дослiдженням усiх можливих контракцiй алгебр Лi заданої розмiрностi,
проте це вимагає попередньої класифiкацiї таких алгебр з точнiстю до
невироджених лiнiйних перетворень. У загальному випадку така класи-
фiкацiйна задача є дикою, хоча i розв’язана для алгебр Лi розмiрностей,
не вищих за шiсть. Iнший пiдхiд, який може бути застосований, це дослiд-
ження контракцiй всерединi певних класiв алгебр Лi, замкнених вiдносно
контракцiй; такими є множини нiльпотентних, розв’язних, унiмодулярних
алгебр Лi та множини алгебр Лi з абелевим iдеалом корозмiрностi один
i подiбнi до них. Саме дослiдженню контракцiй комплексних нiльпотен-
тних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть присвячено параграф 1.3,
у ньому, зокрема, було доведено такi твердження.

Лема 1.14. Наступний набiр необхiдних умов є достатнiм для ви-
окремлення пар п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем
комплексних чисел, для яких iснує контракцiя.

Якщо алгебра Лi 𝑔0 є власною контракцiєю алгебри Лi 𝑔, то викону-
ються умови:

1) dim𝒪(𝑔0) < dim𝒪(𝑔), де 𝒪(𝑔) — це орбiта пiд дiєю GL(𝑉 );

2) 𝑛Ai(𝑔0) ≥ 𝑛Ai(𝑔), де 𝑛Ai(𝑔) — максимальна розмiрнiсть абелевого
iдеалу;

3) dim 𝑔𝑙0 ≤ dim 𝑔𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, де 𝑔1 = [𝑔, 𝑔], 𝑔2 = [𝑔1, 𝑔], 𝑔3 = [𝑔2, 𝑔];

4) dim𝑍(𝑔0) ≥ dim𝑍(𝑔), де 𝑍(𝑔) — центр алгебри;

5) dim𝐶𝑔(𝑔
′) ≤ dim𝐶𝑔(𝑔0

′), де 𝐶𝑔(𝑔
′) — централiзатор похiдної ал-

гебри.
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Твердження 1.15. Усi, крiм однiєї, контракцiї нiльпотентних алгебр
Лi розмiрностi не вищої за п’ять еквiвалентнi звичайним контракцiям
Iньоню–Вiгнера.

Контракцiя g5.6 → g5.4 є єдиною контракцiєю нiльпотентних
п’ятивимiрних алгебр Лi, що не може бути отримана простою кон-
тракцiєю Iньоню–Вiгнера. Для цiєї пари мiнiмальною додатною сигна-
турою є набiр (1, 0, 1, 2, 1).

Два аналогiчнi твердження доведено для шестивимiрних нiльпотен-
тних алгебр Лi, але контракцiї шестивимiрних нiльпотентних алгебр еквi-
валентнi узагальненим контракцiям Iньоню–Вiгнера i достатнiй перелiк
складається з семи необхiдних умов. Також у параграфi 1.3 детально роз-
глянуто випадок контракцiї мiж характеристично нiльпотентними алге-
брами Лi розмiрностi сiм, що демонструє неунiверсальнiсть узагальнених
контракцiй Iньоню–Вiгнера навiть для множини нiльпотентних алгебр Лi.

1961 року А. Зайцев [2] сформулював гiпотезу про те, що усi розв’язнi
алгебри Лi фiксованої розмiрностi можна отримати за допомогою кон-
тракцiй з напiвпростих алгебр Лi тiєї самої розмiрностi, та запропонував
застосувати контракцiї для ‘граничної класифiкацiї’ розв’язних алгебр
Лi. 1981 року аналогiчну гiпотезу сформулювали Селеджiнi та Тарлiнi.
Насправдi таке припущення хибне, оскiльки контракцiя зберiгає власти-
вiсть унiмодулярностi, а також тому, що напiвпростi алгебри Лi iснують
не для всiх розмiрностей.

У параграфi 1.2 дисертацiйної роботи гiпотезу Зайцева було перегля-
нуто у термiнах 𝑆-розширень.

Якщо 𝑆 = {𝜆𝛼} — це абелева напiвгрупа порядку 𝑁 , а iндекси 𝛼, 𝛽
та 𝛾 змiнюються вiд 1 до 𝑁 , то (𝑛 · 𝑁)-вимiрна 𝑆-розширена алгебра Лi
G := 𝑆 × g породжується базисними елементами {𝑒(𝑖,𝛼) = 𝜆𝛼𝑒𝑖} i визна-
чається структурними сталими

𝑐
(𝑘,𝛾)
(𝑖,𝛼)(𝑗,𝛽) =

⎧⎨⎩𝑐𝑘𝑖𝑗, якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 = 𝜆𝛾,

0, у рештi випадкiв.
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Проведенi у параграфi 1.2 дослiдження 𝑆-розширень дiйсних триви-
мiрних алгебр Лi дозволили сформулювати наступне твердження.

Твердження 1.13. 𝑆-розширення алгебр Лi зберiгають властивостi
унiмодулярностi, розв’язностi та нiльпотентностi.

𝑆-розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунi-
модулярнi алгебри Лi з унiмодулярних, проте, при цьому порушується
вiдношення порядку на многовидi алгебр Лi заданої розмiрностi.

Четвертий параграф першого роздiлу дисертацi присвячено задачам,
пов’язаним з реалiзацiями алгебр Лi векторними полями вигляду

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
, де 𝑚 ∈ N — фiксоване.

У цьому параграфi сформульовано означення реалiзацiї та їх еквiвалент-
ностi, запропоновано поняття рангу реалiзацiї та суттєвих змiнних. А та-
кож розглянуто алгебраїчний метод побудови лiвоiнварiантних векторних
полiв запропонований I. Широковим, що полягає у вiдновленнi компонент
векторних полiв з дуальних компонент лiвоiнварiантних диференцiаль-
них один-форм обчислених для канонiчних координат другого роду. Ви-
користовуючи опис iнварiантних просторiв примiтивних, транзитивних
та iнтранзитивних груп Лi, а також загальний вигляд iнфiнiтезимальних
генераторiв груп Лi, алгебраїчний метод Широкова узагальнено для по-
будови реалiзацiй алгебр Лi методом проєкцiї лiвоiнварiантних векторних
полiв на простори змiнних, якi комплементарнi до iнварiантних пiдпро-
сторiв.

Використовуючи iнварiанти нульового порядку, доведено теорему про
зведення реалiзацiї алгебри Лi до суттєвих змiнних.

Твердження 1.27. Нехай 𝑅 : g → Vect(�̃�) — реалiзацiя рангу
𝑟 = rank𝑅 < 𝑚, де 𝑚 = dim �̃� . Тодi iснує еквiвалентна їй реалiзацiя
�̃�(𝑦) : g → Vect(�̃�), така, що коефiцiєнти базисних векторних полiв
𝜉𝑙𝑖(𝑦) = 0 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑙 = 𝑟 + 1, . . . ,𝑚.
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У параграфi 1.5 дослiджено питання контракцiї реалiзацiї та запро-
поновано метод побудови параметризованої реалiзацiї, що збiгається до
реалiзацiї контрактованої алгебри Лi.

Узагальнений алгебраїчний метод Широкова застосовано для побудо-
ви нових реалiзацiй алгебр Галiлея, Пуанкаре, конформної та де Сiттера.
А саме, у параграфi 1.6 дослiджено п’ять найменших алгебр Галiлея: ал-
гебри розмiрностей три, чотири та п’ять. Для кожної з алгебр побудовано
повний набiр нееквiвалентних реалiзацiй, серед них неточнi реалiзацiї та
реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Галiлея побудовано вперше. Крiм цього,
у параграфi побудовано деформацiї алгебр Галiлея та породжуючi реа-
лiзацiї деформацiй, частина з деформацiй отримана для алгебр Галiлея
довiльної розмiрностi. Наприкiнцi роздiлу наведено ряд фiзично цiкавих
диференцiальних рiвнянь та їх систем, що iнварiантнi вiдносно алгебр
Галiлея та їх деформацiй.

Для прикладу розглянемо двi п’ятивимiрнi алгебри Галiлея: розши-
рену алгебру Галiлея AG2(1) та редуковану спецiальну алгебру Галiлея
AḠ3(1). Алгебра AG2(1) = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷⟩ з комутацiйними спiввiдно-
шеннями

[𝐺, 𝑇 ] = 𝑃, [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝑃,𝐷] = 𝑃, [𝑇,𝐷] = 2𝑇, [𝐺,𝑃 ] =𝑀

iзоморфна розв’язнiй алгебрi g−25.30 за класифiкацiєю Мубаракзянова, а не-
розв’язна нерозкладна алгебра AḠ3(1) = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷, 𝑆⟩ з комутацiйни-
ми спiввiдношеннями

[𝑇,𝐺] = −𝑃 [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝐷,𝑃 ] = −𝑃, [𝐷,𝑇 ] = −2𝑇,

[𝑆, 𝑃 ] = 𝐺, [𝐷,𝑆] = 2𝑆, [𝑇, 𝑆] = 𝐷

вiдповiдає алгебрi з розкладом Левi–Мальцева sl(2,R) ∈ 2𝐴1.
Класифiкацiя реалiзацiй цих алгебр цiкава не лише для фiзичних за-

стосувань (алгебра AḠ3(1), наприклад, є максимальною алгеброю симет-
рiї рiвняння Бюргерса), а також є важливою самостiйною математичною
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задачею, оскiльки класифiкацiя реалiзацiй п’ятивимiрних алгебр Лi на-
разi не отримана. Повний перелiк реалiзацiй цих алгебр є досить громi-
здким i наведений у додатку Б дисертацiйної роботи, наведемо лише їх
породжуючi реалiзацiї, що вiдповiдають примiтивнiй дiї вiдповiдної ло-
кальної групи Лi, або, що те саме, нульовiй пiдалгебрi.

Реалiзацiя алгебри AG2(1) з комплементарним до пiдалгебри базисом
{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝐺} має вигляд:

𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3,

𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2+e𝑥4𝜕5, 𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4.

А реалiзацiя алгебри AḠ3(1) з комплементарним до пiдалгебри базисом
{𝐺, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝑆} має вигляд:

𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝑥23𝜕3+𝑥3𝜕4+e2𝑥4𝜕5, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+𝜕3.

Усi нееквiвалентнi реалiзацiї двох алгебр Пуанкаре, а саме p(1, 1) та
p(1, 2), у просторах не бiльше нiж трьох змiнних, побудовано у парагра-
фi 1.7. Крiм цього, знайдено деформацiї цих алгебр та породжуючi реа-
лiзацiї.

У параграфi 1.8 отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної ал-
гебри Лi та двох алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформацiю ал-
гебри Пуанкаре до алгебр де Сiттера.

Останнiй параграф першого роздiлу присвячено диференцiальним iн-
варiантам алгебр Лi. У цьому параграфi дослiджується алгебра Галiлея
найменшої розмiрностi, будуються її деформацiї, породжуючi реалiзацiї
та повнi набори диференцiальних iнварiантiв: базиси диференцiальних iн-
варiантiв, оператори iнварiантного диференцiювання та визначники Лi.
Наприкiнцi параграфа зiбрано диференцiальнi рiвняння та їх системи, що
мають важливi застосування та iнварiантнi вiдносно найменшої алгебри
Галiлея та її деформацiй.
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При дослiдженнi iнварiантних систем двох звичайних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку, зокрема систем ньютонiвського типу, вини-
кає питання про можливiсть запису такої системи у нормальнiй формi

�̈� = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�),

𝑦 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�).
(1.41)

Аналiзуючи множини диференцiальних iнварiантiв було доведено кри-
терiй iснування iнварiантних систем вигляду (1.41) для заданої алгеб-
ри Лi.

Твердження 1.39. Алгебра Лi векторних полiв допускається нормаль-
ною регулярною системою типу (1.41) тодi i тiльки тодi, коли ранги
першого i другого продовження реалiзацiї спiвпадають.

Другий роздiл дисертацiї присвячено квазiкристалам (як модель-
ним множинам або множинам, побудованим за допомогою перерiзiв та
проєкцiй), пов’язаним з ними майже перiодичним функцiям та їх засто-
суванням.

Характерною для квазiкристалiв є структурована далекосяжна впо-
рядкованiсть, для якої вiдсутнiй перiодичний порядок. Квазiкристали,
квазiкристалiчнi фотоннi кристали, хвильовi експерименти Фарадея та
ряд iнших фiзичних об’єктiв i явищ демонструють властивостi майже
перiодичностi. Типовим прикладом є потенцiальне поле фiзичного квазi-
кристала, у цьому випадку потенцiал — це аперiодична функцiя, що нале-
жить до множини майже перiодичних функцiй (або локальних функцiй).
Зазвичай подiбнi структури моделюються вибором частини об’єкта до-
слiдження та накладанням перiодичних крайових умов. Такий пiдхiд не
є цiлком задовiльним, оскiльки майже перiодичний порядок принципово
вiдрiзняється вiд перiодичного i неспiврозмiрнiсть, що лежить в основi
квазiкристалiв, впливає на кожну з частин теорiї.

У параграфi 2.1 розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу май-
же перiодичних (локальних) функцiй, визначених на квазiкристалах. Тут
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наведено означення локальної функцiї, яке спрощено можна пояснити та-
ким чином: функцiя 𝑓 : R𝑑 → C локальна вiдносно квазiкристала Λ має
‘близькi значення’ 𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑦) у точках 𝑥 та 𝑦, якщо локальнi оточення
Λ в точках 𝑥 та 𝑦 — ‘подiбнi’; iнакше кажучи, функцiя ‘вiдчуває’ точки,
що належать квазiкристалу. У цьому параграфi також доведено теоре-
му про iснування та єдинiсть неперервної функцiї на локальнiй оболонцi
дискретної множини Λ для кожної локальної функцiї вiдносно Λ.

У дисертацiйнiй роботi детально дослiджуються точковi множини Λ ⊂
R𝑑, якi є множинами перерiзiв та проєкцiй i задаються наступною схемою

R𝑑 ||←− R𝑑 × R𝑑 ⊥−→ R𝑑

∪

𝐿
1−1←− ̃︀𝐿 щiльний образ−→ 𝐿′

тут ̃︀𝐿 — це ґратка в R𝑑 × R𝑑, яка орiєнтована таким чином, що проєкцiї
ґратки на простори R𝑑 будуть вiдповiдно щiльними та взаємно однозна-
чними. Простiр R𝑑 лiворуч на схемi є фiзичним простором, тобто про-
стором, якому буде належати квазiкристал Λ, а простiр R𝑑 праворуч є
внутрiшнiм простором, який буде використовуватися для контролю про-
єкцiї ґратки ̃︀𝐿 у фiзичний простiр. Образ ̃︀𝐿 пiд дiєю проєкцiї у фiзичний
простiр позначається 𝐿. Для дискретизацiї використовується рацiональна
оболонка Q̃︀𝐿, її вiдповiднi проєкцiї та класи спряженостi. Позначивши че-
рез �̃�, 𝑥 та 𝑥′ елементи з ̃︀𝐿, їх лiвi та правi проєкцiї, отримаємо �̃� = (𝑥, 𝑥′),
де 𝑥 пробiгає 𝐿. Перетворення ( · )′ пов’язує фiзичний та внутрiшнiй про-
стори: ( · )′ : 𝐿→ 𝐿′, при цьому 𝑥 ↦→ 𝑥′. Обравши компактну пiдмножину
Ω у внутрiшньому просторi (вiкно), яка спiвпадає зi своїм замиканням та
має границю мiри нуль, визначимо квазiкристал Λ:

Λ(Ω) := {𝑥 | �̃� ∈ ̃︀𝐿, 𝑥′ ∈ Ω}.

У параграфi 2.1 побудовано загальну схему подрiбнення для ґраток з
цiлими коефiцiєнтами та дуальних до них. В основi зв’язку мiж майже
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перiодичнiстю функцiї у фiзичному просторi та перiодичнiстю у просто-
рi вищої розмiрностi є природне вкладення евклiдового простору у тор
R𝑑 −→ T, що дозволяє застосувати до майже перiодичних функцiй на
квазiкристалах переваги дискретних методiв перiодичних функцiй.

Параграф 2.2 присвячено квазiкристалу Фiбоначчi та застосуванню
теорiї, розробленої у параграфi 2.1, до двох аперiодичних тестових функ-
цiй на ньому. Детально дослiджено двовимiрну схему перерiзiв та про-
єкцiй, що породжує одновимiрний квазiкристал Фiбоначчi, та у явному
виглядi побудовано дуальнi ґратки i сiтки та їх проєкцiї на фiзичний
простiр квазiкристала (точки даних). Отримана дискретизацiя є унiвер-
сальною та може бути використана для наближення чи iнтерполяцiї будь-
яких локальних функцiй квазiкристала Фiбоначчi. Цю дискретизацiю за-
стосовано для кiлькох рiзних наближень локальної функцiї ‘вiдстань до
найближчої точки квазiкристала’ та локальної функцiї ‘тип плитки ква-
зiкристала’.

Для iлюстрацiї стисло розглянемо лише кiнцевий етап наближення
майже перiодичних функцiй для одновимiрного квазiкристала Фiбонач-
чi, коли дискретизацiю тора (побудову дуальної ґратки) вже виконано.
Позначимо через 𝑓 exact(𝑥) скiнченнi суми, що наближають функцiю 𝑓(𝑥),
𝑥 ∈ R:

𝑓 exact(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

𝑎𝑘e
2𝜋i(𝑘|𝑥), 𝑥 ∈ R.

Тепер замiнимо коефiцiєнти 𝑎𝑘 у 𝑓 exact(𝑥) на їхнi наближення

𝑎int𝑘 :=
1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑓(𝑥)e−2𝜋i(𝑘|𝑥)d𝑥 (2.45)

та позначимо отриману функцiю 𝑓 int(𝑥). Використовуватимемо рiзнi зна-
чення 𝑅, якi вiдповiдають набору повних шляхiв у фундаментальнiй
областi.

Iнтеграли (2.45) замiнюються на скiнченнi суми, де iнтегрант об-
числюється на скiнченному наборовi точок, якi походять з проєкцiй
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{𝑢1, . . . , 𝑢𝑁2} отриманих з 𝑁 2 дискретних точок у фундаментальнiй об-
ластi 𝐶, спроєктованих на обрану (за допомогою числа 𝑅) частину фiзи-
чного простору:

𝑎sum𝑘 :=
1

𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗).

Остаточна апроксимацiя функцiї 𝑓 exact(𝑥) позначається 𝑓 sum(𝑥), це i є
шуканим наближенням:

𝑓 sum(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

⎧⎨⎩ 1

𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗)

⎫⎬⎭ e2𝜋i(𝑘|𝑥).

Воно обчислюється з точок даних у R, є скiнченною сумою експоненцiй-
них функцiй iз частотами з модуля Фур’є функцiї 𝑓 , використовує дис-
кретнi групи, що походять iз перiодичностi схеми перерiзiв та проєкцiй.
За побудовою функцiя 𝑓 sum є майже перiодичною та наближає пiдняту
функцiю 𝐹 на всiй прямiй, що обвиває тор.

Отже, маємо чотири функцiї: 𝑓 , 𝑓 exact, 𝑓 int, 𝑓 sum, усi визначенi для всiх
𝑥 ∈ R. Три наближенi функцiї залежать вiд кiлькостi 𝑀 частин шляху,
що проходять через фундаментальну область, та вiд кiлькостi 𝑁 2 точок
сiтки ̃︁𝐿𝑁 у фундаментальнiй областi 𝐶. Кожне з цих чисел обмежує повну
суму ряду Фур’є–Бора до однакового скiнченного набору частот 𝐾.

На рис. 2.7 наведено приклад наближення функцiї 𝑓(𝑡), що визначає
вiдстань вiд точки 𝑡 до найближчої точки квазiкристала Фiбоначчi Λ. Це
неперервна та кусково-лiнiйна функцiя, яка є локальною вiдносно Λ.

Зауважимо, що вiдхилення наближених функцiй лiворуч вiд поча-
тку координат пов’язане з тим, що у ту саму частину тора перетворю-
ються два простори, розглянутий квазiкристал Фiбоначчi та множина
Λ̂((−1, 1𝜏 ]), яка вiдрiзняється вiд нашої Λ у двох точках, що походять
з кiнцiв iнтервалу [−1, 1𝜏 ).

Варто зазначити, що запропонований метод наближає майже перiоди-
чну функцiю не на обмеженiй областi (вiдрiзку, iнтервалi), а на усьому



38

Рис. 2.7. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 . Пунктирна лiнiя — наближення 𝑓 sum,
а штрихова лiнiя — наближення 𝑓 int. Обидвi апроксимацiї обчислено з використанням
𝑁2 = 49 точок сiтки у фундаментальнiй областi 𝐶 та 𝑀 = 11 частин шляху в 𝐶,
вiдповiдний iнтервал iнтегрування 𝑅 ≈ 23,30.

Рис. 2.10. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 . Пунктирна лiнiя — наближення 𝑓 sum,
а штрихова лiнiя — наближення 𝑓 int. Обидвi апроксимацiї обчислено з використан-
ням 𝑁2 = 9 точок сiтки у 𝐶 та 𝑀 = 10 частин шляху в 𝐶, вiдповiдний iнтервал
iнтегрування 𝑅 ≈ 21,64. Також тонкою лiнiєю зображено перiодичну апроксимацiю
за допомогою косинусiв для 𝑛 = 50 доданкiв. Тут функцiї зображено на промiж-
ку [200, 215]. Спостерiгаємо, що аперiодичнi наближення продовжують повторювати
графiк 𝑓 на вiдмiну вiд перiодичного наближення.

евклiдовому просторi (див. рис. 2.10 для наближення на фрагментi пря-
мої, що суттєво вiддалений вiд початку координат).

У параграфi 2.3 запропоновано застосування розривного у кожнiй точ-
цi вiдображення мiж фiзичним та внутрiшнiм просторами одновимiрних
квазiкристалiв для шифрування iнформацiї. Розроблено симетричний пе-
реставний метод шифрування, який є стiйким вiдносно обчислень, оскiль-
ки оперує лише цiлими числами. У цьому параграфi також наведено
важливi властивостi одновимiрних квазiкристалiв, що дозволяють швид-
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ко генерувати одновимiрнi квазiкристали за допомогою комп’ютера (без
проєкцiй), i описано множину криптозмiнних. Цей метод шифрування
застосовано до кодування растрових зображень. Приклади застосування
методу наведено наприкiнцi параграфу 2.3.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються орбiт-
функцiї, ортогональнi полiноми та правила галуження орбiт групи Вейля
алгебри 𝐴𝑛.

Нехай 𝜆 ∈ 𝑃+ — конус домiнантних ваг, а 𝑊 — група Вейля напiв-
простої алгебри Лi, тодi для точок 𝑥 𝑛-вимiрного евклiдового простору
визначимо 𝐶-функцiю таким чином

𝐶𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Якщо у означеннi 𝐶-функцiї замiнити орбiту групи Вейля на орбiту
її парної пiдгрупи 𝑊𝑒, то отримаємо ще один клас орбiт-функцiй, а саме,
𝐸-функцiї, що визначаються для 𝜆 ∈ 𝑃𝑒, де 𝑃𝑒 — об’єднання точок з
конуса домiнантних ваг 𝑃 та будь-якого його елементарного дзеркального
вiдображення 𝑟𝑖𝑃

𝐸𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Останнiй, третiй, клас орбiт-функцiй, а саме 𝑆-функцiї, визначаються
для точок iз конуса строго домiнантних ваг 𝜆 ∈ 𝑃++ аналогiчним чином,
але знак кожного з доданкiв залежить вiд кiлькостi 𝑝(𝑤) елементарних
дзеркальних вiдображень 𝑟𝑖, якi необхiднi для отримання точки 𝑤𝜆 з
точки 𝜆

𝑆𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

(−1)𝑝(𝑤)e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Орбiт-функцiї визначаються виходячи з напiвпростих алгебр Лi i кiль-
кiсть змiнних спiвпадає з їх рангом. Очевидно, що у одновимiрному ви-
падку (алгебра 𝐴1) 𝐶-функцiї та 𝑆-функцiї є сумою та рiзницею двох
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експонент з степенями протилежних знакiв, тому спiвпадають з тригоно-
метричними функцiями косинус та синус вiдповiдно, що i обумовило їх
назви. 𝐸-функцiя в одновимiрному випадку є експонентою з точнiстю до
сталого множника.

Для точок конуса строго домiнантних ваг має мiсце формула

𝐸𝜆(𝑥) =
1
2

(︀
𝐶𝜆(𝑥) + 𝑆𝜆(𝑥)

)︀
.

𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiї є неперервними та мають неперервнi похiднi всiх
порядкiв, допускають масштабування та мають властивостi симетрiї вiд-
носно дзеркальних вiдображень 𝑟𝑖, що вiдповiдають 𝑖-м простим кореням
алгебри Лi:

𝐶𝜆(𝑟𝑖𝑥) = 𝐶𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐶𝜆(𝑥), 𝑆𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝑆𝜆(𝑟𝑖𝑥) = −𝑆𝜆(𝑥),

𝐸𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐸𝜆(𝑟𝑖𝑥) = 𝐸𝜆(𝑥).

У першому параграфi третього роздiлу отримано явний вигляд опера-
торiв другого порядку, для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї та 𝑆-орбiт-
функцiї — це, вiдповiдно, розв’язки крайових задач Неймана та Дiрiхле
на фундаментальних областях афiнних груп Вейля вiдповiдних напiвпро-
стих алгебр Лi.

Твердження 3.5. Орбiт-функцiї 𝐶𝜆(𝑥), 𝐸𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R3, визна-
ченi в 𝜔-базисi для напiвпростих груп Лi рангу 3, є власними функцiями
наступних диференцiальних операторiв другого порядку Δ з власними
значеннями −4𝜋⟨𝜆, 𝜆⟩:

𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1 : Δ = 𝜕21 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐴2 × 𝐴1 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐶2 × 𝐴1 : Δ = 2𝜕21 − 2𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐺2 × 𝐴1 : Δ = 3𝜕21 − 5𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐴3 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 − 𝜕2𝜕3 + 𝜕23 ,

𝐵3 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 − 2𝜕2𝜕3 + 2𝜕23 ,

𝐶3 : Δ = 2𝜕21 − 2𝜕1𝜕2 + 2𝜕22 − 2𝜕2𝜕3 + 𝜕23 .
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Також у параграфi 3.1 вивчаються властивостi орбiт-функцiй, зокрема
тривимiрних: побудовано явний вигляд їхнiх орбiт, стабiлiзаторiв, фун-
даментальних областей, розроблено їхню дискретизацiю та доведено дис-
кретну ортогональнiсть.

Розглянемо набiр дискретних точок фундаментальної областi 𝐹𝑀 ,
𝑀 ∈ N напiвпростої алгебри Лi для 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ Z≥0 та коефiцiєнтiв
𝑞𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, розкладу старшого кореня за базисом, дуальним до
базису простих ваг

Λ𝑀={𝑡1𝜔1+ · · ·+𝑡𝑛𝜔𝑛 | 𝑡0 + 𝑡1𝑞1+ · · ·+𝑡𝑛𝑞𝑛=𝑀}.

Має мiсце теорема про дискретну ортогональнiсть орбiт-функцiй.

Твердження 3.7. 𝐶- та 𝑆-функцiї, визначенi для 𝜆, 𝜆′ ∈ Λ𝑀 , попарно
ортогональнi

⟨𝐶𝜆(𝑥), 𝐶𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛|Stab(𝜆)|𝛿𝜆𝜆′,

⟨𝑆𝜆(𝑥), 𝑆𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛𝛿𝜆𝜆′.

Тут C — матриця Картана, |𝑊 | — порядок групи Вейля, |Stab(𝜆)| —
порядок групи iзотропiї точки 𝜆 ∈ 𝐹𝑀 пiд дiєю групи Вейля, а 𝛿 — дельта-
символ Кронекера.

У параграфi 3.2 орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) простих алгебр Лi 𝐴𝑛

зведено до об’єднання орбiт груп Вейля максимальних редуктивних пiд-
алгебр алгебри 𝐴𝑛. Для всiх випадкiв 𝑛 ≤ 8 та нескiнченних серiй
𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1, 𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛 i 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛 побудовано
матрицi, що перетворюють точки орбiт 𝑊 (𝐴𝑛) у точки орбiт пiдалгебр.
Таким чином, знайдено правила галуження орбiт групи Вейля, що мо-
жуть бути застосованi для розкладу добуткiв орбiт-функцiй та у теорiї
зображень простих алгебр Лi. Крiм цього, у цьому ж параграфi доведено
еквiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-функцiй для простої алгебри 𝐴𝑛 спецi-
альним експоненцiйним функцiям багатьох змiнних, введеним А.У. Клi-
миком та Ї. Патерою.
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Останнiй параграф роздiлу присвячено побудовi нескiнченних сiмей
ортогональних полiномiв 𝑛 змiнних. Запропоновано три методи побудови
ортогональних полiномiв виходячи з орбiт-функцiй: експоненцiйний, три-
гонометричний та рекурсивний. Доведено еквiвалентнiсть кiлькох вiдо-
мих сiмей ортогональних полiномiв, зокрема, полiномiв Чебишева, Якобi,
Макдональда та Курнвiндера полiномам орбiт-функцiй. Отримано явний
вигляд розв’язних рекурсiй, що дозволяють алгоритмiчно будувати сiм’ї
ортогональних полiномiв двох та трьох змiнних.

При рекурсивному методi побудови полiномiв, у якостi нових змiнних
обираються 𝑛 𝐶-функцiй фундаментальних ваг:

𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥) := 𝐶𝜔𝑗
(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛.

𝐶-полiноми будуються за допомогою розкладу добутку змiнних 𝑢𝑗 та 𝐶-
функцiй у суму 𝐶-полiномiв. 𝑆-полiноми будуються використовуючи 𝐶-
полiноми та характери Вейля.

Спочатку знаходимо породжуючi рекурсiї для точок з координатами
(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) з конуса строго домiнантних ваг. Пiсля чого будуються
додатковi рекурсiї для нижчих ваг, якi необхiднi, щоб розв’язати по-
роджуючi рекурсiї. Ефективний шлях знаходження розкладiв добуткiв
орбiт-функцiй — це розклад добуткiв орбiт груп Вейля. Зауважимо, що
побудованi рекурсiї завжди лiнiйнi, а вiдповiднi матрицi — трикутнi. Що-
до рекурсивних пiдстановок 𝑢𝑖 = 𝐶𝜔𝑖

доведено наступне твердження.

Твердження 3.16. Будь-яка 𝐶-функцiя та будь-який характер 𝜒𝜆

простої групи Лi 𝐺 може бути представлений у виглядi полiнома вiд
𝐶-функцiй фундаментальних ваг 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛, тобто у виглядi полiнома
змiнних 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛.

Для кожної з простих алгебр Лi рангiв два та три виписано початковi
набори полiномiв у явному виглядi та знайдено правила редукцiї полiно-
мiв двох та трьох змiнних до полiномiв iнших алгебр за максимальними
пiдгрупами простих груп Лi.
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Для iлюстрацiї розглянемо просту алгебру Лi рангу два 𝐴2, яка вiдпо-
вiдає замощенню площини рiвностороннiми трикутниками. Зауважимо,
що саме таке покриття площини використали I. Диннiков та С. Новiков
2003 р. при дискретизацiї комплексного аналiзу, а також Т. Курнвiндер
1974 р. при дослiдженнi ортогональних полiномiв.

𝐶-функцiї фундаментальних ваг 𝜔1 = (1, 0), 𝜔2 = (0, 1) є новими змiн-
ними для ортогональних полiномiв, що будуються рекурсивним методом

𝑢1 := 𝐶(1,0)(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2 := 𝐶(0,1)(𝑥1, 𝑥2).

Оскiльки зовнiшнiй автоморфiзм алгебри 𝐴2 пов’язує полiноми 𝐶(𝑎,𝑏)

та 𝐶(𝑏,𝑎) перестановкою змiнних 𝑢1 ↔ 𝑢2, то досить побудувати та
розв’язати єдину породжуючу рекурсiю

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎+1,𝑏) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1), 𝑎, 𝑏 > 2. (3.46)

Додатковi рекурсiї, що будуються з розкладу добуткiв орбiт-функцiй,
якi вiдповiдають непороджуючим точкам, дозволяють отримати необхiд-
нi 𝐶-полiноми найнижчих степенiв, а 𝑆-полiноми виводимо за допомогою
характера Вейля для кожного з класiв конґруентностi #. Полiноми най-
нижчих степенiв наведено у табл. 3.6.

# = 0 # = 0

𝐶(1,1) 𝑢1𝑢2−3 𝑆(2,2) 𝑢1𝑢2−1
𝐶(3,0) 𝑢31−3𝑢1𝑢2+3 𝑆(1,4) 𝑢32−2𝑢1𝑢2+1

𝐶(2,2) 𝑢21𝑢
2
2−2𝑢31−2𝑢32+4𝑢1𝑢2−3 𝑆(3,3) 𝑢21𝑢

2
2−𝑢31−𝑢32

# = 1 # = 1

𝐶(1,0) 𝑢1 𝑆(2,1) 𝑢1

𝐶(0,2) 𝑢22−2𝑢1 𝑆(1,3) 𝑢22−𝑢1
𝐶(2,1) 𝑢21𝑢2−2𝑢22−𝑢1 𝑆(3,2) 𝑢21𝑢2−𝑢22−𝑢1
𝐶(1,3) 𝑢1𝑢

3
2−3𝑢21𝑢2−𝑢22+5𝑢1 𝑆(2,4) 𝑢1𝑢

3
2−2𝑢21𝑢2−𝑢22+2𝑢2

𝐶(4,0) 𝑢41−4𝑢21𝑢2+2𝑢22+4𝑢1 𝑆(5,1) 𝑢41−3𝑢21𝑢2+𝑢22+𝑢1+𝑢2

Табл. 3.6. 𝐶- та 𝑆-полiноми алгебри 𝐴2 степеня, не вищого за чотири.
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Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
Результати, що iлюструють i доповнюють результати основної части-

ни, виокремлено у два додатки.
У додатку А зiбрано результати щодо контракцiй комплексних нiль-

потентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть.
А у додатку Б наведено результати класифiкацiї нееквiвалентних ре-

алiзацiй двох п’ятивимiрних алгебр Галiлея.
Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й iн-

формацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку В.

Подяки. Авторка щиро вдячна науковому консультанту доктору фiзико-
математичних наук Вячеславу Миколайовичу Бойку, доктору фiзико-
математичних наук, професору Роману Омеляновичу Поповичу та завi-
дувачу вiддiлу математичної фiзики, члену-кореспонденту НАН України,
доктору фiзико-математичних наук, професору Анатолiю Глiбовичу Нi-
кiтiну за постiйнi сприяння, увагу i допомогу в роботi, а також спiвробiт-
никам вiддiлу математичної фiзики за комфортну, дружню та сприятли-
ву робочу атмосферу в вiддiлi. Окремо вдячна професору Роберту Мудi
i професору Їржi Патерi та усiм своїм спiвавторам за цiкаву та плiдну
спiвпрацю.
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Роздiл 1

Реалiзацiї та контракцiї алгебр Лi

Граничнi переходи мiж алгебрами Лi вперше з’явились у роботi I. Сега-
ла [134]. Пiсля Сегала концепцiю граничних процесiв мiж фiзичними тео-
рiями було сформульовано Iньоню та Вiгнером [62] у термiнах контракцiй
груп Лi, що лежать в основах цих теорiй. Вони запропонували так званi
контракцiї Iньоню–Вiгнера, якi ефективно застосовувались до широкого
класу фiзичних та математичних задач. Найвiдомiшим прикладом та-
кого процесу є зв’язок мiж релятивiстською та класичною механiками,
в основi яких лежать групи симетрiй Пуанкаре та Галiлея. Припустивши,
що швидкiсть свiтла прямує до нескiнченностi, релятивiстська механiка
‘переходить’ у класичну механiку. Це також приводить до сингулярного
переходу вiд алгебри Пуанкаре до алгебри Галiлея. Iнший вiдомий при-
клад стосується граничного переходу вiд квантової до класичної механiки
за умови ~ → 0, яка вiдповiдає контракцiям алгебр Гейзенберга до абе-
левих алгебр тих самих розмiрностей. Сучаснi дослiдження контракцiй
мотивуються великою кiлькiстю застосувань в рiзних галузях фiзики та
математики, наприклад у вивченнi зображень, iнварiантiв, спецiальних
функцiй [23,28,93]. Контракцiї також є одним з iнструментiв для дослiд-
ження структури множин алгебр Лi [21].

Вперше питання про побудову алгебр Лi векторних полiв поставив ще
С. Лi i воно досi залишається складною математичною задачею та має
надзвичайно широкий спектр застосувань. Дiйсно, реалiзацiї алгебр Лi
диференцiальними операторами першого порядку ефективно застосову-
ються у пiдходi Лi до диференцiальних рiвнянь, а саме, для редукцiї,
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iнтегрування, обчислення диференцiальних iнварiантiв тощо; у груповiй
класифiкацiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними; в теорiї
диференцiальних iнварiантiв; загальнiй теорiї вiдносностi та iнших фiзич-
них задачах, при класифiкацiї гравiтацiйних полiв загального вигляду
вiдносно груп руху та груп конформних перетворень, або квантуваннi на
основi симетрiй Еммi Нетер [38,39,41,57,128].

Термiни ‘диференцiальнi iнварiанти’ виникли у роботах С. Лi як один
з найважливiших iнструментiв для дослiджень диференцiальних рiвнянь.
У 1884 роцi ним було доведено [82], що кожну невироджену iнварiантну
систему диференцiальних рiвнянь можна представити у термiнах дифе-
ренцiальних iнварiантiв вiдповiдної групи симетрiй. У тiй самiй роботi Лi
застосував диференцiальнi iнварiанти до iнтегрування звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Теорiю диференцiальних iнварiантiв та термiноло-
гiю пiзнiше розвинено у роботах Тресcа [138, 139], Овсяннiкова [123] та
Олвера [120].

Три вищезгаданi напрямки i є основними складовими даного роздiлу.
У першому роздiлi дисертацiї дослiджуються реалiзацiї та контракцiї

алгебр Лi, а також диференцiальнi iнварiантiи та 𝑆-розширення. Струк-
тура роздiлу наступна.

У параграфi 1.1 сформульовано строге означення контракцiй для ал-
гебр Лi над довiльним полем та над полями дiйсних i комплексних чисел.
Розглянуто найпростiшi типи контракцiй та їх властивостi, якi є важли-
вими для дослiджень у наступних параграфах. Також у цьому параграфi
запропоновано двi новi необхiднi умови iснування контракцiй, пов’язанi
з розмiрнiстю централiзатора похiдної та пiдалгебрами. Доведено вiдпо-
вiднi теореми.

Теоретичнi вiдомостi, що стосуються реалiзацiй алгебр Лi наведено у
параграфi 1.4. У цьому параграфi реалiзацiї розглянуто паралельно з ло-
кальними групами Лi, що їм вiдповiдають та узагальнено алгебраїчний
метод I. Широкова для побудови реалiзацiй алгебр Лi, як проєкцiй лiво-
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iнварiантних векторних полiв. Запропоновано поняття породжуючої реа-
лiзацiї та доведено теорему про зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних.

У параграфi 1.5 запропоновано конструктивний метод побудови пара-
метризованих реалiзацiй, що є точними та збiгаються до реалiзацiй кон-
трактованої алгебри Лi.

Параграф 1.2 присвячено дослiдженню 𝑆-розширень тривимiрних
дiйсних алгебр Лi. Показано, що процедура 𝑆-розширення зберiгає
властивостi розв’язностi, нiльпотентностi та унiмодулярностi, проте 𝑆-
розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунiмодулярнi
алгебри Лi з унiмодулярних, щоправда при цьому порушується вiдношен-
ня порядку на многовидi алгебр Лi заданої розмiрностi.

Контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять
та шiсть дослiджуються у параграфi 1.3. У цiй частинi наведено пере-
лiки необхiдних умов, що є достатнiми для згаданих нiльпотентних ал-
гебр Лi та дозволяють знайти пари нiльпотентних алгебр, що допускають
контракцiї. А також обчислено необхiднi iнварiантнi та напiвiнварiантнi
величини, та показано якi з них порушують необхiднi умови iснування
контракцiй. Помiж iншим, у цьому параграфi доведено, що усi контрак-
цiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть
можуть бути реалiзованi за допомогою узагальнених контракцiй Iньоню–
Вiгнера. Результати обчислень оформлено у виглядi таблиць у додатку А.
Наприкiнцi параграфа детально проаналiзовано приклад контракцiї мiж
характеристично нiльпотентними алгебрами розмiрностi сiм, яка нееквi-
валентна узагальненiй контракцiї Iньоню–Вiгнера.

У параграфi 1.6 дослiджено п’ять найменших алгебр Галiлея, а саме
алгебри розмiрностей три, чотири та п’ять. Для кожної з алгебр алге-
браїчним методом побудовано повний набiр нееквiвалентних реалiзацiй.
Зокрема усi неточнi реалiзацiї та усi реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Га-
лiлея є новими. Також у цьому параграфi побудовано деформацiї алгебр
Галiлея та породжуючi реалiзацiї деформацiй, ряд деформацiй побудова-
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но для алгебр Галiлея довiльної розмiрностi. Наприкiнцi роздiлу наведено
ряд фiзично цiкавих диференцiальних рiвнянь та їх систем, що iнварiан-
тнi вiдносно алгебр, якi дослiджувались у параграфi 1.6.

У параграфi 1.8 отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної ал-
гебри Лi та двох алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформацiю ал-
гебри Пуанкаре до алгебр де Сiттера.

Усi нееквiвалентнi реалiзацiї двох алгебр Пуанкаре, а саме p(1, 1) та
p(1, 2), що дiють у просторах не бiльше нiж трьох змiнних, побудовано
у параграфi 1.7. Крiм цього, знайдено деформацiї цих алгебр та породжу-
ючi реалiзацiї.

У параграфi 1.9 наведено необхiднi теоретичнi вiдомостi для вивчення
диференцiальних iнварiантiв алгебр Лi та доведено теорему про нормаль-
ну форму iнварiантної системи двох рiвнянь другого порядку. У цьому
параграфi також дослiджується алгебра Галiлея найменшої розмiрностi,
будуються її деформацiї, породжуючi реалiзацiї та повнi набори дифе-
ренцiальних iнварiантiв: базиси диференцiальних iнварiантiв, оператори
iнварiантного диференцiювання та визначники Лi. Наприкiнцi парагра-
фа наведено додатковi приклади диференцiальних рiвнянь та їхнiх сис-
тем, що мають важливi застосування та iнварiантнi вiдносно найменшої
алгебри Галiлея та її деформацiй. Цi приклади доповнюють перелiк з
параграфа 1.6.

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [1, 98–101, 109, 110,
112–115].

1.1. Контракцiї алгебр Лi

Основна термiнологiя роздiлу, що стосується теорiї контракцiй алгебр Лi,
була сформульована у роботах [108,126]. Розглянемо 𝑛-вимiрний вектор-
ний простiр 𝑉 над полем K (у дисертацiї здебiльшого розглядаються
дiйсний K = R або комплексний K = C випадки). Нехай на 𝑉 задано
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множення 𝜇 : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 , яке задовольняє тотожнiсть Якобi та умови
бiлiнiйностi i антисиметричностi. Це множення ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 [𝑥, 𝑦] = 𝜇(𝑥, 𝑦)

називають дужкою Лi.
Алгебра Лi g розмiрностi 𝑛 — це векторний простiр 𝑉 з вказаним

множенням: g = (𝑉, 𝜇). Якщо у векторному просторi 𝑉 зафiксовано ба-
зис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, то алгебра Лi задається за допомогою тензора структур-
них сталих з компонентами 𝑐𝑘𝑖𝑗 ∈ K, де 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, якi пов’язанi з
комутацiйними спiввiдношеннями базисних елементiв

𝜇(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘.

Нехай ℒ𝑛(𝑉 ) — це многовид усiх 𝑛-вимiрних алгебр Лi над полем K,
тобто кожна алгебра g = (𝑉, [·, ·]) вiдповiдає правилу множення 𝜇 ∈ ℒ𝑛.
На многовидi ℒ𝑛(𝑉 ) дiє група лiнiйних невироджених перетворень GL(𝑉 )

∀𝐴 ∈ GL(𝑉 ), ∀𝜇 ∈ ℒ𝑛 (𝐴𝜇)(𝑥, 𝑦) = 𝐴−1(𝜇(𝐴𝑥,𝐴𝑦)) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Дiя групи GL(𝑉 ) розбиває многовид 𝑛-вимiрних алгебр Лi на класи
еквiвалентностi (iзоморфiзму), кожен з цих класiв, а частiше представник
класу, розглядається як окрема, нееквiвалентна iншим, алгебра Лi.

Щоб означити поняття контракцiї для алгебр Лi над довiльним полем,
розглянемо орбiти 𝒪(𝜇), 𝜇 ∈ ℒ𝑛 пiд дiєю групи GL(𝑉 ) та замикання цих
орбiт 𝒪(𝜇) у топологiї Зарiського (замкненi множини — це алгебраїчнi
множини многовиду ℒ𝑛). Таким чином, алгебра Лi g = (𝑉, 𝜇0) назива-
ється контракцiєю алгебри Лi g = (𝑉, 𝜇), якщо 𝜇0 належить замиканню
орбiти 𝜇, тобто 𝜇0 ∈ 𝒪(𝜇). Називатимемо контракцiю з алгебри Лi g

до алгебри Лi g0 тривiальною, якщо g0 — абелева (𝜇0 ≡ 0), i невлас-
ною, якщо g0 iзоморфна g, iншими словами, контракцiя є власною, якщо
𝜇0 ∈ 𝒪(𝜇)∖𝒪(𝜇). Тривiальнi та невласнi контракцiї iснують для будь-якої
алгебри Лi.

Задача дослiдження контракцiй алгебр Лi над довiльним полем у тер-
мiнах замикань орбiт у топологiї Зарiського є досить складною, прогресу
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у цьому напрямку було досягнуто у роботах Н. Iванової та К. Паллiкаро-
са [63,64].

На практицi здебiльшого застосовуються поля дiйсних (R) та компле-
ксних (C) чисел, тому наведемо означення контракцiї у термiнах евклi-
дової топологiї.

Розглянемо неперервну функцiю 𝑈 : (0, 𝜀1]→ GL(𝑉 ), де 𝜀1 > 0. Iнши-
ми словами, 𝑈𝜀 = 𝑈(𝜀) — невироджений лiнiйний оператор на 𝑉 для всiх
𝜀 ∈ (0, 𝜀1]. Не втрачаючи загальностi, можна покласти 𝜀1 = 1. Параме-
тризована сiм’я нових дужок Лi на просторi 𝑉 визначається через стару
дужку таким чином:

∀ 𝜀 ∈ (0, 1], ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 : [𝑥, 𝑦]𝜀 = 𝑈𝜀
−1[𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦].

Природно, що для кожного 𝜀 ∈ (0, 1] алгебра Лi g𝜀 = (𝑉, [·, ·]𝜀) iзоморфна
алгебрi Лi g.

Означення 1.1 ( [108]). Якщо границя

lim
𝜀→+0

[𝑥, 𝑦]𝜀 = lim
𝜀→+0

𝑈𝜀
−1[𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦] =: [𝑥, 𝑦]0

iснує для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 , тодi [·, ·]0 — добре визначена дужка Лi. Алгебра Лi
g0 = (𝑉, [·, ·]0) називається контракцiєю алгебри Лi g.

Якщо базис простору 𝑉 фiксований, тодi оператор 𝑈𝜀 визначається
матрицею з функцiональними коефiцiєнтами, а означення 1.1 можна пе-
реформулювати в термiнах структурних сталих.

Означення 1.2 ( [108]). Якщо iснує границя

lim
𝜀→+0

(𝑈𝜀)
𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘
𝑖𝑗 =: 𝑐𝑘

′

𝑖′𝑗′

для довiльних значень 𝑖′, 𝑗′, 𝑘′, тодi 𝑐𝑘′𝑖′𝑗′ — компоненти добре визначе-
них структурних сталих алгебри Лi g0. У цьому випадку алгебра Лi g0
називається контракцiєю алгебри Лi g.

Тут i надалi iндекси, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑖′, 𝑗′, 𝑘′, 𝑖′′, 𝑗′′та 𝑘′′ змiнюються вiд 1 до 𝑛, а за
повторюваними iндексами виконується сумування. Параметр 𝜀 i матриця
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з елементами функцiями 𝑈 = 𝑈(𝜀) називаються параметром контракцiї
та матрицею контракцiї вiдповiдно. Процеc переходу вiд алгебри Лi g
до алгебри g0 також називатимемо контракцiєю.

Тривiальну контракцiю легко можна отримати, наприклад, за допо-
могою матрицi 𝑈𝜀 = diag(𝜀, 𝜀, . . . , 𝜀). Для невласної контракцiї матрицю
можна взяти у виглядi тотожного перетворення 𝑈𝜀 = diag(1, 1, . . . , 1).

Нехай алгебри Лi g та g̃ контрактують до алгебр g0 та g̃0 вiдповiд-
но. Якщо g̃ iзоморфна g та g̃0 iзоморфна g0, тодi контракцiї називаються
еквiвалентними. Нестрого кажучи, усi контракцiї мiж тiєю самою па-
рою алгебр — еквiвалентнi. При такiй еквiвалентностi увагу зосереджено
на можливостi та результатi контракцiї. Якщо важливi вiдмiнностi мiж
шляхами, якими контракцiї виконанi, то можна ввести окремi поняття
сильної та слабкої еквiвалентностi.

Для доведення тверджень нам знадобиться переформулювати збiж-
нiсть у термiнах послiдовностей. Будь-яка неперервна контракцiя з g до g0
породжує нескiнченну сiм’ю матричних послiдовностей, якi, в свою чергу,
визначають контракцiю з g до g0. А саме: якщо 𝑈𝜀 матриця неперервної
контракцiї, а послiдовнiсть {𝜀𝑝, 𝑝 ∈ N} задовольняє умовам 𝜀𝑝 ∈ (0, 1],
𝜀𝑝 → +0, 𝑝 → ∞, тодi {𝑈𝜀𝑝, 𝑝 ∈ N} — вiдповiдна послiдовнiсть матриць,
що дозволяє сформулювати еквiвалентне означення контракцiї у термiнах
послiдовностей.

Означення 1.3 ( [108]). Якщо для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 iснує границя
lim
𝑝→∞

[𝑥, 𝑦]𝑝 = lim
𝑝→∞

𝑈𝑝
−1[𝑈𝑝𝑥, 𝑈𝑝𝑦] =: [𝑥, 𝑦]0, тодi дужка Лi [·, ·]0 добре визна-

чена, а алгебра Лi g0 = (𝑉, [·, ·]0) називається послiдовною контракцiєю
алгебри Лi g.

Розглянемо найпростiшi типи контракцiй — контракцiї Iньоню–
Вiгнера та контракцiї Салетана, якi виникли першими та найчастiше за-
стосовуються.

Простi контракцiї Iньоню–Вiгнера (IВ-контракцiї) вперше запропоно-
вано у роботi [62]. Вони породжуються матрицями вигляду 𝑈𝜀 = 𝑈0+𝜀𝑈

′
0,
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де 𝑈0 та 𝑈 ′0 сталi 𝑛×𝑛 матрицi. Вважаємо, що матрицю 𝑈𝜀 можна звести
до спецiального дiагонального вигляду

�̂�𝑈𝜀�̌�
−1 = diag(1 + 𝜀𝑣, . . . , 1 + 𝜀𝑣, 𝜀, . . . , 𝜀) =: 𝐷𝜀

за допомогою невироджених сталих матриць �̂� та �̌� . Не втрачаючи за-
гальностi, можна покласти 𝑣 = 0. Матриця 𝐷𝜀 породжує контракцiю з
алгебри g̃ до алгебри g̃0, де g̃ та g̃0 — алгебри Лi з дужками Лi

[𝑥, 𝑦]̃ = �̂�
[︀
�̂�−1𝑥, �̂�−1𝑦

]︀
та [𝑥, 𝑦]0̃= �̌�

[︀
�̌�−1𝑥, �̌�−1𝑦

]︀
0
,

якi очевидно iзоморфнi g та g0. Таким чином, для IВ-контракцiй 𝑈𝜀 = 𝐷𝜀,
тобто 𝑈𝜀 = diag(1, . . . , 1, 𝜀, . . . , 𝜀).

Позначимо кiлькiсть дiагональних елементiв рiвних 1 через 𝑠, тодi роз-
мiрнiсть 𝜀-блоку дорiвнює 𝑛−𝑠. Зручно розбити набiр базисних елементiв
{𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} простору 𝑉 на двi пiдмножини {𝑒1, . . . , 𝑒𝑠} та {𝑒𝑠+1, . . . , 𝑒𝑛}
вiдповiдно до значень дiагональних елементiв матрицi контракцiї.

Оскiльки

[𝑒𝑖1, 𝑒𝑗1]𝜀 = 𝑐𝑘1𝑖1𝑗1𝑒𝑘1 +
1

𝜀
𝑐𝑘2𝑖1𝑗1𝑒𝑘2 +𝑂(𝜀)→ 𝑐𝑘1𝑖1𝑗1𝑒𝑘1 + 𝑐𝑘2𝑖1𝑗1𝑒𝑘2, 𝜀→ +0,

тут i далi iндекси 𝑖1, 𝑗1 i 𝑘1 змiнюються вiд 1 до 𝑠, а iндекси 𝑖2, 𝑗2 i 𝑘2
змiнюються вiд 𝑠 + 1 до 𝑛, то 𝑐𝑘2𝑖1𝑗1 = 0. Таким чином, базиснi елементи
𝑒1, . . . , 𝑒𝑠 породжують пiдалгебру h вихiдної алгебри g. Це єдина умова
iснування контракцiї. Всi структурнi сталi результуючої алгебри g0 легко
обчислюються:

𝑐𝑘1𝑖1𝑗1 = 𝑐𝑘1𝑖1𝑗1, 𝑐
𝑘2
𝑖1𝑗1

= 𝑐𝑘2𝑖1𝑗1 = 0, 𝑐𝑘1𝑖1𝑗2 = 0, 𝑐𝑘2𝑖1𝑗2 = 𝑐𝑘2𝑖1𝑗2, 𝑐
𝑘1
𝑖2𝑗2

= 𝑐𝑘2𝑖2𝑗2 = 0.

Кожну пiдалгебру h алгебри Лi g можна використати для отримання IВ-
контракцiї алгебри g.

Салетаном [132] було вивчено iнший клас контракцiй, якi лiнiйнi за
параметром контракцiї, а саме, контракцiї, що породжуються матрицею
вигляду 𝑈(𝜀) = 𝑈0 + 𝜀𝑈 ′0, де 𝑈0 та 𝑈 ′0 сталi матрицi. Такi контракцiї
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називаються контракцiями Салетана (С-контракцiї). Єдине припуще-
ння, зроблене Салетаном 𝑈(1) = 𝐸, де 𝐸 — одинична матриця. Цю
умову, не втрачаючи загальностi, можна виконати за допомогою замiни
базису та перепараметризацiї. Тодi матриця контракцiї набуває вигляду
𝑈(𝜀) = 𝜀𝐸+(1−𝜀)�̃� , де �̃� — стала матриця. Щоб С-контракцiя була добре
визначеною, то єдиною необхiдною i достатньою умовою на матрицю �̃� є
спiввiдношення

�̃� [𝑥, 𝑦]0 = [�̃�𝑥, �̃�𝑦], ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Важливим розширенням класу IВ-контракцiй є узагальненi IВ-
контракцiї (або контракцiї Дойбнера–Мельшеймера) [30, 56], для яких
умова лiнiйностi матрицi контракцiї замiняється на умову, що матриця
контракцiї еквiвалентна дiагональнiй, а елементи дiагоналiзованої матри-
цi контракцiї є (цiлими) степенями параметра контракцiї. А саме, матри-
ця контракцiї узагальненої IВ-контракцiї має наступний вигляд

𝑈(𝜀) = �̂� diag(𝜀𝛼1, 𝜀𝛼2, . . . , 𝜀𝛼𝑛)�̌� ,

де �̂� i �̌� — невиродженi сталi матрицi та 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ Z. Як i у ви-
падку простих IВ-контракцiй, завдяки можливостi замiни алгебр Лi iзо-
морфними їм, можна припустити, що �̂� = �̌� = 𝐸, тобто

𝑈(𝜀) = diag(𝜀𝛼1, 𝜀𝛼2, . . . , 𝜀𝛼𝑛).

Тодi структурнi сталi результуючої алгебри g0 обчислюються за форму-
лою 𝑐𝑘𝑖𝑗 = lim

𝜀→+0
𝜀𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝛼𝑘𝑐𝑘𝑖𝑗, де сумування за повторюваним iндексом не

виконується. Таким чином, умови

𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 > 𝛼𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, якщо 𝑐𝑘𝑖𝑗 ̸= 0

є необхiдними та достатнiми для iснування добре визначеної узагальненої
IВ-контракцiї з матрицею контракцiї 𝑈(𝜀). Крiм того, 𝑐𝑘𝑖𝑗 = 𝑐𝑘𝑖𝑗, коли 𝛼𝑖 +

𝛼𝑗 = 𝛼𝑘 та 𝑐𝑘𝑖𝑗 = 0, в усiх iнших випадках.
Для узагальнених IВ-контракцiй набiр цiлих чисел (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) на-

зиватимемо сигнатурою контракцiї.
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Зауваження 1.4. Умови iснування контракцiї Iньоню–Вiгнера можна
переформулювати в незалежних вiд базису термiнах фiльтрацiй вихiдної
алгебри та асоцiйованих з ними градуювань алгебр Лi, це означає, що
узагальнена контракцiя Iньоню–Вiгнера автоматично вводить алгебру Лi
у градуювання, якi вимагають iснування дiагональних диференцiювань.
Ця властивiсть є надзвичайно важливою, оскiльки дозволяє доводити вiд-
сутнiсть контракцiй Iньоню–Вiгнера до заданої алгебри Лi, у випадку
коли вона не має дiагональних диференцiювань.

Детально узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера вивчались у робо-
тах Д. Поповича та Р. Поповича [126,127], зокрема ними дослiджено пи-
тання необхiдностi вiд’ємних степенiв у матрицi контракцiї та доведено
неунiверсальнiсть узагальнених IВ-контракцiй для чотиривимiрних ал-
гебр Лi.

1.1.1. Необхiднi умови iснування контракцiй Виходячи з означен-
ня, задача побудови або доведення вiдсутностi контракцiї для фiксованої
пари алгебр Лi є надзвичайно громiздкою та складною, тому оптималь-
ним шляхом вивчення контракцiй всерединi набору алгебр Лi даної роз-
мiрностi є iнтенсивне використання необхiдних умов, що базуються на
величинах, iнварiантних або напiвiнварiантних вiдносно контракцiй. Iн-
варiантнi величини зберiгаються пiд дiєю контракцiї, а у випадку напiвiн-
варiантностi iснує нерiвнiсть мiж вiдповiдними величинами для вихiдної
та контрактованої алгебр. Оскiльки контракцiї є граничними процесами,
то замiсть термiнiв iнварiантнiсть та напiвiнварiантнiсть можна викори-
стовувати поняття неперервностi та напiвнеперервностi.

Будемо використовувати наступнi позначення для величин та об’єктiв,
пов’язаних з певною алгеброю Лi g: алгебра диференцiювань Der g, орбi-
та 𝒪(g) пiд дiєю групи GL(𝑉 ) у множинi ℒ𝑛 𝑛-вимiрних алгебр Лi, центр
𝑍(g), радикал 𝑅(g), нiльрадикал 𝑁(g), максимальна розмiрнiсть 𝑛A(g)

абелевих пiдалгебр, максимальна розмiрнiсть 𝑛Ai(g) абелевих iдеалiв,
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форма Кiлiнга 𝜅, ранг 𝑟g (тобто розмiрнiсть пiдалгебр Картана), при-
єднане та коприєднане зображення ad g та ad* g, приєднане зображення
ad𝑥 елемента 𝑥 ∈ g, ранги приєднаного та коприєднаного зображень, якi
обчислюються за формулами

rank(ad g) = max
𝑥∈𝑉

rank(𝑐𝑘𝑖𝑗𝑥
𝑗)

та

rank(ad* g) = max
𝑢∈𝑉 *

rank(𝑐𝑘𝑖𝑗𝑢𝑘).

Визначимо також три стандартнi ряди характеристичних iдеалiв ал-
гебри Лi g, а саме

нижнiй центральний ряд: g0 ⊃ g1 ⊃ · · · ⊃ g𝑙 ⊃ · · · ,

ряд похiдних: g(0) ⊃ g(1) ⊃ · · · ⊃ g(𝑙) ⊃ · · · ,

верхнiй центральний ряд: g(0) ⊂ g(1) ⊂ · · · ⊂ g(𝑙) ⊂ · · · ,

де

g0 = g, g𝑙 = [g, g𝑙−1], g(0) = g, g(𝑙) = [g(𝑙−1), g(𝑙−1)], g(0) = {0},

а g(𝑙)/g(𝑙−1) є центром в g/g(𝑙−1), 𝑙 ∈ N. Зокрема, g1 = g(1) = [g, g],
g(1) = 𝑍(g). Якщо g — розв’язна (нiльпотентна) алгебра Лi, то 𝑟s = 𝑟s(g)

(𝑟n = 𝑟n(g)) позначає ранг розв’язностi (нiльпотентностi) алгебри g, тобто
мiнiмальне значення 𝑙, таке, що g(𝑙) = {0} (g𝑙 = {0}).

Припустимо, що для деяких значень 𝑝, 𝑞 ∈ N tr(ad𝑢
𝑝) ̸= 0, tr(ad𝑢𝑞) ̸= 0

i tr(ad𝑢𝑝 ad𝑣𝑞) ̸= 0, де 𝑢, 𝑣 ∈ g. Припустимо також, що величина

C𝑝𝑞 =
tr(ad𝑢

𝑝) tr(ad𝑣
𝑞)

tr(ad𝑢𝑝 ad𝑣𝑞)
, 𝑝, 𝑞 ∈ N

не залежить вiд 𝑢 i 𝑣. Тодi C𝑝𝑞 = C𝑝𝑞(g) — добре визначена iнварiантна
характеристика алгебри g, тобто є сталою величиною на орбiтi 𝒪(g).

Позначимо ранг додатної (вiд’ємної) частини форми Кiлiнга 𝜅g, тоб-
то кiлькiсть додатних (вiд’ємних) дiагональних елементiв у дiагональнiй
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формi її матрицi, через rank+ 𝜅g (rank− 𝜅g). Внаслiдок закону iнерцiї ква-
дратичних форм rank+ 𝜅g та rank− 𝜅g iнварiантнi вiдносно замiни базису
над полем R. Для будь-якого 𝛼 ∈ R введемо поняття модифiкованої фор-
ми Кiлiнга

�̃�𝛼g = tr(ad𝑢 ad𝑣) + 𝛼 tr(ad𝑢) tr(ad𝑣)

та вiдповiднi величини rank+ �̃�
𝛼
g i rank− �̃�𝛼g . Форма Кiлiнга є частковим

випадком модифiкованої форми Кiлiнга при 𝛼 = 0.
Спiввiдношення мiж iнварiантними та напiвiнварiантними величина-

ми зiбранi у виглядi необхiдних умов iснування контракцiй в теоремi 1.5.

Теорема 1.5 ( [108]). Якщо алгебра Лi g0 є власною (неперервною чи
послiдовною) контракцiєю алгебри Лi g, то мають мiсце наступнi спiв-
вiдношення:

1) dimDer g0 > dimDer g (або, еквiвалентно, dim𝒪(g0) < dim𝒪(g));

2) 𝑛A(g0) > 𝑛A(g);

3) dim𝑍(g0) > dim𝑍(g); бiльш того, dim g0(𝑙) > dim g(𝑙), 𝑙 ∈ N;

4) dim g
(𝑙)
0 6 dim g(𝑙), 𝑙 ∈ N;

5) dim g𝑙0 6 dim g𝑙, 𝑙 ∈ N;

6) 𝑟g0 > 𝑟g;

7) rank𝜅g0 6 rank𝜅g;

8) якщо g — унiмодулярна, то i g0 унiмодулярна, iншими словами,
умова tr(ad𝑢) = 0, ∀𝑢 ∈ g призводить до такої самої умови в g0;

9) якщо g — розв’язна алгебра Лi, то g0 також розв’язна, крiм того
𝑟s(g0) 6 𝑟s(g);

10) якщо g — нiльпотентна алгебра Лi, то g0 також нiльпотентна,
крiм того 𝑟n(g0) 6 𝑟n(g);

11) C𝑝𝑞(g0) = C𝑝𝑞(g) для усiх значень 𝑝, 𝑞 ∈ N, де iнварiанти C𝑝𝑞(g0) та
C𝑝𝑞(g) добре визначенi;
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12) (лише над полем дiйсних чисел)
rank+ 𝜅g0 6 rank+ 𝜅g та rank− 𝜅g0 6 rank− 𝜅g; бiльш того,
∀𝛼 ∈ R rank+ �̃�

𝛼
g0
6 rank+ �̃�

𝛼
g та rank− �̃�

𝛼
g0
6 rank− �̃�

𝛼
g .

13) dim𝑅(g0) > dim𝑅(g);

14) dim𝑁(g0) > dim𝑁(g);

15) 𝑛Ai(g0) > 𝑛Ai(g);

16) rank ad g0 6 rank ad g, rank ad* g0 6 rank ad* g;

17) якщо алгебра g — 𝑙-унiмодулярна, для довiльного фiксованого 𝑙 ∈ N,
то i g0 теж 𝑙-унiмодулярна, тобто tr(ad𝑢

𝑙) = 0 для довiльного 𝑢 з
g, призводить до такої самої умови в g0;

18) якщо алгебра Лi g0 — жорстка, тодi вона не є контракцiєю жодної
алгебри g, а також якщо не iснує деформацiї з g0 до g, то не iснує
контракцiї з g до g0.

Набiр необхiдних умов теореми 1.5 вперше наведено у роботi [108], де
докладно доведено новi умови та наведено посилання на умови, що були
вiдомi ранiше.

Ї. Гривнаком та П. Новотним було запропоновано два типи iнварiант-
них функцiй [59, 119], що є параметризованими диференцiюваннями та
параметризованими коциклами вiдповiдно, та також можуть бути засто-
сованi для виокремлення випадкiв, коли для заданої пари алгебр Лi не
iснує контракцiї.

Набiр умов 1–12 є достатнiм для встановлення iснування контракцiй
у класах тривимiрних та чотиривимiрних алгебр Лi над полями дiйсних
та комплексних чисел.

Вивчення контракцiй алгебр Лi вищих розмiрностей вимагає класифi-
кацiї нееквiвалентних алгебр Лi, в загальному випадку ця задача є дикою,
зокрема у роботi [43] (помiж iншим) доведено, що класифiкацiя метабе-
левих алгебр Лi є дикою задачею. Для алгебр Лi розмiрностей не вище за
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шiсть iснують перелiки їх нееквiвалентних структур, проте для розмiр-
ностей п’ять та шiсть цi класифiкацiї вимагають перевiрки та додаткового
впорядкування.

Iнший пiдхiд, що може бути застосований, — це дослiдження контрак-
цiй всерединi класiв алгебр Лi, якi замкненi вiдносно контракцiй. Так, з
теореми 1.5 випливає, що множини нiльпотентних, розв’язних, унiмоду-
лярних алгебр є замкненими. Також замкненими є множини алгебр Лi з
абелевим iдеалом корозмiрностi один та подiбнi до них. Пiд час дослiд-
ження контракцiй нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть
(параграф 1.3), з’ясувалось, що необхiдних умов, сформульованих у тео-
ремi 1.5 не достатньо для вiдокремлення випадкiв, де контракцiї не iснує.
Цей перелiк було доповнено двома новими необхiдними умовами, що на-
веденi нижче.

Для доведення тверджень нам знадобиться наступна технiчна лема.

Лема 1.6 ( [108]). Нехай 𝐴𝑝, 𝑝 ∈ N — послiдовнiсть дiйсних чи компле-
ксних матриць однакових розмiрностей та iснує покомпонентна гра-
ниця 𝐴𝑝, при 𝑝 → ∞, яку позначимо через 𝐴0. Тодi якщо rank𝐴𝑝 = 𝑟

∀𝑝 ∈ N, то rank𝐴0 6 𝑟.

Позначимо похiдну 𝑛-вимiрної алгебри Лi g як g′ та означимо наступне
поняття.

Означення 1.7. Централiзатором похiдної g′ алгебри Лi g (позначати-
мемо 𝐶g(g

′)) є набiр елементiв алгебри g, якi комутують з усiма елемен-
тами з g′.

Твердження 1.8. Якщо алгебра Лi g0 є власною контракцiєю алгебри
Лi g, то має мiсце нерiвнiсть dim𝐶g(g

′) 6 dim𝐶g0(g0
′).

Доведення. Доведемо теорему у випадку послiдовних контракцiй. Дове-
дення для неперервного випадку випливає з еквiвалентностi неперервних
та послiдовних контракцiй.

Зафiксуємо базис {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛} алгебри Лi g, нехай тензор структур-
них сталих має компоненти 𝑐𝑘𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Аналогiчно позначимо
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структурнi сталi 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 для послiдовностi алгебр g𝑝, 𝑝 ∈ N та 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 для ре-
зультуючої алгебри Лi g0.

Централiзатор похiдної алгебри 𝐶g(g
′) спiвпадає з розв’язками систе-

ми

[𝑥, [𝑒𝑖, 𝑒𝑗]] = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (1.1)

У координатнiй формi система (1.1) еквiвалентна наступнiй

𝑥𝑖
′
𝑐𝑘

′

𝑖′𝑘𝑐
𝑘
𝑖𝑗 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗, 𝑘′,= 1, 2, . . . , 𝑛.

Таким чином, рiвнiсть dim𝐶g(g
′) = dim𝐶g(g𝑝

′) еквiвалентна такiй

𝑛− rank 𝑐𝑘
′

𝑖′𝑘𝑐
𝑘
𝑖𝑗 = 𝑛− rank 𝑐𝑘

′

𝑝,𝑖′𝑘𝑐
𝑘
𝑝,𝑖𝑗, 𝑝 ∈ N. (1.2)

Тут набiр iндексiв (𝑖, 𝑗, 𝑘′) та iндекс 𝑖′ = 1, 2, . . . , 𝑛 пробiгають стовпчи-
ковi значення. Комбiнацiя граничного переходу 𝑝→∞ у (1.2) та леми 1.6
призводить до нерiвностi

dim𝐶g(g
′) 6 dim𝐶g(g0

′).

Приклад 1.9. Розглянемо двi нiльпотентнi алгебри Лi розмiрностi шiсть:
g6.11 та g5.4 ⊕ g1. З їх комутацiйних спiввiдношень (див. додаток А) ви-
пливає, що для g = g6.11

g′ = ⟨𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, 𝐶g(g
′) = ⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, dim𝐶g(g

′) = 5,

а для g = g5.4 ⊕ g1

g′ = ⟨𝑒3, 𝑒4, 𝑒5⟩, 𝐶g(g
′) = ⟨𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, dim𝐶g(g

′) = 4.

Отже, з твердження 1.8 можна зробити висновок, що не iснує контракцiї
з алгебри Лi g6.11 до алгебри g5.4 ⊕ g1.

Твердження 1.10. Нехай алгебра Лi g0 є контракцiєю алгебри Лi g та
алгебра g мiстить пiдалгебру s. Тодi алгебра g0 мiстить пiдалгебру s0

тiєї ж розмiрностi, dim s0 = dim s.
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Доведення. Теорему досить довести у випадку послiдовних контракцiй.
Твердження для неперервних контракцiй безпосередньо випливають з
тверджень для послiдовних контракцiй.

Нехай {g𝑝 = (𝑉, [·, ·]𝑝), 𝑝 ∈ N} — це послiдовнiсть алгебр Лi, що iзо-
морфнi g з матрицею iзоморфiзму 𝑈𝑝 ∈ GL(𝑉 ), 𝑝 ∈ N та здiйснюють
контракцiю g → g0. Тодi для кожного 𝑝 ∈ N алгебра g𝑝 мiстить пiдалге-
бру s𝑝 = 𝑈𝑝s, тобто s𝑝 iзоморфна s та dim s𝑝 = dim s.

Нехай 𝑛𝑠 = dim s. Виконаємо замiну базису алгебр g𝑝 за допомогою
невироджених матриць 𝑊𝑝 так, щоб 𝑛𝑠 перших нових базисних елементiв
𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑠

утворювали базиси пiдалгебр s𝑝. Позначимо структурнi сталi
так, як i у доведеннi твердження 1.8, при цьому новi структурнi сталi ал-
гебр g𝑝 мають вигляд 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = (𝑊𝑝)

𝑖
𝑖′(𝑊𝑝)

𝑗
𝑗′(𝑊𝑝

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘′

𝑝,𝑖′𝑗′. Звiдки випливає,
що 𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑠, а 𝑘 > 𝑛𝑠. Завдяки можливостi ортогоналiзу-
вати базис, не втрачаючи загальностi, вважаємо, що 𝑊𝑝 — ортогональна
(для комплексного поля — унiтарна) матриця. Набiр ортогональних (унi-
тарних) матриць є компактним у iндукованiй евклiдовiй топологiї, тому
iснує збiжна пiдпослiдовнiсть {𝑊𝑝𝑞 , 𝑞 ∈ N} з границею 𝑊0. Оскiльки
𝑐𝑘𝑝,𝑖𝑗 → 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, 𝑝→∞, тодi 𝑐𝑘𝑝𝑞,𝑖𝑗 → 𝑐𝑘0,𝑖𝑗, 𝑞 →∞, де

𝑐𝑘𝑝𝑞,𝑖𝑗 = (𝑊𝑝𝑞)
𝑖
𝑖′(𝑊𝑝𝑞)

𝑗
𝑗′(𝑊𝑝𝑞

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘′

𝑝𝑞,𝑖′𝑗′
,

𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = (𝑊0)
𝑖
𝑖′(𝑊0)

𝑗
𝑗′(𝑊0

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘′

0,𝑖′𝑗′.

Таким чином, 𝑐𝑘0,𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖, 𝑗 6 𝑛𝑠, а 𝑘 > 𝑛𝑠, тобто,

s0 = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑠
⟩ — пiдалгебра у g0 з множенням, [·, ·]0.

Очевидно, що dim s0 = 𝑛𝑠 = dim s.

1.2. 𝑆-розширення алгебр Лi

У 1961 роцi А. Зайцев [2] припустив, що усi розв’язнi алгебри Лi фiксова-
ної розмiрностi можна отримати за допомогою контракцiй з напiвпростих
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алгебр тiєї самої розмiрностi та запропонував застосувати процедуру кон-
тракцiї для ‘граничної класифiкацiї’ розв’язних алгебр Лi. У 1981 роцi
аналогiчну гiпотезу сформулювали Селеджiнi та Тарлiнi [24].

Насправдi таке припущення є хибним, оскiльки контракцiя зберiгає
властивiсть унiмодулярностi (необхiдна умова 8) теореми 1.5), що було
показано у роботi [108], крiм цього, напiвпростi алгебри Лi iснують не
для всiх розмiрностей. Розширення вихiдних алгебр Лi до множини ре-
дуктивних алгебр також не є достатнiм, це демонструє аналiз схеми кон-
тракцiй дiйсних чотиривимiрних алгебр Лi (див. рис. 1.1), побудованої
у [108]. Зокрема до найвищого рiвня (алгебра диференцiювань має най-
меншу розмiрнiсть), який має слугувати за вихiдний для граничної кла-
сифiкацiї, належать не лише редуктивнi алгебри, а i двi розв’язнi алгебри
𝐴4.10 та 2𝐴2.1, якi еквiвалентнi алгебрi 2𝐴2.1 над полем комплексних чисел.
Тут та далi для позначення алгебр Лi розмiрностей не вище за чотири
використовується класифiкацiя Мубаракзянова [3].

Рис. 1.1. Контракцiї дiйсних чотиривимiрних алгебр Лi [108].
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Метою даного параграфу є перегляд гiпотези Зайцева у термiнах 𝑆-
розширень та дослiдження 𝑆-розширень дiйсних тривимiрних алгебр Лi.
У роботi [66] було доведено, що узагальненi IВ-контракцiї є частковим
випадком 𝑆-розширень, тому варто дослiджувати лише тi пари алгебр,
що не пов’язанi контракцiєю.

𝑆-розширення можна вважати ‘добутком’ напiвгрупи та алгебри Лi,
зi структурою алгебри Лi, що визначена спецiальним чином. Поняття 𝑆-
розширення узагальнює поняття розкладу, розширення, деформацiї (при
належному виборi напiвгрупи) та узагальненої IВ-контракцiї.

Наведемо означення 𝑆-розширення. Нехай 𝑆 = {𝜆𝛼} — це абелева
напiвгрупа порядку 𝑁 та нехай g — це 𝑛-вимiрна алгебра Лi зi структур-
ними сталими 𝑐𝑘𝑖𝑗 у базисi {𝑒𝑖} векторного простору 𝑉 . Тут i далi iндекси
𝛼, 𝛽 та 𝛾 змiнюються вiд 1 до 𝑁 , а iндекси 𝑖, 𝑗 та 𝑘 змiнюються вiд 1
до 𝑛 = dim𝑉 .

Означення 1.11 ( [66]). (𝑛 · 𝑁)-вимiрна 𝑆-розширена алгебра Лi
G := 𝑆 × g, породжується базисними елементами {𝑒(𝑖,𝛼) = 𝜆𝛼𝑒𝑖} з та-
кими структурними сталими

𝑐
(𝑘,𝛾)
(𝑖,𝛼)(𝑗,𝛽) =

⎧⎨⎩𝑐𝑘𝑖𝑗, якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 = 𝜆𝛾,

0, у рештi випадкiв.
(1.3)

Зауваження 1.12. З (1.3) безпосередньо випливає, що добуток елемен-
тiв 𝑒(𝑖,𝛼) та 𝑒(𝑗,𝛽) у алгебрi G дорiвнює нулю, якщо [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 0. Таким
чином, слiд обирати такого представника з класу iзоморфiзму вихiдної
алгебри g, який вiдповiдає метi 𝑆-розширення. Iншими словами, при не-
обхiдностi тензор структурних сталих має бути перетворений елементом
з групи GL(𝑉 ) (наприклад, деякi коефiцiєнти мають стати ненульовими)
перш нiж буде застосовану процедуру розширення. Зрозумiло, що кому-
тацiйнi спiввiдношення розширеної алгебри G також зводяться до потрiб-
ного вигляду невиродженою замiною базису, проте задача знаходження
необхiдного перетворення ускладнюється при зростаннi розмiрностi.
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Нехай алгебра Лi g допускає розклад g = 𝑉 ⊕𝑉 , де [𝑉 , 𝑉 ] ⊂ 𝑉 , а саме

[𝑣�̌�, 𝑣�̂�] = 𝑐𝑘
�̌��̂�
𝑣𝑘, [𝑣�̌�, 𝑣�̌�] = 𝑐𝑘�̌��̌�𝑣𝑘 + 𝑐𝑘�̌��̌�𝑣𝑘, [𝑣�̂�, 𝑣�̂�] = 𝑐𝑘

�̂��̂�
𝑣𝑘 + 𝑐𝑘

�̂��̂�
𝑣𝑘.

Тут {𝑣�̌�} — це базис 𝑉 , а {𝑣�̂�} — це базис 𝑉 . Тодi елементи {𝑣�̌�} утворюють
добре визначену редуковану алгебру Лi натягнуту на 𝑉 з добутком Лi,
що визначений структурними сталими 𝑐𝑘

�̌��̌�
.

У загальному випадку розмiрнiсть 𝑆-розширеної алгебри Лi G бiль-
ша за 𝑛 та вона має складнiшу структуру нiж g. Тому, для деяких
застосувань, варто розглядати пiдалгебри або редукованi алгебри мен-
ших розмiрностей замiсть усiєї розширеної алгебри. Задача побудови ал-
гебр меншої розмiрностi, що пов’язанi з розширеною алгеброю Лi досить
складна, у роботi [66] сконструйовано два класи таких алгебр для 𝑆-
розширених алгебр Лi, що допускають узгоджений розклад напiвгруп та
алгебр Лi.

Казатимемо, що напiвгрупа 𝑆 та алгебра Лi g допускають резонан-
сний розклад пiдмножин, якщо їх можна розкласти як g =

⨁︀
𝑝∈𝐼 𝑉𝑝

(де пряма сума стосується лише розкладу векторних просторiв) та
𝑆 =

⋃︀
𝑝∈𝐼 𝑆𝑝 з деяким набором iндексiв 𝐼, при цьому [𝑉𝑝, 𝑉𝑞] ⊂

⨁︀
𝑟∈𝑖(𝑝,𝑞) 𝑉𝑟

та 𝑆𝑝𝑆𝑞 ⊂
⋂︀

𝑟∈𝑖(𝑝,𝑞) 𝑆𝑟, де для усiх 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐼 набiр iндексiв 𝑖(𝑝, 𝑞) є пiдмно-
жиною 𝐼. У резонансному випадку, G𝑅 =

⨁︀
𝑝∈𝐼(𝑆𝑝× 𝑉𝑝) — це резонансна

пiдалгебра 𝑆-розширеної алгебри Лi G. Для кожного резонансного роз-
кладу, ця конструкцiя породжує алгебру Лi розмiрностi меншої за роз-
мiрнiсть G.

Iнший клас пiдалгебр будується за допомогою редукцiї. Припустимо,
що для кожного 𝑝 ∈ 𝐼 множина 𝑆𝑝 розбивається на пiдмножини 𝑆𝑝 та 𝑆𝑝,
такi, що 𝑆𝑝𝑆𝑞 ⊂

⋂︀
𝑟∈𝑖(𝑝,𝑞) 𝑆𝑟. Це розбиття iндукує розклад G𝑅 = Ĝ⊕ Ǧ, де

прямi суми стосуються лише векторних просторiв, Ǧ =
⨁︀

𝑝∈𝐼(𝑆𝑝 × 𝑉𝑝) та
Ĝ =

⨁︀
𝑝∈𝐼(𝑆𝑝 × 𝑉𝑝). Оскiльки [Ǧ, Ĝ] ⊂ Ĝ, то проєкцiя дужки Лi алгебри

G𝑅 на Ǧ породжує добре визначену дужку Лi на |Ǧ|. Iнакше кажучи,
алгебра Лi Ǧ з цiєю дужкою Лi є редукованою алгеброю для G𝑅.
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Нехай задано абелеву напiвгрупу 𝑆 з нулем 𝜆𝑁 = 0𝑆 ∈ 𝑆, тоб-
то, 𝜆𝛼0𝑆 = 0𝑆 для усiх 𝛼 = 1, . . . , 𝑁 , будь-яка 𝑆-розширена алгеб-
ра Лi G = 𝑆 × g може бути розкладена G = 𝑉 ⊕ 𝑉 з [𝑉 , 𝑉 ] ⊂ 𝑉 ,
де 𝑉 = ⟨0𝑆𝑒1, 0𝑆𝑒2, . . . , 0𝑆𝑒𝑛⟩. У цьому випадку редукована алгебра Лi
G0 := |𝑉 | називається 0𝑆-редукованою алгеброю алгебри G.

Умова (1.3) призводить до того, що 0𝑆-редукована алгебра G0, у базисi

{𝜆𝛼𝑒𝑖 | 𝛼 = 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},

має наступнi комутацiйнi спiввiдношення:

[𝜆𝛼𝑒𝑖, 𝜆𝛽𝑒𝑗] =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑐𝑘𝑖𝑗𝜆𝛼𝜆𝛽𝑒𝑘, якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 ̸= 0𝑆,

0, якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 = 0𝑆.

(1.4)

Оскiльки узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера пов’язанi з градую-
ваннями (спецiальними розкладами векторного простору) контрактова-
них алгебр Лi, то очевидно, що узагальненi IВ-контракцiї можна отрима-
ти за допомогою 𝑆-розширень, див. [66]. У той же час з цього твердження
не випливає, що 𝑆-розширення вичерпують усi можливi контракцiї, зокре-
ма тому, що iснують контракцiї, якi нееквiвалентнi узагальненим IВ-
контракцiям [21,127].

З iншого боку, iснують 𝑆-розширення, якi не еквiвалентнi контрак-
цiям, приклад такого розширення наведено нижче для алгебр Лi sl(2,R)
та 𝐴2.1 ⊕ 𝐴1.

Iснує ще одна конструкцiя тiсно пов’язана з 𝑆-розширеннями, що за-
дається виключно алгебраїчним поняттям градуйованої контракцiї [27].
Градуйована контракцiя будується таким чином: структурнi сталi граду-
йованої алгебри Лi домножаються на числа, пiдiбранi таким чином, щоб
домноженi структурнi сталi визначали алгебру Лi з тим самим граду-
юванням, що i початкова. Градуйованi контракцiї включають дискретнi
контракцiї але не покривають неперервнi.

Контракцiї дiйсних та комплексних тривимiрних алгебр Лi були
вичерпно дослiдженi у роботi [108]. Оскiльки вони усi реалiзуються
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узагальненими IВ-контракцiями, то вони можуть бути реалiзованi 𝑆-
розширеннями. Бiльш того, 𝑆-розширення дозволяють встановити дода-
тковi зв’язки на многовидi тривимiрних алгебр Лi.

Вiдповiдно до класифiкацiї Мубаракзянова [3], неiзоморфнi дiйснi три-
вимiрнi алгебри Лi вичерпуються двома простими алгебрами sl(2,R) i
so(3); двома параметризованими серiями розв’язних алгебр 𝐴𝑎

3.4, 0<|𝑎|61

i 𝐴𝑏
3.5, 𝑏>0; трьома окремими нерозкладними розв’язними алгебрами 𝐴3.1,

𝐴3.2 i 𝐴3.3; та двома розкладними розв’язними алгебрами 3𝐴1 i 𝐴2.1⊕𝐴1.
Було доведено [108], що усi тривимiрнi унiмодулярнi алгебри (а саме,

sl(2,R), so(3), 𝐴−13.4, 𝐴0
3.5, 𝐴3.1 i 3𝐴1) належать замиканню орбiти однiєї з

простих алгебр. Усi контракцiї зображено на рис. 1.2 штриховими лiнiями,
де стрiлка вказує напрямок контракцiї: вiд початкової до результуючої
алгебри. Послiдовнi контракцiї, тобто контракцiї виду: g контрактує до
g0, якщо g контрактує до g1 i g1 контрактує до g0, на схему не нанесено.
Пара алгебр, що пов’язана контракцiєю, має задовольняти необхiдним
умовам теореми 1.5, нижче наведено приклади, якi демонструють, що
для 𝑆-розширень алгебр Лi бiльшiсть з цих умов не виконується.
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Рис. 1.2. Контракцiї дiйсних тривимiрних алгебр Лi позначено штриховими стрiлками,
а 𝑆-розширення, що не еквiвалентнi контракцiям позначено суцiльними стрiлками.

Нехай задано унiмодулярну алгебру Лi g = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑛⟩, тодi

tr(ad𝑒𝑖) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑖𝑗 = 0 ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.5)
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Використовуючи (1.5), для базисних елементiв 𝐸(𝑖−1)𝑁+𝛼 := 𝜆𝛼𝑒𝑖 𝑆-
розширеної алгебри Лi G отримаємо

tr(ad𝐸(𝑖−1)𝑁+𝛼
) =

𝑁∑︁
𝛽=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐾𝛽
𝛼𝛽𝑐

𝑗
𝑖𝑗 =

𝑁∑︁
𝛽=1

𝐾𝛽
𝛼𝛽

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑖𝑗

)︃
= 0,

де

𝐾𝛾
𝛼𝛽 =

⎧⎨⎩1, якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 = 𝜆𝛾,

0, у рештi випадкiв.

Таким чином, властивiсть унiмодулярностi зберiгається будь-яким окре-
мим 𝑆-розширенням. У той же час, унiмодулярна алгебра може мiстити
неунiмодулярну пiдалгебру, або може редукуватись до неунiмодулярної
алгебри Лi.

Наведемо ненульовi комутацiйнi спiввiдношення трьох алгебр Лi:

sl(2,R) : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2; (1.6)

𝐴2.1 ⊕ 𝐴1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1; (1.7)

𝐴3.3 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2. (1.8)

Розглянемо розширення алгебри Лi sl(2,R) за допомогою абелевої на-
пiвгрупи 𝑆2 := {𝜆1, 𝜆2} де 𝜆1𝜆1 = 𝜆1𝜆2 = 𝜆2𝜆1 = 𝜆2𝜆2 = 𝜆2, тобто, 𝜆2 —
це нульовий елемент 0𝑆2

напiвгрупи. Елементи 𝐸2(𝑖−1)+𝛼 := 𝜆𝛼𝑒𝑖, 𝛼 = 1, 2,
𝑖 = 1, 2, 3, утворюють базис шестивимiрної 𝑆2-розширеної алгебри Лi G.
Зi спiввiдношень (1.6) отримуємо ненульовi комутацiйнi спiввiдношення
алгебри Лi G

[𝐸1, 𝐸3] = 𝐸2, [𝐸1, 𝐸4] = 𝐸2, [𝐸1, 𝐸5] = 2𝐸4, [𝐸1, 𝐸6] = 2𝐸4,

[𝐸2, 𝐸3] = 𝐸2, [𝐸2, 𝐸4] = 𝐸2, [𝐸2, 𝐸5] = 2𝐸4, [𝐸2, 𝐸6] = 2𝐸4,

[𝐸3, 𝐸5] = 𝐸6, [𝐸3, 𝐸6] = 𝐸6, [𝐸4, 𝐸5] = 𝐸6, [𝐸4, 𝐸6] = 𝐸6.

Елементи 𝐸1, 𝐸2 та 𝐸3 утворюють тривимiрну пiдалгебру з ненульовими
комутацiйними спiввiдношенням [𝐸1, 𝐸3] = 𝐸2, [𝐸2, 𝐸3] = 𝐸2. Замiна ба-
зису �̃�1 = 𝐸2, �̃�2 = 𝐸3, �̃�3 = 𝐸1−𝐸2 призводить до єдиного ненульового
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спiввiдношення [�̃�1, �̃�2] = �̃�1. Таким чином, отримуємо алгебру 𝐴2.1⊕𝐴1,
див. (1.7).

Iншим прикладом є пара алгебр sl(2,R) та 𝐴3.3. Нехай абелева
група порядку три з нулем 𝑆3 = {0𝑆3

= 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3} задовольняє
умови 𝜆2𝜆3 = 𝜆3𝜆2 = 𝜆2 та 𝜆2𝜆2 = 𝜆3𝜆3 = 𝜆1. Цi властивос-
тi 𝑆3 сумiснi зi структурою напiвгрупи та достатнi для визначення 𝑆3-
розширень. 𝑆3-розширення алгебри sl(2,R) є дев’ятивимiрною алгеброю
Лi 𝑆3 × sl(2,R) з ненульовими комутаторами

[𝐸1, 𝐸4] = 𝐸1, [𝐸1, 𝐸5] = 𝐸1, [𝐸1, 𝐸6] = 𝐸1,

[𝐸1, 𝐸7] = 2𝐸4, [𝐸1, 𝐸8] = 2𝐸4, [𝐸1, 𝐸9] = 2𝐸4,

[𝐸2, 𝐸4] = 𝐸1, [𝐸2, 𝐸5] = 𝐸1, [𝐸2, 𝐸6] = 𝐸2,

[𝐸2, 𝐸7] = 2𝐸4, [𝐸2, 𝐸8] = 2𝐸4, [𝐸2, 𝐸9] = 2𝐸5,

[𝐸3, 𝐸4] = 𝐸1, [𝐸3, 𝐸5] = 𝐸2, [𝐸3, 𝐸6] = 𝐸1,

[𝐸3, 𝐸7] = 2𝐸4, [𝐸3, 𝐸8] = 2𝐸5, [𝐸3, 𝐸9] = 2𝐸4,

[𝐸4, 𝐸7] = 𝐸7, [𝐸4, 𝐸8] = 𝐸7, [𝐸4, 𝐸9] = 𝐸7,

[𝐸5, 𝐸7] = 𝐸7, [𝐸5, 𝐸8] = 𝐸7, [𝐸5, 𝐸9] = 𝐸8,

[𝐸6, 𝐸7] = 𝐸7, [𝐸6, 𝐸8] = 𝐸8, [𝐸6, 𝐸9] = 𝐸7.

З алгебри 𝑆3 × sl(2,R) можна виокремити тривимiрну пiдалгебру
⟨𝐸1, 𝐸2, 𝐸6⟩ iзоморфну𝐴3.3, див. (1.8). Два наведенi розширення є прикла-
дами побудови зв’язкiв мiж унiмодулярними та неунiмодулярними триви-
мiрними алгебрами Лi за допомогою розширень та видiлення пiдалгебр.

Що стосується решти неунiмодулярних алгебр Лi, а саме 𝐴3.2, 𝐴𝑎
3.4 та

𝐴𝑏
3.5, є пiдстави вважати, що їх неможливо отримати з простих триви-

мiрних алгебр Лi за допомогою 𝑆-розширень. Ця гiпотеза ґрунтується
на неузгодженостi правих частин у вiдповiдних канонiчних комутацiйних
спiввiдношеннях, якi неможливо подолати за допомогою невиродженої
замiни базису. Ця гiпотеза потребує строгого доведення.

Розглянемо 𝑆3-розширення алгебри Лi 𝐴2.1 ⊕ 𝐴1. Опустимо громiзд-
кi комутацiйнi спiввiдношення дев’ятивимiрної алгебри Лi i розглянемо
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лише тi, що стосуються базисних елементiв 𝐸1 = 𝜆1𝑒1, 𝐸2 = 𝜆2𝑒1 та
𝐸6 = 𝜆3𝑒2: [𝐸1, 𝐸6] = 𝐸1, [𝐸2, 𝐸6] = 𝐸2, [𝐸1, 𝐸2] = 0.

Це означає, що базиснi елементи 𝐸1, 𝐸2 i 𝐸6 утворюють пiдалгебру
iзоморфну 𝐴3.3, див. (1.8).

Зворотнiй зв’язок може бути отриманий за допомогою 𝑆2-розширення
алгебри 𝐴3.3. Базиснi елементи 𝐸1, 𝐸2 та 𝐸6 породжують пiдалгебру iзо-
морфну 𝐴2.1⊕𝐴1. Дiйсно, комутацiйнi спiввiдношення мiж цими елемен-
тами наступнi:

[𝐸1, 𝐸2] = 0, [𝐸1, 𝐸6] = 𝐸1, [𝐸2, 𝐸6] = 𝐸1.

Замiною базису �̃�1 = 𝐸1 − 𝐸2, �̃�2 = 𝐸6, �̃�3 = 𝐸2, отримаємо єдине
ненульове спiввiдношення [�̃�1, �̃�2] = �̃�1. Цей приклад демонструє наяв-
нiсть зв’язку мiж алгебрами у обох напрямках, що заперечує наявнiсть
вiдношення, навiть часткового, порядку.

Отже, на вiдмiну вiд контракцiї, 𝑆-розширення з алгебри 𝐴2.1 ⊕ 𝐴1

до 𝐴3.3 створило алгебру Лi бiльш складної структури, а саме: розмiрнiсть
центру зменшилась з 1 до 0, розмiрнiсть пiдалгебри Картана зменшилась
з 2 до 1, а розмiрнiсть похiдної алгебри зросла з 1 до 2.

У той же час 𝑆-розширення, навiть комбiнованi з редукцiєю та ви-
окремленням пiдалгебри, зберiгають певнi властивостi алгебр Лi. Напри-
клад, виконується спiввiдношення

[𝑆 × g, 𝑆 × g] = (𝑆𝑆)× [g, g].

Таким чином, алгебра 𝑆 × g є розв’язною (нiльпотентною) тодi i тiльки
тодi, коли такою є алгебра g, степенi розв’язностi (нiльпотентностi) цих
алгебр спiвпадають. Процедури редукцiї алгебри 𝑆 × g та видiлення її
пiдалгебри не можуть пiдвищити степiнь розв’язностi (нiльпотентностi).

Зауважимо, що всi чотири розглянутi випадки розширень можна отри-
мати з неабелевої двовимiрної алгебри Лi, оскiльки ключову роль грає
спiввiдношення [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1.
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Проведений вище аналiз 𝑆-розширень дозволяє сформулювати насту-
пне твердження.

Твердження 1.13. 𝑆-розширення алгебр Лi зберiгають властивостi
унiмодулярностi, розв’язностi та нiльпотентностi.

𝑆-розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунi-
модулярнi алгебри Лi з унiмодулярних, проте, при цьому порушується
вiдношення порядку на многовидi алгебр Лi заданої розмiрностi.

1.3. Контракцiї нiльпотентних алгебр Лi

Контракцiї дiйсних та комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрно-
стей не вище за чотири були повнiстю дослiдженi серед контракцiй усiх
низькорозмiрних алгебр у роботi [108], де, зокрема, було показано, що усi
контракцiї нiльпотентних низькорозмiрних алгебр Лi еквiвалентнi зви-
чайним контракцiям Iньоню–Вiгнера.

Розглянемо контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi вищих
розмiрностей. Необхiдною умовою для дослiдження контракцiй є класи-
фiкацiя таких алгебр, для розмiрностi 5 та 6, цi класифiкацiї вiдомi та
наведенi у додатку А. Контракцiї п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi
було дослiджено у роботi [51], проте нам вдалось покращити цей резуль-
тат звiвши усi контракцiї, крiм однiєї, до звичайних контракцiй Iньоню–
Вiгнера та побудувавши узагальнену IВ-контракцiю з найменшою можли-
вою сигнатурою. Явний вигляд отриманих матриць контракцiї наведено
у таблицi А.1 додатку А. Для доведення вiдсутностi контракцiй у парах
п’ятивимiрних алгебр Лi були використанi необхiднi умови пов’язанi з
розмiрнiстю орбiти, абелевого iдеалу, центру та централiзатора похiдної
алгебри. Отриманий результат можна пiдсумувати у виглядi твердження.

Лема 1.14. Наступний набiр необхiдних умов є достатнiм для ви-
окремлення пар п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем
комплексних чисел, для яких iснує контракцiя.
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Якщо алгебра Лi 𝑔0 є власною контракцiєю алгебри Лi 𝑔, то викону-
ються наступнi умови:

1) dim𝒪(𝑔0) < dim𝒪(𝑔), де 𝒪(𝑔) — це орбiта пiд дiєю GL(𝑉 );

2) 𝑛Ai(𝑔0) ≥ 𝑛Ai(𝑔), де 𝑛Ai(𝑔) — максимальна розмiрнiсть абелевого
iдеалу;

3) dim 𝑔𝑙0 ≤ dim 𝑔𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, де 𝑔1 = [𝑔, 𝑔], 𝑔2 = [𝑔1, 𝑔], 𝑔3 = [𝑔2, 𝑔];

4) dim𝑍(𝑔0) ≥ dim𝑍(𝑔), де 𝑍(𝑔) — центр алгебри;

5) dim𝐶𝑔(𝑔
′) ≤ dim𝐶𝑔(𝑔0

′), де 𝐶𝑔(𝑔
′) — централiзатор похiдної алгеб-

ри.

Твердження 1.15. Усi, крiм однiєї, контракцiї нiльпотентних алгебр
Лi розмiрностi не вище за п’ять еквiвалентнi звичайним контракцiям
Iньоню–Вiгнера.

Контракцiя g5.6 → g5.4 є єдиною контракцiєю нiльпотентних
п’ятивимiрних алгебр Лi, що не може бути отримана простою IВ-
контракцiєю. Для цiєї пари мiнiмальною додатною сигнатурою є набiр
(1, 0, 1, 2, 1).

Доведення. Доведення першого твердження випливає з роботи [108] та
таблицi А.1.

Доведемо друге твердження. Розглянемо дiагональнi диференцiюван-
ня алгебри Лi g5.4:

Der(g5.4) = diag(2𝑝3−𝑝5, 𝑝5−𝑝3, 𝑝3, 3𝑝3−𝑝5, 𝑝5),

де 𝑝𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1, . . . , 5. З третьої та п’ятої компоненти випливає, що Z2-
градуювання (яке еквiвалентне iснуванню контракцiї Iньоню–Вiгнера) ви-
магає виконання умови 𝑝3, 𝑝5 ∈ {0; 1}, що призводить перелiку можливих
сигнатур:

𝑝3 = 𝑝5 = 0, вiдповiдна сигнатура (0, 0, 0, 0, 0);

𝑝3 = 𝑝5 = 1, вiдповiдна сигнатура (1, 0, 1, 2, 1);
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𝑝3 = 1, 𝑝5 = 0, вiдповiдна сигнатура (2, 0, 1, 3, 0);

𝑝3 = 0, 𝑝5 = 1, вiдповiдна сигнатура (−1, 1, 0,−1, 1).

Жодна з них не складається з нулiв та одиниць, отже, алгебра g5.4 не
може бути результатом простої контракцiї Iньоню–Вiгнера.

Контракцiя g5.6 → g5.4 може бути реалiзована узагальненою IВ-
контракцiєю з сигнатурою (1, 0, 1, 2, 1), яка є мiнiмальною додатною си-
гнатурою у випадку 𝑝3, 𝑝5 ∈ {0; 1}. Iснує ще одна додатна сигнатура того
ж порядку, а саме (0, 1, 1, 1, 2) при 𝑝3 = 1, 𝑝5 = 2, але вона вимагає
додаткового перетворення iзоморфiзму. Решта сигнатур мiстять вiд’ємнi
компоненти або вищi порядки.

Зауваження 1.16. Зауважимо, що класифiкацiї нiльпотентних п’яти-
вимiрних алгебр над полем дiйсних та комплексних чисел спiвпадають.
Оскiльки усi матрицi контракцiї мають дiйснi компоненти, то вищенаве-
денi результати справедливi i для поля дiйсних чисел.

Контракцiї шестивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем ком-
плексних чисел (класифiкацiю алгебр наведено у додатку А) дослiджу-
вались у роботi [133], на жаль, там наявнi помилки, наприклад, контрак-
цiю g6.17 → g6.12 пропущено, а контракцiя g6.17 → g6.11 є зайвою, оскiль-
ки може бути отримана як композицiя контракцiй. Матрицi контракцiї
g6.4 → g6.7, g6.18 → g6.9, g6.19 → g6.13, g6.19 → g6.17 та g6.20 → g6.18 не
реалiзують задекларованi контракцiї, а контракцiї g6.11 → g5.4 ⊕ g1 та
g6.7 → g3 ⊕ g3 насправдi не iснують.

При дослiдженнi цiєї задачi було встановлено перелiк необхiдних умов,
що є достатнiми для виокремлення усiх пар шестивимiрних нiльпотен-
тних алгебр Лi над полем комплексних чисел, що допускають контрак-
цiю.

Лема 1.17. Якщо алгебра Лi 𝑔0 є власною контракцiєю алгебри Лi 𝑔, то
виконуються наступнi умови:

1) dim𝒪(𝑔0) < dim𝒪(𝑔), де 𝒪(𝑔) — це орбiта пiд дiєю GL(𝑉 );
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2) 𝑛Ai(𝑔0) ≥ 𝑛Ai(𝑔), де 𝑛Ai(𝑔) — максимальна розмiрнiсть абелевого
iдеалу;

3) dim 𝑔𝑙0 ≤ dim 𝑔𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, де 𝑔1 = [𝑔, 𝑔], 𝑔2 = [𝑔1, 𝑔], 𝑔3 = [𝑔2, 𝑔];

4) dim𝑍(𝑔0) ≥ dim𝑍(𝑔), де 𝑍(𝑔) — центр алгебри;

5) dim𝐶𝑔(𝑔
′) ≤ dim𝐶𝑔(𝑔0

′), де 𝐶𝑔(𝑔
′) — централiзатор похiдної алгеб-

ри;

6) якщо 𝑠 — пiдалгебра 𝑔, то iснує пiдалгебра 𝑠0 у 𝑔0 тiєї ж розмiр-
ностi, така, що 𝑠0 є контракцiєю 𝑠;

7) якщо 𝑔 представлено структурою 𝑠, що лежить у стiйкiй за Боре-
лем замкненiй пiдмножинi 𝑆, то 𝑔0 теж має бути представленою
структурою у 𝑆.

Цей набiр необхiдних умов є достатнiм для виокремлення пар шес-
тивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем комплексних чисел, для
яких iснує контракцiя.

Умови 1)–4) можуть бути знайденi у роботi [108], умова 7) — у робо-
тi [133], а умови 5) та 6) доведено у параграфi 1.1.

Використовуючи комутацiйнi спiввiдношення шестивимiрних нiльпо-
тентних алгебр Лi, обчислимо ряд алгебраїчних величини, для застосу-
вання леми 1.17.

Найпотужнiшою необхiдною умовою є умова 1), оскiльки вона мiстить
строгу нерiвнiсть та доводить вiдсутнiсть контракцiї у понад половинi
випадкiв. Маємо наступне впорядкування шестивимiрних комплексних
нiльпотентних алгебр Лi вiдносно розмiрностей орбiти групи GL(𝑉 ):

28 = dim𝒪(𝑔6.20);

27 = dim𝒪(𝑔6.19) = dim𝒪(𝑔6.18);

26 = dim𝒪(𝑔6.17) = dim𝒪(𝑔6.15) = dim𝒪(𝑔6.13);

25 = dim𝒪(𝑔6.16) = dim𝒪(𝑔6.14) = dim𝒪(𝑔6.12) = dim𝒪(𝑔6.9);

24 = dim𝒪(𝑔6.11) = dim𝒪(𝑔6.10) = dim𝒪(𝑔6.5) = dim𝒪(𝑔5.6 ⊕ 𝑔1);
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23 = dim𝒪(𝑔6.8) = dim𝒪(𝑔6.4) = dim𝒪(𝑔5.5 ⊕ 𝑔1);

22 = dim𝒪(𝑔6.7) = dim𝒪(𝑔6.2);

21 = dim𝒪(𝑔6.6) = dim𝒪(𝑔5.4 ⊕ 𝑔1) = dim𝒪(𝑔5.3 ⊕ 𝑔1);

20 = dim𝒪(𝑔3 ⊕ 𝑔3);

19 = dim𝒪(𝑔6.1) = dim𝒪(𝑔4 ⊕ 2𝑔1);

18 = dim𝒪(𝑔6.3);

17 = dim𝒪(𝑔5.2 ⊕ 𝑔1);

15 = dim𝒪(𝑔5.1 ⊕ 𝑔1);

12 = dim𝒪(𝑔3 ⊕ 3𝑔1).

На наступному кроцi обчислюємо розмiрностi максимальних абелевих
iдеалiв для тих алгебр Лi, що не суперечать умовi 1). Отримаємо рiвнiсть
𝑛Ai = 4 для алгебр 𝑔6.19, 𝑔6.17, 𝑔6.15, 𝑔6.14, 𝑔6.13, 𝑔6.12, 𝑔6.11, 𝑔6.10, 𝑔6.9, 𝑔6.8,
𝑔6.7, 𝑔6.5, 𝑔6.4, 𝑔6.3, 𝑔6.2, 𝑔6.1, 𝑔5.6 ⊕ 𝑔1, 𝑔5.4 ⊕ 𝑔1, 𝑔5.3 ⊕ 𝑔1, 𝑔5.1 ⊕ 𝑔1, 𝑔3 ⊕ 𝑔3 та
𝑛Ai = 5 для алгебр 𝑔6.16, 𝑔6.6, 𝑔5.5 ⊕ 𝑔1, 𝑔5.2 ⊕ 𝑔1, 𝑔4 ⊕ 2𝑔1, 𝑔3 ⊕ 3𝑔1.

Далi розглянемо першi три компоненти нижнього центрального ряду,
для алгебр, що залишились пiсля застосування умов 1) та 2).

dim 𝑔1 = 4 для алгебр 𝑔6.16 та 𝑔6.14;

dim 𝑔1 = 3 для алгебр 𝑔6.13, 𝑔6.6 та 𝑔6.3;

dim 𝑔1 = 2 для алгебр 𝑔6.2, 𝑔6.1, 𝑔5.3 ⊕ 𝑔1 та 𝑔3 ⊕ 𝑔3.

dim 𝑔2 = 2 для алгебр 𝑔6.11, 𝑔6.8, 𝑔6.5, 𝑔5.6 ⊕ 𝑔1, 𝑔5.5 ⊕ 𝑔1 та 𝑔5.4 ⊕ 𝑔1;

dim 𝑔2 = 1 для алгебр 𝑔6.10, 𝑔6.9 та 𝑔4 ⊕ 2𝑔1;

dim (𝑔3 ⊕ 𝑔3)2 = 0;

dim 𝑔6.15
3 = 1 та dim 𝑔6.16

3 = 2;

dim 𝑔6.5
3 = 0 та dim 𝑔𝑔5.5⊕𝑔1

3 = 1.

Пiсля чого обчислюємо та порiвнюємо розмiрностi центрiв

dim𝑍 = 1 для алгебр 𝑔6.11, 𝑔6.10 та 𝑔6.2;
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dim𝑍 = 2 для алгебр 𝑔6.14, 𝑔6.8, 𝑔6.5, 𝑔6.4, 𝑔6.1, 𝑔5.6⊕𝑔1, 𝑔5.3⊕𝑔1, 𝑔5.1⊕𝑔1
та 𝑔3 ⊕ 𝑔3;

dim𝑍 = 3 для алгебр 𝑔6.3, 𝑔5.4 ⊕ 𝑔1 та 𝑔5.2 ⊕ 𝑔1.

Коли вже враховано умови 1)–4) використовуємо розмiрностi центра-
лiзаторiв похiдних алгебр

dim𝐶𝑔(𝑔
′) = 5 для алгебр 𝑔6.11, 𝑔6.7, 𝑔6.4 та 𝑔6.2;

dim𝐶𝑔(𝑔
′) = 4 для алгебр 𝑔6.8 та 𝑔5.4 ⊕ 𝑔1.

Необхiдна умова 6), що пов’язана з пiдалгебрами, застосовується
до пар (𝑔6.18, 𝑔6.15), (𝑔6.18, 𝑔6.13) та (𝑔6.17, 𝑔6.9). Використовуємо пiдал-
гебри розмiрностi 5 ⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ ⊂ 𝑔6.18. Ця пiдалгебра iзомор-
фна алгебрi 𝑔5.1, яка контрактує до абелевої алгебри або до алгебри
𝑔3 ⊕ 2𝑔1, але жодна з цих трьох алгебр не є пiдалгеброю у 𝑔6.15 або
𝑔6.13. Аналогiчно для пiдалгебри ⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩ ⊂ 𝑔6.17, що iзоморфна
𝑔3 ⊕ 2𝑔1 та контрактує до абелевої, але 𝑔6.9 не має пiдалгебр 𝑔3 ⊕ 2𝑔1

або 5𝑔1.
Критерiй 7), що стосується структур стiйких за Борелем, застосову-

ється до пар: (𝑔6.17, 𝑔6.12), (𝑔5.6 ⊕ 𝑔1, 𝑔6.4), (𝑔5.6 ⊕ 𝑔1, 𝑔3 ⊕ 𝑔3), (𝑔6.8, 𝑔3 ⊕ 𝑔3),
(𝑔6.7, 𝑔3⊕𝑔3), (𝑔5.3⊕𝑔1, 𝑔3⊕𝑔3). Зауважимо, що у випадку групи GL𝑛 стiй-
кi за Борелем пiдгрупи породжуються нижньо- або верхноьотрикутними
матрицями. Наведемо структури стiйкi за Борелем, що суперечать iсну-
ванню контракцiй для наших пар алгебр.

Для 𝑔6.17 розглянемо структуру [⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, ⟨𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩] ⊆ ⟨0⟩,
для 𝑔6.12 отримаємо [⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, ⟨𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩] ⊆ ⟨𝑒6⟩ ≠ ⟨0⟩.

Такi самi структури спрацьовують для пар (𝑔5.3⊕ 𝑔1, 𝑔3⊕ 𝑔3) та (𝑔5.6⊕
𝑔1, 𝑔6.4).

Щодо пар (𝑔5.6⊕𝑔1, 𝑔3⊕𝑔3) та (𝑔6.7, 𝑔3⊕𝑔3) перша структура та сама, а
друга для 𝑔3⊕𝑔3 має вигляд [⟨𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, ⟨𝑒3, 𝑒5, 𝑒6⟩] ⊆ ⟨𝑒6⟩ ≠ ⟨0⟩.

I остання пара (𝑔6.8, 𝑔3 ⊕ 𝑔3) виключається структурою для 𝑔6.8:

[⟨𝑒1, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6⟩, ⟨𝑒3, 𝑒5, 𝑒6⟩] ⊆ ⟨0⟩.
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Усi вищенаведенi величини порiвняно та позначено у таблицях А.3 та А.4.
Аналiзуючи таблицю можна зробити висновок, що алгебра 𝑔6.20 породжує
за допомогою контракцiй усi нiльпотентнi алгебри Лi розмiрностi шiсть.

Наслiдок 1.18. 𝑔6.20-iнварiантнi теорiї об’єднують усi теорiї, що ма-
ють комплексну нiльпотентну шестивимiрну iнварiантнiсть.

Контракцiї, що допускаються лемою 1.17 можна побудувати за допо-
могою узагальнених IВ-контракцiй, що дозволяє зробити наступний ви-
сновок.

Наслiдок 1.19. Контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi роз-
мiрностей не вище за шiсть еквiвалентнi узагальненим контракцiям
Iньоню–Вiгнера.

Класифiкацiя шестивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем дiйс-
них та комплексних чисел вiдрiзняється чотирма додатковими алгебрами
Лi, тому дiйсний випадок має бути дослiджений додатково.

Твердження про еквiвалентнiсть контракцiй нiльпотентних алгебр Лi
узагальненим IВ-контракцiям не може бути поширене на вищi розмiрнос-
тi, оскiльки починаючи з розмiрностi сiм з’являються характеристично
нiльпотентнi алгебри Лi, для яких це твердження спростовує наступний
приклад.

Приклад 1.20. Розглянемо приклад контракцiї мiж двома нiльпотент-
ними алгебрами Лi розмiрностi сiм g𝐹 та g𝐸. Цю контракцiю, помiж iн-
ших, було побудовано у роботi [21], проте надзвичайно важливим є бiльш
детальне її дослiдження, зокрема, з точки зору градуювань алгебри g𝐸.
Двi нiльпотентнi алгебри Лi, що розглядаються, задаються комутацiйни-
ми спiввiдношеннями

g𝐹 : [𝑒1, 𝑒𝑖] = 𝑒𝑖+1, 2 6 𝑖 6 6,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒7, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒7, [𝑒3, 𝑒4] = −𝑒7,

g𝐸 : [𝑒1, 𝑒𝑖] = 𝑒𝑖+1, 2 6 𝑖 6 6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6 + 𝑒7, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒7.
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Вони є характеристично нiльпотентними, оскiльки їх алгебри диференцi-
ювань теж нiльпотентнi

Der(g𝐹 ) = ⟨2𝐸21+𝐸42+𝐸53+3𝐸64+5𝐸75+2𝐸76, 𝐸31+𝐸52−𝐸75,

𝐸32+𝐸43+𝐸54+𝐸65+𝐸76, 𝐸61, 𝐸41−𝐸51+𝐸74, 𝐸51+𝐸62⟩,

Der(g𝐸) = ⟨𝐸31−𝐸41+𝐸52, 𝐸41+𝐸62, −𝐸31+𝐸41+𝐸63+𝐸74,

−𝐸21−𝐸31+𝐸41+2𝐸42+2𝐸53+𝐸63+𝐸64, 𝐸71, 𝐸51,

𝐸21+𝐸31−𝐸41−𝐸42−𝐸53−𝐸63+𝐸75, −𝐸41+𝐸73,

𝐸32+𝐸43+𝐸54+𝐸65+𝐸76, 𝐸72, 𝐸61⟩.

Тут 𝐸𝑖𝑗 позначає 7 × 7 матрицю з єдиним ненульовим елементом, що
розташований на (𝑖, 𝑗)-тому мiсцi та дорiвнює 1. Обидвi алгебри дифе-
ренцiювань складаються з нижньотрикутних матриць, звiдки випливає,
що жодна з цих алгебр не допускає градуювань, тому жодна з цих алгебр
Лi не може бути результатом узагальненої IВ-контракцiї.

З iншого боку, iснує контракцiя g𝐹 → g𝐸, що задається матрицею
контракцiї 𝑈𝜀 при 𝜀→ 0:

𝑈𝜀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜀 0 0 0 0 0 0

0 𝜀3 0 0 0 0 0

0 0 𝜀4 0 0 0 0

0 1
2𝜀

4 0 𝜀5 0 0 0

0 0 1
2𝜀

5 0 𝜀6 0 0

0 0 0 1
2𝜀

6 0 𝜀7 0

0 0 0 0 1
2𝜀

7 0 𝜀8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Наслiдок 1.21. Узагальненi контракцiї Iньоню–Вiгнера не є унiверсаль-
ними навiть для множини нiльпотентних алгебр Лi, зокрема жодна
з характеристично нiльпотентних алгебр Лi будь-якої розмiрностi не
може бути результатом власної узагальненої IВ-контракцiї.
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1.4. Реалiзацiї алгебр Лi

У цьому параграфi об’єктом дослiджень є диференцiальнi оператори пер-
шого порядку з гладкими коефiцiєнтами (векторнi поля Лi), що замкненi
вiдносно операцiї множення (комутатора), яка задовольняє умовам дуж-
ки Лi. Iснує кiлька пiдходiв до побудови та класифiкацiї таких реалiзацiй
алгебр Лi, основними серед них є такi:

1) побудова базисних векторних полiв, що задовольняють наперед за-
данi структурнi сталi алгебри Лi;

2) побудова скiнченновимiрних просторiв векторних полiв, замкнених
вiдносно множення, що задовольняє означенню дужки Лi.

Класифiкацiю реалiзацiй розпочав Софус Лi у термiнах другого пiд-
ходу i виконав її для однiєї змiнної над полями дiйсних i комплексних
чисел та двох змiнних у випадку комплексного поля [81]. Задачу класи-
фiкацiї скiнченновимiрних просторiв векторних полiв Лi у випадку двох
змiнних над полем дiйсних чисел розв’язали Гонзалес зi спiваторами [48]
1992 року. Останню класифiкацiю було розширено у роботi [88] 2013 року,
де побудовано скiнченновимiрнi алгебри Лi диференцiальних операторiв
першого порядку у двох змiнних з рацiональними коефiцiєнтами над до-
вiльним алгебраїчно замкненим полем характерстики нуль.

Станом на сьогоднi iснує ряд дослiджень у випадку трьох змiнних,
зокрема Шнейдер [136], взявши за основу комплекснi реалiзацiї Лi у двох
змiнних, побудував алгебри Лi векторних полiв на C2 × C за допомогою
трьох суттєвих транзитивних пiдняттiв. Ще один новий пiдхiд до побу-
дови алгебр Лi у термiнах вагових векторних полiв з’явився у роботах
Кавскi [68] та Грабовскi [49]. На сьогоднi цим вичерпуються основнi ме-
тоди дослiдження реалiзацiй в рамках другого пiдходу, зокрема можли-
вiсть повної класифiкацiї дiйсних векторних полiв Лi для чотирьох змiн-
них обмежена результатом отриманим у роботi [14], де показано, що за-
дача класифiкацiї скiнченновимiрних пiдалгебр алгебри диференцiювань
на кiльцi полiномiв 𝑛 змiнних є дикою для 𝑛 ≥ 4. Зважаючи на теорему
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доведену Гульомiним i Штернбергом [52], цi пiдалгебри є важливими для
опису векторних полiв з полiномiальними коефiцiєнтами на многовидi R𝑛.

Що стосується першого пiдходу до побудови реалiзацiй алгебр Лi, то
найочевиднiшими є прямий метод (який є технiчно досить складним) та
метод побудови реалiзацiй з лiнiйними коефiцiєнтами, якi вiдповiдають
матричним зображенням. Цi методи будуть детальнiше розглянутi далi.

Розглянемо метод побудови транзитивних реалiзацiй алгебр Лi,
виходячи зi структурних сталих, запропонований Блаттнером [9]
1969 року. Нехай базис скiнченновимiрної алгебри Лi g має вигляд
{𝑒1, . . . , 𝑒𝑘, 𝜖1, . . . , 𝜖𝑚}, де ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑘⟩ — пiдалгебра корозмiрностi 𝑚,
а 𝑈(g) — унiверсальна обгортуюча алгебри g. Тодi перетворення 𝜙𝜖, ви-
значене для 𝑋 ∈ g формулою

𝜙𝜖(𝑋) =
𝑚∑︁
𝑖=1

(︃∑︁
𝑙∈N𝑚

𝜒𝑖(𝜖
𝑙𝑋)

𝑥𝑙

𝑙!

)︃
𝜕𝑖, де 𝑙! :=

𝑚∏︁
𝑖=1

𝑙𝑖!,

є транзитивною реалiзацiєю алгебри g. Тут 𝜖𝑙𝑋 ∈ 𝑈(g), а 𝜒𝑖 — коефiцiєнт
Пуанкаре–Бiркгофва–Вiтта перед мономом 𝜖𝑖. Саме коефiцiєнти 𝜒𝑖 суттє-
во ускладнюють застосування формули Блаттнера, оскiльки не знайдена
регулярна процедура для їх обчислення.

У дисертацiйнiй роботi розглядаються задачi, що також пов’язанi
з першим пiдходом, тобто задачi побудови реалiзацiй алгебри Лi зада-
ної своїми комутацiйними спiввiдношеннями. Зокрема використовується
метод Широкова для побудови диференцiальних один-форм. Наведемо
необхiднi означення.

Розглянемо 𝑛-вимiрну дiйсну чи комплексу алгебру Лi g = (𝑉, [·, ·]),
задану тензором структурних сталих 𝑐𝑘𝑖𝑗 у фiксованому базисi {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}
векторного простору 𝑉 . Тобто вихiдними даними є ненульовi комутатори
[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘, де iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 змiнюються вiд 1 до 𝑛, а за iндексами, що
повторюються, вiдбувається сумування. Далi у цьому параграфi розгля-
дається лише поле дiйсних чисел, хоча наведенi мiркування справедливi
i для поля комплексних чисел. Нехай 𝑀 — вiдкрита множина в R𝑛.
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Означення 1.22. Векторне поле 𝑣 на 𝑀 задається дотичними вектора-
ми 𝑣 ∈ 𝑇𝑀 |𝑥 в кожнiй точцi 𝑥 ∈𝑀 , такими, що 𝑣 гладко змiнюється вiд
точки до точки. У локальних координатах векторне поле має вигляд

𝑣(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜉𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
, (1.9)

де 𝜉𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — гладкi функцiї вiд 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Надалi будемо використовувати скорочення 𝜕𝑗 = 𝜕/𝜕𝑥𝑗. Нехай �̃� —
вiдкрита множина в R𝑚. Позначимо через Vect(�̃�) алгебру Лi гладких
векторних полiв на �̃� з дужкою Лi, визначеною як комутатор. Iншими
словами, це алгебра Лi диференцiальних операторiв першого порядку з
гладкими коефiцiєнтами.

Означення 1.23 ( [128]). Реалiзацiєю алгебри Лi g векторними полями
на �̃� називається гомоморфiзм 𝑅 : g→ Vect(�̃�).

Реалiзацiя 𝑅 точна, якщо ker𝑅 = {0}, в iншому випадку називати-
мемо реалiзацiю неточною.

Образи базисних елементiв 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 алгебри Лi g при реалiзацiї
𝑅 мають вигляд

𝑋𝑖 = 𝑅(𝑒𝑖) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗𝑖 (𝑥)𝜕𝑗. (1.10)

Зауважимо, що означення реалiзацiї алгебри Лi задається на много-
видi �̃� , розмiрностi dim �̃� = 𝑚, оскiльки розмiрнiсть простору на якому
дiє вiдповiдна група Лi не обов’язково спiвпадає з кiлькiстю параметрiв
групи Лi, тобто, з розмiрнiстю алгебри Лi. Нехай 𝑥 ∈ �̃� — деяка точка
многовиду, а 𝑅𝑥 — реалiзацiя алгебри g у цiй точцi. Розглянемо лiнiйне
перетворення 𝑅𝑥 : g → Vect(�̃�)(𝑥), що перетворює вектор 𝑣 ∈ g у його
образ 𝑅(𝑣(𝑥)) в точцi 𝑥. Матриця, що вiдповiдає цьому лiнiйному перетво-
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ренню є 𝑛×𝑚 матрицею 𝜉 i утворюється коефiцiєнтами реалiзацiї (1.10):

𝜉(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉11(𝑥) 𝜉21(𝑥) . . . 𝜉𝑚1 (𝑥)

𝜉12(𝑥) 𝜉22(𝑥) . . . 𝜉𝑚2 (𝑥)
... ... . . . ...

𝜉1𝑛(𝑥) 𝜉2𝑛(𝑥) . . . 𝜉𝑚𝑛 (𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.11)

Означення 1.24. Ранг лiнiйного пертворення 𝑅𝑥 або, еквiвалентно, ранг
матрицi 𝜉(𝑥) у точцi 𝑥 називається рангом реалiзацiї 𝑅 у точцi 𝑥 та по-
значається rank 𝜉(𝑥).

Значення рангу реалiзацiї задовольняє очевидну нерiвнiсть

0 ≤ rank 𝜉(𝑥) ≤ 𝑛,

де 𝑛 — розмiрнiсть алгебри Лi g.

Означення 1.25. Точка 𝑥 ∈ 𝑀 називається точкою загального поло-
ження якщо iснує окiл 𝑈𝑥 точки 𝑥, такий, що ранги rank 𝜉(𝑦) сталi для
всiх точок 𝑦 ∈ 𝑈𝑥.

Точка, що не є точкою загального положення, називається особливою.

Вiдповiднiсть мiж групою та алгеброю Лi — локальна, тому в данiй
роботi, навiть якщо це не зазначено явно, усi реалiзацiї алгебр Лi розгля-
даються в околах точок загального положення.

Еквiвалентнiсть реалiзацiй. Нехай 𝐴 — пiдгрупа групи автомор-
фiзмiв Aut(g) алгебри Лi g.

Означення 1.26 ( [128]). Двi реалiзацiї 𝑅1 : g → Vect(�̃�) та
𝑅2 : g → Vect(�̃�) називаються 𝐴-еквiвалентними, якщо iснує 𝜙 ∈ 𝐴

та дифеоморфiзм 𝑓 : �̃� → �̃� такий, що 𝑅2(𝑣) = 𝑓*𝑅1(𝜙(𝑣)) для усiх
𝑣 ∈ 𝐴. Тут 𝑓* — це iзоморфiзм з Vect(�̃�) в Vect(�̃�) iндукований 𝑓 .

Iншими словами, двi реалiзацiї еквiвалентнi, якщо вони зводяться одна
до одної автоморфною замiною базису (𝑒𝑖 ↦→ 𝑒𝑖), та невиродженою замi-
ною змiнних (𝑥𝑙 ↦→ 𝑦𝑙 = 𝜙𝑙(𝑥)).
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Якщо задано дифеоморфiзм на �̃� : 𝑦1 = 𝜙1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑦2 =

𝜙2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), . . . , 𝑦𝑚 = 𝜙𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚). То реалiзацiя вигляду (1.10) пе-
ретвоюється таким чином:

�̃�(𝑒𝑖) =
𝑚∑︁
𝑙=1

𝜉𝑖𝑙(𝑦)𝜕𝑦𝑙 =
𝑚∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜉𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜙𝑙(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

)︃
𝜕𝑦𝑙. (1.12)

Коефiцiєнти 𝜉𝑖𝑙(𝑦) записуються в термiнах 𝑦 використовуючи обернене
перетворення 𝜙−1.

З означення еквiвалентностi випливає, що точнi реалiзацiї алгебри g

нееквiвалентнi неточним реалiзацiям g. Неточнi реалiзацiї можуть бути
використанi для побудови точних реалiзацiй iндукованих алгебр. Нехай
𝑅(g) — неточна реалiзацiя алгебри g з базисними елементами

{𝑅(𝑒1) ̸= 0, . . . , 𝑅(𝑒𝑘) ̸= 0, 𝑅(𝑒𝑘+1) ≡ 0, . . . , 𝑅(𝑒𝑛) ≡ 0},

тодi набiр операторiв {𝑅(𝑒1), . . . , 𝑅(𝑒𝑘)} породжує добре визначену алге-
бру Лi меншої розмiрностi g𝑠 = ⟨𝑒1, . . . , 𝑒𝑘⟩, яка є пiдалгеброю g. Реалiза-
цiя 𝑅(g𝑠) алгебри g𝑠 називається редукованою реалiзацiєю алгебри 𝑅(g).

Нехай задано координати 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) на многовидi �̃� , а 𝑋𝑖 ∈
Vect(𝑀) — образи базисних елементiв 𝑒𝑖 алгебри Лi g при реалiзацiї 𝑅,
тобто,

𝑋𝑖 = 𝑅(𝑒𝑖) = 𝜉𝑗𝑖 (𝑥)𝜕𝑗,

де 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 i 𝑗 — це iндекс сумування. За третьою теоремою Лi iснує
локальна 𝑛-параметрична група перетворень 𝐺, що вiдповiдає векторним
полям 𝑋𝑖, тобто, 𝑋𝑖 — iнфiнiтезимальнi генератори дiї групи 𝐺 на �̃� .
Зауважимо, що така вiдповiднiсть мiж групою та алгеброю Лi задається
дотичним простором у одиницi групи або, що те саме, у нулi алгебри
Лi. Позначимо параметри групи 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑎𝑖 ∈ R, тодi груповi
перетворення мають вигляд

𝑥′𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑓𝑗(𝑥, 𝑎).
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Група Лi 𝐺 може дiяти на многовидi �̃� кiлькома рiзними способа-
ми: примiтивно (утворюється лише одна орбiта при дiї 𝐺 на многовидi)
або iмпримiтивно (многовид розшаровується на кiлька орбiт); транзитив-
но (можуть iснувати орбiти але вiдсутнi стацiонарнi точки) та iнтранзи-
тивно (𝐺 розкладає многовид на орбiти, якi iнварiантнi вiдносно дiї 𝐺).
Очевидно, що примiтивна дiя є транзитивною, а iнтранзитивна — iмпри-
мiтивною.

Нехай у нас є двi локальнi 𝑛-параметричнi групи перетворень на мно-
говидi �̃� , що вiдповiдають двом реалiзацiям 𝜉𝑖𝑗(𝑥) та 𝜉𝑖𝑗(𝑦) тiєї самої
алгебри Лi:

𝑥′𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥, 𝑎) та 𝑦′𝑗 = 𝐹𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) = 𝐹𝑗(𝑦, 𝑏).

Еквiвалентнiсть (або подiбнiсть) цих груп означає, що iснують невиро-
дженi перетворення 𝑦𝑗 = Φ𝑗(𝑥) та 𝑏𝑖 = 𝛽𝑖(𝑎), такi, що одна з груп зводить-
ся до iншої. Для кожної з груп перетворення параметрiв групи (функцiї
𝛽𝑖(𝑎)) iндукує лiнiйне перетворення iнфiнiтезимальних векторiв групи,
що у термiнах реалiзацiї означає iзоморфiзм алгебри Лi, а функцiї 𝑓𝑗(𝑥)
задають невироджену замiну координат.

Невиродженою замiною базису можна досягти спiвпадiння структур
подiбних груп, а групи з однаковими структурами еквiвалентнi тодi i ли-
ше тодi, коли iснує перетворення 𝑦𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥), таке, що 𝜉𝑖𝑗 = 𝜉𝑖𝑙

𝜕𝐹𝑗(𝑥)
𝜕𝑥𝑙

. Та-
ким чином, ранги матриць утворенi iнфiнiтезимальними коефiцiєнтами
еквiвалентних груп — спiвпадають. Очевидно також, що перетворення з
групи Aut(g) не змiнюють ранг реалiзацiї 𝑅.

Твердження 1.27. Нехай 𝑅 : g → Vect(�̃�) — реалiзацiя рангу
𝑟 = rank𝑅 < 𝑚, де 𝑚 = dim �̃� . Тодi iснує еквiвалентна їй реалiзацiя
�̃�(𝑦) : g → Vect(�̃�), така, що коефiцiєнти базисних векторних полiв
𝜉𝑙𝑖(𝑦) = 0 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑙 = 𝑟 + 1, . . . ,𝑚.

Доведення. Для доведення твердження побудуємо необхiдний дифеомор-
фiзм. Оскiльки ранг реалiзацiї дорiвнює числу 𝑟, яке строго менше за роз-
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мiрнiсть многовиду �̃� , то з теорiї iнварiантiв груп та алгебр Лi [120,121]
вiдомо, що iснує 𝑚− 𝑟 функцiонально незалежних iнварiантiв нульового
порядку

𝐽1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), . . . , 𝐽𝑚−𝑟(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

реалiзацiї 𝑅. Дифеоморфiзм вигляду

𝑦𝑎 = 𝑥𝑎, 𝑎 = 1, . . . , 𝑟; 𝑦𝑟+𝑏 = 𝐽𝑏, 𝑏 = 1, . . . ,𝑚− 𝑟

призводить до занулення наступних коефiцiєнтiв реалiзацiї �̃�:

𝜉𝑖(𝑟+𝑏)(𝑦) = 𝑅(𝑒𝑖)(𝐽𝑏) = 0

для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑏 = 1, . . . ,𝑚− 𝑟. Що i треба було довести.

Означення 1.28. Змiннi 𝑦1, . . . , 𝑦𝑟 з твердження 1.27 називатимемо сут-
тєвими, а решту змiнних 𝑦𝑟+1, . . . , 𝑦𝑚 називатимемо додатковими. Пе-
ретворення еквiвалентностi з твердження 1.27 називатимемо зведенням
реалiзацiї до суттєвих змiнних.

Наслiдок 1.29. Оскiльки rank𝑅 ≤ 𝑛, то будь-яка реалiзацiя зведена
до суттєвих змiнних мiстить частиннi похiднi не бiльше нiж за 𝑛

змiнними, тобто кiлькiсть суттєвих змiнних 𝑚 ≤ 𝑛.

Приклад 1.30. Розглянемо двовимiрну абелеву алгебру Лi 2𝐴1. Вiдомо,
що її можна реалiзувати двома операторами зсуву

𝑅1(𝑒1) = 𝜕1, 𝑅1(𝑒2) = 𝜕2, rank𝑅1 = 2.

Доведено [128], що iснує єдина додаткова нееквавалентна реалiзацiя
алгебри 2𝐴1 рангу один

𝑅2(𝑒1) = 𝜕1, 𝑅2(𝑒2) = 𝑥2𝜕1, rank𝑅2 = 1.

Розглянемо формальну суму цих реалiзацiй 𝑅3 = 𝑅1 + 𝑅2 (𝑅1 для
змiнних (𝑥1, 𝑥2) та 𝑅2 для змiнних (𝑥3, 𝑥4)), а саме

𝑅3(𝑒1) = 𝜕1 + 𝜕3, 𝑅3(𝑒2) = 𝜕2 + 𝑥4𝜕3.
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Оскiльки [𝜕1 + 𝜕3, 𝜕2 + 𝑥4𝜕3] = 0, то 𝑅3 дiйсно є реалiзацiєю алгебри Лi
2𝐴1 у просторi чотирьох змiнних (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) та rank𝑅3 = 2, це озна-
чає, що кiлькiсть суттєвих змiнних дорiвнює 2 та може бути застосоване
твердження 1.27.

Дiйсно, дифеоморфiзм 𝜙, що задано спiввiдношеннями

𝜙1(𝑥1, . . . , 𝑥4) = 𝑥1, 𝜙2(𝑥1, . . . , 𝑥4) = 𝑥2,

𝜙3(𝑥1, . . . , 𝑥4) = 𝑥1 − 𝑥3 + 𝑥2𝑥4, 𝜙4(𝑥1, . . . , 𝑥4) = 𝑥4,

зводить реалiзацiю 𝑅3 до реалiзацiї у двох суттєвих змiнних, що еквiва-
лентна 𝑅1.

Побудова реалiзацiй. Зазвичай для класифiкацiї реалiзацiй 𝑛-
вимiрної алгебри Лi g застосовується прямий метод у якому розгляда-
ють 𝑛 лiнiйно незалежних векторних полiв загального вигляду

𝑋𝑖 = 𝜉𝑗𝑖 (𝑥)𝜕𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

та вимагають, щоб вони задовольняли комутацiйнi спiввiдношення ал-
гебри g. У результатi отримуємо систему диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними на коефiцiєнти 𝜉𝑗𝑖 та iнтегруємо її, розглядаючи усi
можливi випадки. У кожному з випадкiв перетворюємо розв’язок до най-
простiшого вигляду, використовуючи локальнi дифеоморфiзми простору
𝑥 та автоморфiзми алгебри g.

Недолiки цього методу полягають у необхiдностi розв’язувати склад-
ну нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
Прямий метод можна дещо спростити [128], послiдовно класифiкуючи
реалiзацiї вкладених пiдалгебр алгебри g, починаючи з одновимiрної пiд-
алгебри або iншої пiдалгебри з вiдомими реалiзацiями та закiнчуючи ал-
геброю g.

У дисертацiї розглядається iнший пiдхiд, який є алгебраїчним та не
вимагає розв’язування диференцiальних рiвнянь. Вперше цей метод за-
пропоновано у роботi I. Широкова [137] лише для лiвоiнварiантних век-
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торних полiв, та розширено до транзитивного випадку у роботi [86]. Го-
ловною iдеєю методу Широкова є побудова векторних полiв, як дуальних
(обернених) до диференцiальних один-форм, а також конструювання ди-
ференцiальних один-форм для алгебр Лi заданих структурними сталим
за допомогою приєднаних зображень. Розглянемо згаданий алгебраїчний
пiдхiд детальнiше.

Лiво-iнварiантнi векторнi поля та диференцiальнi один-форми — ду-
альнi, тому компоненти лiвоiнварiантних векторних полiв 𝜉𝑖(𝑥) = 𝜉𝑖𝑘(𝑥)𝜕𝑥𝑘

можна вiдновити з компонент лiвоiнварiантних диференцiальних один-
форм 𝜔𝑗(𝑥) = 𝜔𝑗

𝑖 (𝑥)d𝑥𝑖 зi спiввiдношення 𝜔𝑗
𝑖 (𝑥)𝜉

𝑖
𝑘(𝑥) = 𝛿𝑗𝑘, де 𝛿𝑗𝑘 — дельта-

символ Кронекера.
Таким чином, задача побудови лiвоiнварiантних векторних по-

лiв зводиться до задачi побудови компонент 𝜔𝑗 диференцiальних
лiвоiнварiантних 1-форм та знаходження оберненого перетворення
𝜉𝑖𝑘(𝑥) =

(︀
(𝜔𝑗

𝑙 (𝑥))
−1)︀𝑖

𝑘
.

Оберемо канонiчнi координати другого роду [50] 𝑔1(𝑥1), . . . , 𝑔𝑛(𝑥𝑛)
на 𝐺 асоцiйованi з базисом 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 алгебри Лi, тодi компоненти 𝜔𝑗

𝑖 (𝑥)

лiвоiнварiантних диференцiальних один-форм обчислюються так:

𝜔𝑗
𝑖 (𝑥) = (𝐴1(𝑥1) · · ·𝐴𝑖−1(𝑥𝑖−1))

𝑗
𝑖 , 𝜔𝑗

1 = 𝛿𝑗1.

Тут кожна з матриць 𝐴𝑖 задовольняє задачi Кошi

�̇�𝑖(𝑡) = −ad𝑒𝑖𝐴𝑖(𝑡), 𝐴𝑖(0) = 𝐼,

де (ad𝑒𝑘)
𝑗
𝑖 = 𝐶𝑗

𝑘𝑖, а �̇�𝑖(𝑡) означає покомпонентне диференцiювання за змiн-
ною 𝑡. Така задача Кошi має загальний розв’язок, що дозволяє виписати
диференцiальнi 1-форми у виглядi

𝜔𝑗
𝑖 (𝑥) =

(︀
exp(−𝑥1ad𝑒1) · · · exp(−𝑥𝑖−1ad𝑒𝑖−1

)
)︀𝑗
𝑖
.

Розглянемо детальнiше векторнi поля, що вiдповiдають рiзним дiям
групи Лi. Нехай дiя групи 𝐺 на многовидi �̃� — примiтивна, тодi група
перетворень не має iнварiантiв i локальнi координати на многовидi �̃�
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спiвпадають з повним набором координат 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. У цьому випадку
у якостi iнфiнiтезимальних генераторiв, що вiдповiдають групi 𝐺, або у
якостi реалiзацiї вiдповiдної алгебри Лi можна взяти побудованi лiвоiн-
варiантнi векторнi поля

𝑅(𝑒𝑖) = Ξ𝑖 =
∑︁

𝜉𝑖𝑘(𝑥) =
(︀
(𝜔𝑗

𝑙 (𝑥))
−1)︀𝑖

𝑘
.

Означення 1.31. Якщо група Лi 𝐺 дiє на 𝑀 примiтивно, то реалiзацiя,
що є лiвоiнварiантними векторними полями, називається породжуючою.

Для породжуючої реалiзацiї ранг реалiзацiї i розмiрнiсть многовиду �̃�
спiвпадає з розмiрнiстю алгебри Лi g та дорiвнює 𝑛.

Нехай дiя групи 𝐺 — транзитивна але iмпримiтивна та нехай 𝐻 — пiд-
група iзотропiї точки загального положення 𝑥 ∈ 𝑀 з вiдповiдною алге-
брою Лi h. Тодi 𝐺 розшаровує𝑀 на орбiти i дiє примiтивно на деякому𝑚-
вимiрному многовидi �̃� ⊂𝑀 . У цьому випадку iснує (𝑛−𝑚) незалежних
iнварiантiв групи. Оберемо координати 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, 𝑦𝑚+1, . . . , 𝑦𝑛 много-
виду 𝑀 такi, що 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 — локальнi координати на многовидi �̃� ,
а 𝑦𝑚+1, . . . , 𝑦𝑛 — iнварiанти групи 𝐺. Iншими словами, 𝑦𝑚+1, . . . , 𝑦𝑛 —
координати, що вiдповiдають пiдгрупi iзотропiї 𝐻. Перенумеруємо ба-
зис алгебри Лi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 вiдповiдно до iндукованих координат так, що
h = ⟨𝑒𝑚+1, . . . , 𝑒𝑛⟩, а простiр, комплементарний до векторного простору
пiдалгебри h, натягнутий на елементи {𝑒1, . . . , 𝑒𝑚}. Оберемо знову кано-
нiчнi координати другого роду асоцiйованi з належним чином впорядко-
ваним базисом 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, тодi лiвоiнварiантнi векторнi поля набувають
вигляду 𝑖 = 1, . . . , 𝑛:

𝜉𝑖 = 𝜉1𝑖 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)𝜕1 + · · ·+ 𝜉𝑚𝑖 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)𝜕𝑚+

+ 𝜉𝑚+1
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, 𝑦𝑚+1, . . . , 𝑦𝑛)𝜕𝑚+1 + · · ·

+ 𝜉𝑛𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚, 𝑦𝑚+1, . . . , 𝑦𝑛)𝜕𝑛.

Iнфiнiтезимальнi генератори, що вiдповiдають дiї групи на класах су-
мiжностi, є проєкцiєю лiвоiнварiантних векторних полiв на координати
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𝑥1, . . . , 𝑥𝑚:

prh(𝜉𝑖) = 𝑋𝑖 = 𝜉1𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)𝜕1 + · · ·+ 𝜉𝑚𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)𝜕𝑚.

Дiйсно, якщо вiдомi iнфiнiтезимальнi генератори транзитивної групи, то
можна виконати перетворення дифеоморфiзму, яке залишить нерухоми-
ми 𝑚 змiнних та замiнить на функцiонально-незалежнi iнварiанти решту
𝑛 − 𝑚 змiнних. Але задачi пошуку iнварiантiв та замiни змiнних у ди-
ференцiальному операторi технiчно досить складнi, тому перевага нада-
ється розв’язанню алгебраїчної задачi класифiкацiї пiдалгебр. Кiлькiсть
змiнних необхiдна для реалiзацiї алгебри Лi у транзитивному але iмпри-
мiтивному випадку дорiвнює корозмiрностi вiдповiдної пiдалгебри Лi

𝑚 = dim(g)− dim(h).

Якщо пiдалгебра h є iдеалом (їй вiдповiдає нормальна пiдгрупа 𝐻), то
спроєктована реалiзацiя буде неточною, оскiльки коефiцiєнти векторних
полiв, що вiдповiдають композицiї елементiв нормальної пiдгрупи i решти
елементiв групи будуть нульовими, а саме

𝜉𝑘𝑙 ≡ 0, 𝑙 = 𝑚, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Нехай дiя групи 𝐺 — iнтранзитивна, тодi вона розкладає многовид 𝑀
на неперервну сiм’ю 𝑞-вимiрних многовидiв

Ω1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑐1, . . . , Ω𝑚−𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑐𝑚−𝑞,

якi iнварiантнi вiдносно групових перетворень. При цьому вирази, що за-
дають незалежнi iнварiанти групи, мiститимуть 𝑞 параметрiв 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞,
тобто iнтранзитивна група 𝐺 iндукує 𝑞-параметричну пiдгрупу 𝐺𝑞 що дiє
на iнварiантних многовидах. Зокрема, пiдалгебра, що вiдповiдатиме пiд-
групi iзотропiї точки загального положення 𝑥 ∈𝑀 буде параметризована
параметрами h𝑝1,...,𝑝𝑞 .

Ейзенхартом [35] було показано, що для iнтранзитивної дiї групи iн-
фiнiтезимальнi коефiцiєнти мають вигляд

𝜉𝑖𝑘 = 𝜂𝑖𝑘
(︀
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−𝑞, 𝜓𝑚−𝑞+1(𝑥𝑚−𝑞+1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝜓𝑚(𝑥𝑚−𝑞+1, . . . , 𝑥𝑛)

)︀
,
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де 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 − 𝑞, а 𝜓𝑚−𝑞+1, . . . , 𝜓𝑚 — функцiї, що визна-
чають безпараметричну групу перетворень для останнiх 𝑞 змiнних

𝑥′𝑗 = 𝜓𝑗(𝑥𝑚−𝑞+1, . . . , 𝑥𝑚), 𝑗 = 𝑚− 𝑞 + 1, . . . ,𝑚.

Впорядкувавши базис 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 алгебри Лi g, вiдповiдно до пiдалгеб-
ри h𝑝1,...,𝑝𝑞 , ми можемо побудувати лiвоiнварiантнi векторнi поля та спро-
єктувати їх на координати 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−𝑞. Проте, отримана реалiзацiя буде
мiстити змiннi 𝑝1, . . . , 𝑝𝑞, якi насправдi є довiльними функцiями (у тому
числi i константами) вiд змiнних 𝑥𝑚−𝑞+1, . . . , 𝑥𝑚. Такi реалiзацiї потребу-
ють подальшого дослiдження, а саме: аналiз випадкiв коли цi функцiї є
сталими, спрощення довiльних функцiй перетворенням дифеоморфiзму
(зокрема введення нових змiнних замiсть цих функцiй та замiна частини
змiнних на iнварiанти), встановлення обмежень на довiльнi функцiї, для
уникнення еквiвалентних реалiзацiй всерединi серiй.

З викладеного вище, доходимо висновку, що алгебраїчний метод Ши-
рокова та проєкцiя можуть бути застосованi до кожної пiдалгебри h ∈ g

(нееквiвалентної вiдносно групи внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(g)) i, та-
ким чином, можна побудувати реалiзацiю 𝑅(𝑒𝑖) = prh(𝜉𝑖).

Означення 1.32. Якщо група Лi 𝐺 дiє локально на многовидi 𝑀 розша-
ровуючи його на орбiти та пiдгрупа iзотропiї точки загального положення
вiдповiдає алгебрi Лi h, тодi проєкцiя лiвоiнварiантних векторних полiв
𝑅(𝑒𝑖) = prh(𝜉𝑖) називається реалiзацiєю, що що вiдповiдає пiдалгебрi h.

Зокрема, породжуючi реалiзацiї можна розглядати як реалiзацiї
𝑅h0(g), що вiдповiдають невласнiй нульовiй пiдалгебрi h0 = ⟨0⟩.

Важливо зауважити, що для побудови Aut(g)-нееквiвалентних реалi-
зацiй необхiдно перевiрити нееквiвалентнiсть отриманих Int(g)-нееквiва-
лентних реалiзацiй вiдносно зовнiшнiх автоморфiзмiв.

Якщо реалiзацiю алгебри Лi задано, то для знаходження пiдалгебри,
що їй вiдповiдає, слiд обчислити ядро лiнiйного перетворення (1.11) у по-
чатку координат.
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Приклад 1.33. Розглянемо двi реалiзацiї

𝑅1 : 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2,

𝑅2 : 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2, 𝑒3 = 𝜕2.

У точцi 𝑥 = 0 цим реалiзацiям вiдповiдають лiнiйнi перетворення

𝑅1(𝑥 = 0): 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 0, 𝑒3 = 0,

𝑅2(𝑥 = 0): 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 0, 𝑒3 = 𝜕2.

Таким чином, перша реалiзацiя 𝑅1 вiдповiдає пiдалгебрi ⟨𝑒2, 𝑒3⟩ а реалi-
зацiя 𝑅2 вiдповiдає пiдалгебрi ⟨𝑒2⟩.

Нееквiвалентнi реалiзацiї фiксованої алгебри Лi утворюють дерево-
подiбну дiаграму, на вершинi якої знаходиться породжуюча реалiзацiя,
а реалiзацiї, що вiдповiдають максимальним пiдалгебрам розташованi на
найнижчих рiвнях дiаграми. При цьому реалiзацiя, що вiдповiдає пiдал-
гебрi h1 може бути отримана проєкцiєю реалiзацiї, що вiдповiдає пiдал-
гебрi h2 за умови h2 ⊂ h1.

Щодо спрямлення векторних полiв, то слiд зауважити, що даний ме-
тод зводить до зсуву за змiнною 𝑥1 перший базисний елемент простору
комплементарного до пiдалгебри. Якщо другий базисний елемент кому-
тує з першим, то вiн буде представлений зсувом за змiнною 𝑥2 i т.д.

Розглянутий алгебраїчний метод побудови реалiзацiй породжує реалi-
зацiї з полiномiальними коефiцiєнтами, коли приєднанi зображення ба-
зисних елементiв алгебри — нiльпотентнi. Пiд час обчислень також було
помiчено, що найпростiшi коефiцiєнти мають тi реалiзацiї, форма Кiлiнга
для яких має найпростiший вигляд.

1.5. Контракцiї реалiзацiй алгебр Лi

Для дослiдження граничних переходiв мiж рiзними теорiями, моделя-
ми чи рiвняннями, що iнварiантнi вiдносно певних алгебр Лi, важливо
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не лише отримати контракцiю, що пов’язує структурнi сталi алгебр, а й
побудувати вiдповiдний зв’язок мiж операторами симетрiй, тобто мiж ре-
алiзацiями цих алгебр чи їх зображеннями.

На жаль, пряме застосування матрицi контракцiї до базисних елемен-
тiв зображень або реалiзацiй та подальший перехiд до границi неефектив-
нi, оскiльки в результатом є неточнi зображення та реалiзацiї. Почнемо
з кiлькох прикладiв контракцiй [108] i реалiзацiй [128] та спробуємо їх
поєднати.

Розглянемо тривимiрну абелеву алгебру 3𝐴1, алгебру Гейзенберга 𝐴3.1

з ненульовим комутацiйним спiввiдношенням [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, та тривимiрну
алгебру 𝐴3.2 з ненульовими комутаторами [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1 та [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1+ 𝑒2.

Кожна з цих алгебр має єдину породжуючу реалiзацiю:

3𝐴1 : 𝑅(𝑒1) = 𝜕1, 𝑅(𝑒2) = 𝜕2, 𝑅(𝑒3) = 𝜕3;

𝐴3.1 : 𝑅(𝑒1) = 𝜕1, 𝑅(𝑒2) = 𝜕2, 𝑅(𝑒3) = 𝑥2𝜕1 + 𝜕3;

𝐴3.2 : 𝑅(𝑒1) = 𝜕1, 𝑅(𝑒2) = 𝜕2, 𝑅(𝑒3) = (𝑥1 + 𝑥2)𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + 𝜕3.

Для цих алгебр iснує три нееквiвалентнi контракцiї: 𝐴3.2 → 𝐴3.1 з ма-
трицею IВ-контракцiї 𝑈(𝜀) = diag(𝜀, 1, 𝜀), 𝐴3.2 → 3𝐴1 та 𝐴3.1 → 3𝐴1

з тiєю самою матрицею IВ-контракцiї 𝑈(𝜀) = diag(𝜀, 𝜀, 𝜀).
Застосувавши цi матрицi контракцiї до вищенаведених реалiзацiй,

в усiх випадках отримаємо неточнi реалiзацiї

𝐴3.2→𝐴3.1 : 𝑅
𝜀(𝑒1) = 𝜀𝜕1→0, 𝑅𝜀(𝑒2) = 1 · 𝜕2→𝜕2, 𝑅𝜀(𝑒3) = 𝜀𝜕3→0;

𝐴3.2→3𝐴1 та 𝐴3.1→3𝐴1 : 𝑅
𝜀(𝑒1)→0, 𝑅𝜀(𝑒2)→0, 𝑅𝜀(𝑒3)→0.

Отриманий результат — передбачуваний i був зазначений у першiй роботi
Iньоню та Вiгнера, що стосувалась контракцiй зображень алгебр Лi. У ви-
падку зображень проблему нульових матриць можна подолати додатко-
вим перетворенням подiбностi, що залежить вiд параметра контракцiї,
саме такий пiдхiд було застосовано у роботi [28].

Якщо узагальнити цей пiдхiд на випадок реалiзацiй алгебр Лi, то слiд
подiяти на реалiзацiю 𝜀-залежними перетвореннями з групи Aut(g), а та-



91

кож 𝜀-залежними дифеоморфiзмами многовиду 𝑀 , але це призводить до
громiздких та нерозв’язних обчислень.

Iнший пiдхiд до контракцiї реалiзацiй було запропоновано Iньоню та
Вiгнером та успiшно застосовано у роботах [65] та [140], а саме, було засто-
совано 𝜀-залежне перетворення вiдповiдної групи Лi. Суттєвим недолiком
даного методу є те, що для побудови параметризованого перетворення,
результат контракцiї має бути попередньо вiдомим.

Для контракцiї реалiзацiй пропонуємо метод, який полягає у побудо-
вi параметризованої реалiзацiї початкової алгебри Лi, виходячи зi стру-
ктурних сталих, що вже мiстять параметр контракцiї та збiгаються до
структурних сталих результуючої алгебри Лi.

Нехай базис векторного простору зафiксовано {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} i алгебри
Лi g = (𝑉, [·, ·]) на ньому визначаються своїми тензорами структурних
сталих (𝑐𝑘𝑖𝑗) ∈ R𝑛3 (або (𝑐𝑘𝑖𝑗) ∈ C𝑛3), де 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Нехай 𝑈𝜀 — це матриця контракцiї, тодi структурнi сталi параметри-
зованих алгебр Лi g𝜀 обчислюються за формулою

𝑐𝑘
′

𝜀,𝑖′𝑗′ := (𝑈𝜀)
𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘
𝑖𝑗. (1.13)

При цьому контракцiя алгебри g ∼= g𝜀 → g0 еквiвалентна збiжностi
структурних сталих ∀ 𝑖′, 𝑗′ та 𝑘′

𝑐𝑘
′

0,𝑖′𝑗′ := lim
𝜀→+0

𝑐𝑘
′

𝜀,𝑖′𝑗′ = lim
𝜀→+0

(𝑈𝜀)
𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝑐
𝑘
𝑖𝑗.

Оскiльки породжуючi реалiзацiї алгебр Лi спiвпадають з лiвоiнварi-
антними векторними полями та можуть бути вiдновленi з дуальних ди-
ференцiальних 1-форм, якi в свою чергу конструюються з приєднаних
зображень (структурних сталих), то маючи параметризованi структур-
нi сталi можна побудувати параметризованi реалiзацiї, що збiгатимуться
до реалiзацiї алгебри g0. Алгоритм побудови параметризованої реалiза-
цiї, що контрактуватиме до реалiзацiї результуючої алгебри контракцiї
складається з трьох основних крокiв:



92

1. Будуємо параметризованi структурнi сталi 𝑐𝑘′𝜀,𝑖′𝑗′, використовуючи
матрицю контракцiї 𝑈𝜀 (яка реалiзує потрiбну нам контракцiю), ви-
хiднi структурнi сталi 𝑐𝑘𝑖𝑗 та формулу (1.13).

2. Використовуючи сталi 𝑐𝑘′𝜀,𝑖′𝑗′, обчислюємо 𝜀-залежнi приєднанi дiї
ad𝜀𝑒𝑖, експоненти exp(−𝑥𝑖ad𝜀𝑒𝑖) та диференцiальнi 1-форми 𝜔𝜀(𝑥).

3. Щоб отримати векторнi поля 𝜉𝜀(𝑥) = (𝜔𝜀(𝑥))−1, якi є шуканими па-
раметризованими реалiзацiями, знаходимо перетворення обернене до
диференцiальної 1-форми.

Застосувавши запропонований метод (кроки 1–3) до вищенаведених
алгебр 3𝐴1, 𝐴3.1 та 𝐴3.2, ми отримаємо добре визначенi точнi реалiзацiї:

𝐴3.1
diag(𝜀,𝜀,𝜀)−−−−−→ 3𝐴1, звiдси

𝑅𝜀(𝑒1)=𝜕1→𝜕1, 𝑅𝜀(𝑒2)=𝜕2→𝜕2, 𝑅𝜀(𝑒3)=𝜀𝑥2𝜕1+𝜕3→𝜕3,

𝐴3.2
diag(𝜀,1,𝜀)−−−−−→ 𝐴3.1, звiдси

𝑅𝜀(𝑒1)=𝜕1→𝜕1, 𝑅𝜀(𝑒2)=𝜕2→𝜕2,

𝑅𝜀(𝑒3)=(𝜀𝑥1+𝑥2)𝜕1+𝜀𝑥2𝜕2+𝜕3→𝑥2𝜕1+𝜕3,

𝐴3.2
diag(𝜀,𝜀,𝜀)−−−−−→ 3𝐴1, звiдси

𝑅𝜀(𝑒1)=𝜕1→𝜕1, 𝑅𝜀(𝑒2)=𝜕2→𝜕2, 𝑅𝜀(𝑒3)=(𝜀𝑥1+𝜀𝑥2)𝜕1+𝜀𝑥2𝜕2+𝜕3→𝜕3.

Зауважимо, що запропонований метод контракцiї реалiзацiй стосуєть-
ся породжуючих реалiзацiй. Для побудови контракцiї довiльної реалiза-
цiї потрiбно встановити вiдповiдну їй пiдалгебру (знайти ядро лiнiйного
перетворення у початковiй точцi), належним чином впорядкувати базис
для побудови диференцiальної 1-форми та виконати проєкцiю отриманої
реалiзацiї на пiдпростiр, що комплементарний до пiдалгебри.

Для контракцiї зображень алгебр Лi може бути застосована анало-
гiчна процедура, тобто матричне зображення слiд будувати виходячи з
параметризованого тензора структурних сталих, що задається форму-
лою (1.13). Для зображень, порядок яких спiвпадає з розмiрнiстю ал-
гебри Лi, iснує iнший спосiб побудови контракцiй. Вiн полягає у зв’язку
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зображень та реалiзацiй з лiнiйними коефiцiєнтами, розглянемо його де-
тальнiше.

Нехай 𝑛-вимiрну алгебру Лi g реалiзовано векторними полями вигляду
𝑒𝑖 = 𝑎𝑙𝑖𝑘𝑥𝑙𝜕𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑎𝑙𝑖𝑘 ∈ R (або 𝑎𝑙𝑖𝑘 ∈ C), а 𝑘, 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Розглянемо набiр матриць

𝐴𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1𝑖1 𝑎1𝑖2 · · · 𝑎1𝑖𝑚
𝑎2𝑖1 𝑎2𝑖2 · · · 𝑎2𝑖𝑚
... ... . . . ...
𝑎𝑚𝑖1 𝑎𝑚𝑖2 · · · 𝑎𝑚𝑖𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕1

𝜕2
...
𝜕𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ та 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚).

Тепер базиснi елементи реалiзацiї можна переписати у виглядi 𝑒𝑖 =

𝑋𝐴𝑖𝐷. З того, що [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑒𝑖, випливає, що матрицi 𝐴𝑖 задовольняють
тi самi комутацiйнi спiввiдношення [𝐴𝑖, 𝐴𝑗] = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝐴𝑖. Таким чином, 𝑚×𝑚
матрицi 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 утворюють 𝑚-вимiрне зображення алгебри g.
Отже, якщо iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж зображенням та
лiнiйною реалiзацiєю, то контракцiя реалiзацiї є одночасно i контракцiєю
зображення. Важливо зауважити, що, у загальному випадку, розглянутий
метод побудови реалiзацiй, призводить до нелiнiйних реалiзацiй, тому до-
датково необхiдно розв’язати задачу зведення лiнiйної реалiзацiї до кано-
нiчного вигляду, що вiдповiдає проєкцiї векторних полiв за пiдалгеброю.

1.6. Реалiзацiї та деформацiї алгебри Галiлея

Принципи iнварiантностi дозволяють нам використовувати динамiчнi за-
кони, що задовольняються фiзичними системами, а також допомагають
встановлювати можливу форму систем i знаходити певнi закономiрностi
або обмежувати довiльнiсть систем. Однiєю з фундаментальних симет-
рiй у фiзицi є галiлеївська iнварiантнiсть, що лежить в основi принципу
вiдносностi Галiлея. Це мотивує дослiдження груп та алгебр Галiлея.

Iснує кiлька типiв алгебр Галiлея, означимо основнi з них та їх базиснi
оператори. Щоразу будемо наводити лише ненульовi комутацiйнi спiввiд-
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ношення. Нехай 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Почнемо з найбiльш загального ви-
падку. Повна алгебра Галiлея AG4(𝑛) (𝑛 + 1)-вимiрного ньютонiвського
простору–часу породжується базисними елементами:

𝑃𝑖 − оператори просторових зсувiв;

𝑇 − оператор часового зсуву;

𝐽𝑖𝑗 − оператори поворотiв, 𝑖 < 𝑗;

𝐺𝑖 − оператори чисто галiлеївських перетворень;

𝐷 − оператор дилатацiї;

𝑆 − оператор проєкцiї;

𝑍 − оператор масштабних перетворень просторових змiнних;

𝑀 − оператор маси.

Цi базиснi елементи пов’язанi комутацiйними спiввiдношеннями:

[𝐽𝑖𝑗, 𝐽𝑘𝑙] = 𝛿𝑖𝑙𝐽𝑗𝑘 + 𝛿𝑗𝑘𝐽𝑖𝑙 − 𝛿𝑖𝑘𝐽𝑗𝑙 − 𝛿𝑗𝑙𝐽𝑖𝑘, (1.14)

[𝑃𝑖, 𝐽𝑗𝑘] = 𝛿𝑖𝑗𝑃𝑘 − 𝛿𝑖𝑘𝑃𝑗, (1.15)

[𝑇,𝐺𝑖] = −𝑃𝑖; (1.16)

[𝐺𝑖, 𝐽𝑗𝑘] = 𝛿𝑖𝑗𝐺𝑘 − 𝛿𝑖𝑘𝐺𝑗, (1.17)

[𝐷,𝐺𝑖] = 𝐺𝑖, (1.18)

[𝐷,𝑃𝑖] = −𝑃𝑖, (1.19)

[𝐷,𝑇 ] = −2𝑇, (1.20)

[𝑆, 𝑃𝑖] = 𝐺𝑖, (1.21)

[𝐷,𝑆] = 2𝑆, (1.22)

[𝑇, 𝑆] = 𝐷, (1.23)

[𝑍,𝐺𝑖] = −𝐺𝑖, (1.24)

[𝑍, 𝑃𝑖] = −𝑃𝑖, (1.25)

[𝐺𝑖, 𝑃𝑗] = 𝛿𝑖𝑗𝑀, (1.26)

[𝑍,𝑀 ] = −2𝑀. (1.27)



95

Повна алгебра Галiлея мiстить кiлька пiдалгебр та редукцiй важливих
для фiзики, причому всi вони зазвичай називаються алгеброю Галiлея.
Наведемо їх точнi означення у таблицi 1.1, позначимо розмiрностi алгебр
dim, а розмiрнiсть редукованої класичної алгебри Галiлея

dim(AḠ1(𝑛)) = 𝑑 := 1
2𝑛(𝑛−1)+2𝑛+1, 𝑛 ∈ N.

Алгебра Галiлея Позначення Базиснi елементи
Комутацiйнi
спiввiдношення

dim

Класична AG1(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝑀⟩ (1.14)–(1.17), (1.26) 𝑑+1

Розширена AG2(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷, 𝑀⟩ (1.14)–(1.20), (1.26) 𝑑+2

Спецiальна AG3(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷, 𝑆, 𝑀⟩ (1.14)–(1.23), (1.26) 𝑑+3

Повна AG4(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷, 𝑆, 𝑍, 𝑀⟩ (1.14)–(1.27) 𝑑+4

Редукована
класична

AḠ1(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖⟩ (1.14)–(1.17) 𝑑

Редукована
розширена

AḠ2(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷⟩ (1.14)–(1.20) 𝑑+1

Редукована
спецiальна

AḠ3(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷, 𝑆⟩ (1.14)–(1.23) 𝑑+2

Редукована
повна

AḠ4(𝑛) ⟨𝑃𝑖, 𝑇, 𝐽𝑖𝑗 , 𝐺𝑖, 𝐷, 𝑆, 𝑍⟩ (1.14)–(1.25) 𝑑+3

Табл. 1.1. Основнi типи алгебр Галiлея.

Проаналiзувавши таблицю, можна зробити висновок, що алгебри Лi,
якi вiдповiдають випадку 𝑛 = 1 є низькорозмiрними алгебрами Галiлея:

• тривимiрна алгебра Лi редукованої класичної групи Галiлея однови-
мiрного простору AḠ1(1);

• чотиривимiрна алгебра Лi класичної групи Галiлея 𝐴𝐺1(1) з опера-
тором маси 𝑀 ;

• чотиривимiрна алгебра Лi редукованої розширеної групи Галiлея
одновимiрного простору AḠ2(1).
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Редукована класична алгебра Галiлея AḠ1(1). Редукована кла-
сична алгебра Галiлея AḠ1(1) одновимiрного простору породжується опе-
раторами 𝑃 , 𝐺 та 𝑇 з єдиним ненульовим комутатором [𝐺, 𝑇 ] = 𝑃 . Алгеб-
ра AḠ1(1) спiвпадає з тривимiрною алгеброю Лi 𝐴3.1 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1 (у ди-
сертацiї нумерацiя низькорозмiрних алгебр вiдповiдає класифiкацiї Му-
баракзянова [3]).

Доведено [128], що всi точнi реалiзацiї алгебри 𝐴3.1 вичерпуються пе-
релiком

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1 + 𝜕3;

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1 + 𝑥3𝜕2;

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1.

Повна група автоморфiзмiв Aut(AḠ1(1)) породжується невироджени-
ми матрицями⎛⎜⎝𝛼22𝛼33 − 𝛼23𝛼32 0 0

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

⎞⎟⎠ ,

де 𝛼𝑖𝑗 ∈ R, та 𝛼22𝛼33 ̸= 𝛼23𝛼32. При побудовi матриць автоморфiзму вва-
жаємо, що перетворення автоморфiзму дiють на базиснi елементи з лiвого
боку, а порядок базисних елементiв спiвпадає з порядком наведеним при
означеннi алгебри. Перелiк пiдалгебр AḠ1(1) нееквiвалентних вiдносно
внутрiшнiх автоморфiзмiв

⟨0⟩, ⟨𝑃 ⟩, ⟨𝐺⟩, ⟨𝑇 ⟩, ⟨𝑇 + 𝛼𝐺⟩, ⟨𝑃, 𝐺⟩,

⟨𝑃, 𝑇 ⟩, ⟨𝑃, 𝑇 + 𝛼𝐺⟩, ⟨𝑃, 𝐺, 𝑇 ⟩ (𝛼 > 0).

Зовнiшнiй автоморфiзм �̃� = 𝑇 , 𝑇 = 𝐺, 𝑃 = −𝑃 , з матрицею
(︁
−1 0 0
0 0 1
0 1 0

)︁
,

зв’язує еквiвалентнi алгебри у парах (⟨𝑇 ⟩, ⟨𝐺⟩) та (⟨𝑃, 𝑇 ⟩, ⟨𝑃, 𝐺⟩).
Решта пiдалгебр нееквiвалентнi вiдносно повної групи автоморфiзмiв,

нумеруватимемо пiдалгебри h𝑘.𝑝 за їх розмiрнiстю 𝑘 та, при потребi, їх
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Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝑃, 𝑇,𝐺} 𝑅(h0) : 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 + 𝜕3, 𝑇 = 𝜕2

{𝐺, 𝑇} 𝑅h1.1 : 𝑃 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2

{𝑃,𝐺} 𝑅h𝛼1.2
: 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝑇 = 𝑥2𝜕1 − 𝛼𝜕2

𝑅h
𝑥3
1.2
: 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝑇 = 𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2

{𝐺} 𝑅h𝛼2
: 𝑃 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝑇 = −𝛼𝜕1

𝑅h
𝑥2
2
: 𝑃 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝑇 = −𝑥2𝜕1

Табл. 1.2. Реалiзацiї редукованої класичної алгебри Галiлея AḠ1(1).

порядковим номером 𝑝 у перелiку. У деяких випадках пiдалгебри буде
об’єднано у одну, розширивши значення параметра, наприклад, ⟨𝑇 ⟩ та
⟨𝑇 + 𝛼𝐺⟩, 𝛼 > 0 розглядаються як ⟨𝑇 + 𝛼𝐺⟩, 𝛼 ≥ 0. Отже, власнi неек-
вiвалентнi пiдалгебри AḠ1(1) наступнi

h1.1 = ⟨𝑃 ⟩; h𝛼1.2 = ⟨𝑇 + 𝛼𝐺⟩ (𝛼 ≥ 0); h𝛼2 = ⟨𝑃, 𝑇 + 𝛼𝐺⟩ (𝛼 ≥ 0).

Iдеалами алгебри AḠ1(1) є ⟨𝑃 ⟩ та ⟨𝑃, 𝑝𝐺 + 𝑞𝑇 ⟩, 𝑝, 𝑞 ∈ R, тому пiдалге-
брам h1.1, h2 та h3 вiдповiдають неточнi реалiзацiї, якi є новими i не були
побудованi у [128].

У таблицi 1.2 наведено реалiзацiї 𝑅h𝑘.𝑝 алгебри AḠ1(1), що вiдповiда-
ють пiдалгебрам h𝑘.𝑝, поруч з кожною з реалiзацiй наведено базис век-
торного простору, комплементарного до h𝑘.𝑝, який було використано при
побудовi саме цiєї реалiзацiї, такi самi позначення мають мiсце для решти
алгебр та їх реалiзацiй.

Реалiзацiї𝑅h0,𝑅h01.2
та𝑅h

𝑥3
1.2

алгебри AḠ1(1) спiвпадають з реалiзацiями
отриманими у [128], решта реалiзацiй — новi.

Для довiльного 𝛼 > 0 реалiзацiя 𝑅h𝛼1.2 зводиться до 𝑅h01.2
перетворен-

ням автоморфiзму
(︁

1 0 0
0 1 0
0 𝛼 1

)︁
.

Класична алгебра Галiлея AG1(1). Класична алгебра Галi-
лея AG1(1) породжується чотирма операторами 𝑃 , 𝐺, 𝑇 та 𝑀 , що
задовольняють ненульовi комутацiйнi спiввiдношення [𝐺, 𝑇 ] = 𝑃 i
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[𝐺,𝑃 ] = 𝑀 . AG1(1) iзоморфна алгебрi 𝐴4.1 з комутацiйними спiввiд-
ношеннями [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1 i [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2, iзоморфiзм задається рiвностя-
ми

𝑃 = 𝑒2, 𝑇 = 𝑒3, 𝐺 = −𝑒4, 𝑀 = 𝑒1.

Нееквiвалентнi точнi реалiзацiї алгебри 𝐴4.1:

1) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝜕3, 𝑒4 = 𝑥2𝜕1+𝑥3𝜕2+𝜕4,
2) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝜕3, 𝑒4 = 𝑥2𝜕1+𝑥3𝜕2+𝑥4𝜕3,
3) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝜕3, 𝑒4 = 𝑥2𝜕1+𝑥3𝜕2,
4) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥3𝜕1+𝑥4𝜕2, 𝑒4 = 𝑥2𝜕1+𝑥4𝜕3−𝜕4,
5) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = −1

2𝑥
2
3𝜕1+𝑥3𝜕2, 𝑒4 = 𝑥2𝜕1−𝜕3,

6) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 = 𝜕3, 𝑒4 = 𝑥2𝑥3𝜕1−𝜕2,
7) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 = 𝑥3𝜕1, 𝑒4 = −𝜕2−𝑥2𝜕3,
8) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 =

1
2𝑥

2
2𝜕1, 𝑒4 = −𝜕2.

Повна група автоморфiзмiв алгебри AG1(1) = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺⟩ породжу-
ється невиродженими матрицями⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼33𝛼
2
44 0 0 0

𝛼32𝛼44 𝛼33𝛼44 0 0

𝛼31 𝛼32 𝛼33 0

𝛼41 𝛼42 𝛼43 𝛼44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , де 𝛼𝑖𝑗 ∈ R, та 𝛼33𝛼44 ̸= 0.

Використовуючи класифiкацiю пiдалгебр [7] та автоморфiзми AG1(1)

отримаємо перелiк нееквiвалентних пiдалгебр

h1.1 = ⟨𝑃 ⟩, h2.1 = ⟨𝑀, 𝑃 ⟩,

h𝛼1.2 = ⟨𝛼𝑇 +𝐺⟩ (𝛼 ≥ 0), h2.2 = ⟨𝑀, 𝐺⟩,

h𝛽1.3 = ⟨𝑇 + 𝛽𝑀⟩ (𝛽 ∈ R), h𝛼2.3 = ⟨𝑀, 𝑇 + 𝛼𝐺⟩ (𝛼 ≥ 0),

h1.4 = ⟨𝑀⟩, h𝛽2.4 = ⟨𝑃, 𝑇 + 𝛽𝑀⟩ (𝛽 ∈ R),

h3.1 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝐺⟩,

h𝛼3.2 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇 + 𝛼𝐺⟩ (𝛼 ≥ 0).
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Iдеалами алгебри AG1(1) є ⟨𝑀⟩, ⟨𝑀, 𝑃 ⟩, ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇 ⟩ та ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇 + 𝛼𝐺⟩,
тому неточнi реалiзацiї вiдповiдають пiдалгебрам h1.4, h2.1, h2.2, h𝛼2.3, h3.1,
h𝛼3.2. Отриманi реалiзацiї алгебри AG1(1) наведено у таблицi 1.3.

Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺} 𝑅h0 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = −𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = 𝑥2𝜕1 + 𝑥3𝜕2 + 𝜕4

{𝑀, 𝑇, 𝐺} 𝑅h1.1 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥3𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝑥3𝜕1 + 𝜕3

{𝑀, 𝑃, 𝑇} 𝑅h𝛼1.2
: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2 − 𝛼𝜕3

𝑅h
𝑥4
1.2

: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2 − 𝑥4𝜕3

{𝑀, 𝑃, 𝐺} 𝑅
h𝛽1.3

: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = −𝜕2, 𝑇 = −
(︀
1
2𝑥

2
3 + 𝛽

)︀
𝜕1 − 𝑥3𝜕2, 𝐺 = 𝑥2𝜕1 + 𝜕3

𝑅h
𝑥4
1.3

: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = −𝜕2, 𝑇 = −
(︀
1
2𝑥

2
3 + 𝑥4

)︀
𝜕1 − 𝑥3𝜕2, 𝐺 = 𝑥2𝜕1 + 𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐺} 𝑅h1.4 : 𝑀 = 0, 𝑃 = −𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = 𝑥2𝜕1 + 𝜕3

{𝑇, 𝐺} 𝑅h2.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2

{𝑃, 𝑇} 𝑅h2.2 : 𝑀 = 0, 𝑃 = −𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = 𝑥2𝜕1

{𝑃, 𝐺} 𝑅h𝛼2.3
: 𝑀 = 0, 𝑃 = −𝜕1, 𝑇 = −𝑥2𝜕1 − 𝛼𝜕2, 𝐺 = 𝜕2

𝑅h
𝑥3
2.3

: 𝑀 = 0, 𝑃 = −𝜕1, 𝑇 = −𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2, 𝐺 = 𝜕2

{𝑀, 𝐺} 𝑅
h𝛽2.4

: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 =
(︀
1
2𝑥

2
2 − 𝛽

)︀
𝜕1, 𝐺 = 𝜕2

𝑅h
𝑥3
2.4

: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 =
(︀
1
2𝑥

2
2 − 𝑥3

)︀
𝜕1, 𝐺 = 𝜕2

{𝑇} 𝑅h3.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 0

{𝐺} 𝑅h𝛼3.2
: 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = −𝛼𝜕1, 𝐺 = 𝜕1

𝑅h
𝑥2
3.2

: 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = −𝑥2𝜕1, 𝐺 = 𝜕1

Табл. 1.3. Реалiзацiї класичної алгебри Галiлея AG1(1).

Можна встановити еквiвалентнiсть реалiзацiй алгебри 𝐴4.1 та точних
реалiзацiй алгебри AG1(1): 1) ∼ 𝑅h0, 2) ∼ 𝑅h

𝑥4
1.2

, 3) ∼ 𝑅h01.2
, 4) ∼ 𝑅h

𝑥4
1.3

,
5) ∼ 𝑅h01.3

, 6) ∼ 𝑅h1.1, 7) ∼ 𝑅h
𝑥3
2.4

, 8) ∼ 𝑅h02.4
.

Цi вiдповiдностi встановлюються наступними перетвореннями. Авто-

морфiзм
(︂

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 𝛼 1

)︂
зводить параметризовану серiю реалiзацiй 𝑅h𝛼1.2 до ви-

падку

𝑅
(︀
h01.2
)︀
: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2.
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Iнша параметризована серiя реалiзацiй 𝑅(h𝛽 ̸=0
1.3 ) зводиться до

𝑅
(︀
h01.3
)︀
: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = −1

2𝑥
2
3𝜕1 + 𝑥3𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 − 𝜕3,

за допомогою замiни змiнних −𝑥2 ↦→ 𝑥2 та перетворення автоморфiз-

му
(︂

1 0 0 0
0 1 0 0
𝛽 0 1 0
0 0 0 1

)︂
. Цей самий автоморфiзм зводить серiю 𝑅(h𝛽2.4) до

𝑅
(︀
h02.4
)︀
: 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 = 1

2𝑥
2
2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2.

Невироджена замiна змiнних 1
2𝑥2 − 𝑥3 ↦→ 𝑥3 перетворює реалiзацiю

𝑅h
𝑥3
2.4

до вигляду

𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 = 𝑥3𝜕1, 𝐺 = 𝜕2 + 𝑥2𝜕3.

А перетворення 𝑥2 ↦→ −𝑥2, −(12𝑥
2
3 + 𝑥4) ↦→ 𝑥3 та 𝑥3 ↦→ 𝑥4 зводять реалiза-

цiю 𝑅h
𝑥4
1.3

до наступних операторiв

𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 = 𝑥3𝜕1 + 𝑥4𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 + 𝑥4𝜕3 + 𝜕4.

Редукована розширена алгебра Галiлея AḠ2(1). Редукована
розширена алгебра Галiлея AḠ2(1) одновимiрного простору породжуєть-
ся чотирма операторами 𝑃 , 𝐺,𝐷 та 𝑇 , що задовольняють ненульовi кому-
тацiйнi спiввiдношення [𝐺, 𝑇 ] = 𝑃 , [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝑃,𝐷] = 𝑃 i [𝑇,𝐷] = 2𝑇 .

AḠ2(1) iзоморфна алгебрi 𝐴𝑏=−1/2
4.8 з комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = 1
2𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2 i [𝑒3, 𝑒4] = −1

2𝑒3, де iзоморфiзм
задається рiвностями

𝑃 = −𝑒1, 𝑇 = 𝑒2, 𝐺 = 𝑒3, 𝐷 = 2𝑒4.

Повна група автоморфiзмiв алгебри AḠ2(1) = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷⟩ породжу-
ється невиродженими матрицями⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼22𝛼33 0 0 0

−𝛼22𝛼43 𝛼22 0 0

−1
2𝛼42𝛼33 0 𝛼33 0

𝛼41 𝛼42 𝛼43 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , де 𝛼𝑖𝑗 ∈ R, та 𝛼22𝛼33 ̸= 0.
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Використовуючи класифiкацiю пiдалгебр [7] та автоморфiзми
Aut(AḠ2(1)) отримаємо перелiк нееквiвалентних пiдалгебр

h1.1 = ⟨𝑃 ⟩, h2.1 = ⟨𝑃, 𝑇 ⟩, h3.1 = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺⟩,

h1.2 = ⟨𝑇 ⟩, h2.2 = ⟨𝑃, 𝐺⟩, h3.2 = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐷⟩,

h1.3 = ⟨𝐺⟩, h2.3 = ⟨𝑃, 𝐷⟩, h3.3 = ⟨𝑃, 𝐺, 𝐷⟩.

h1.4 = ⟨𝐷⟩, h2.4 = ⟨𝑃, 𝑇 +𝐺⟩,

h1.5 = ⟨𝑇 +𝐺⟩, h2.5 = ⟨𝑇, 𝐷⟩,

h2.6 = ⟨𝐺, 𝐷⟩.

Iдеалами алгебри AḠ2(1) є пiдалгебри ⟨𝑃 ⟩, ⟨𝑃, 𝑇 ⟩, ⟨𝑃, 𝐺⟩ та ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺⟩,
тому неточнi реалiзацiї вiдповiдають пiдалгебрам h1.1, h2.1, h2.2, h2.3, h2.4,
h3.1, h3.2 та h3.3. Повний перелiк реалiзацiй зiбрано у таблицi 1.4.

Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷} 𝑅h0 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 + 𝜕3, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 − 𝑥3𝜕3 + 𝜕4

{𝑇, 𝐺, 𝐷} 𝑅h1.1 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2 + 𝜕3

{𝑃, 𝐺, 𝐷} 𝑅h1.2 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2 + 𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h1.3 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + 𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐺} 𝑅h1.4 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 + 𝜕3, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 − 𝑥3𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h1.5 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1 − 𝑒3𝑥3𝜕2, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + 𝜕3

{𝐺, 𝐷} 𝑅h2.1 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝐷 = −𝑥1𝜕1 + 𝜕2

{𝑇, 𝐷} 𝑅h2.2 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 0, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1 + 𝜕2

{𝑇, 𝐺} 𝑅h2.3 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2

{𝑇, 𝐷} 𝑅h2.4 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = −𝑒3𝑥2𝜕1, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1 + 𝜕2

{𝑃, 𝐺} 𝑅h2.5 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2

{𝑃, 𝑇} 𝑅h2.6 : 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1, 𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 2𝑥2𝜕2

{𝐷} 𝑅h3.1 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 0, 𝐷 = 𝜕1

{𝐺} 𝑅h3.2 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝐷 = −𝑥1𝜕1
{𝑇} 𝑅h3.3 : 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 0, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1

Табл. 1.4. Реалiзацiї редукованої розширеної алгебри Галiлея AḠ2(1).
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Для порiвняння отриманих та вiдомих реалiзацiй наведемо нееквiва-
лентнi точнi реалiзацiї алгебри 𝐴−1/24.8 :

1) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−

1
2𝑥3𝜕3+𝜕4,

2) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−

1
2𝑥3𝜕3,

3) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1+𝑥3𝜕2, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+

3
2𝑥3𝜕3,

4) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+𝜕3,

5) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥2𝜕1, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2,

6) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 = −𝜕2, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1−

1
2𝑥2𝜕2+𝜕3 ,

7) 𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝑥2𝜕1, 𝑒3 = −𝜕2, 𝑒4 =
1
2𝑥1𝜕1−

1
2𝑥2𝜕2.

Маємо наступну еквiвалентнiсть: 1) ∼ 𝑅h0, 2) ∼ 𝑅h1.4, 3) ∼ 𝑅h1.5,
4) ∼ 𝑅h1.3, 5) ∼ 𝑅h2.6, 6) ∼ 𝑅h1.2, 7) ∼ 𝑅h2.5.

Замiна змiнних 𝑥2 ↦→ −𝑥2, −𝑒3𝑥3 ↦→ 𝑥3 зводить реалiзацiї 𝑅h1.5 ↦→ 3),
для решти пар достатньо змiни знакiв або масштабування змiнних.

Розглянемо п’ятивимiрнi алгебри Галiлея:

AG2(1) = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷⟩

з комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑇,𝐺] = −𝑃, [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝑃,𝐷] = 𝑃,

[𝑇,𝐷] = 2𝑇, [𝐺,𝑃 ] =𝑀

та AḠ3(1) = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷, 𝑆⟩ з комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑇,𝐺] = −𝑃, [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝑃,𝐷] = 𝑃, [𝑇,𝐷] = 2𝑇,

[𝑆, 𝑃 ] = 𝐺, [𝑇, 𝑆] = 𝐷, [𝐷,𝑆] = 2𝑆.

Розширена алгебра Галiлея AG2(1). Алгебра Галiлея AG2(1) =

⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷⟩ iзоморфна розв’язнiй алгебрi g−25.30 за класифiкацiєю Му-
баракзянова [4]. Вiдповiдна замiна базису задається перетвореннями

𝑀 = 𝑒1, 𝑃 = −𝑒2, 𝑇 = 𝑒3, 𝐺 = 𝑒4, 𝐷 = −𝑒5. (1.28)
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Повна група автоморфiзмiв Aut(AG2(1)) породжується невироджени-
ми матрицями вигляду⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼22𝛼44 0 0 0 0

−𝛼22𝛼54 𝛼22 0 0 0
𝛼22𝛼

2
54

2𝛼44
−𝛼22𝛼54

𝛼44

𝛼22

𝛼44
0 0

𝛼42𝛼54 − 𝛼44𝛼52 𝛼42 0 𝛼44 0

𝛼51 𝛼52 −2𝛼42

𝛼44
𝛼54 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝛼22, 𝛼44 ∈ R∖{0}, а решта параметрiв — довiльнi.
Власнi пiдалгебри AG2(1), що нееквiвалентнi вiдносно групи внутрiш-

нiх автоморфiзмiв:

h1.1 = ⟨𝑀⟩, h2.1 = ⟨𝑀, 𝐷⟩, h3.1 = ⟨𝑀, 𝑇, 𝐷⟩,

h1.2 = ⟨𝐷⟩, h2.2 = ⟨𝑀, 𝑇 ⟩, h3.2 = ⟨𝑀, 𝐺, 𝐷⟩,

h1.3 = ⟨𝑇 ⟩, h2.3 = ⟨𝑀, 𝐺⟩, h3.3 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝐷⟩,

h1.4 = ⟨𝐺⟩, h2.4 = ⟨𝑀, 𝑃 ⟩, h3.4 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇 ⟩,

h1.5 = ⟨𝑃 ⟩, h2.5 = ⟨𝑇, 𝐷⟩, h3.5 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝐺⟩,

h1.6 = ⟨𝑀 + 𝑇 ⟩, h2.6 = ⟨𝐺, 𝐷⟩, h3.6 = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐷⟩,

h1.7 = ⟨𝐺+ 𝑇 ⟩, h2.7 = ⟨𝑃, 𝐷⟩, h3.7 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝐺+ 𝑇 ⟩,

h1.8 = ⟨𝐷 + 𝛼𝑀⟩, h2.8 = ⟨𝑃, 𝑇 ⟩, h3.8 = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐷 + 𝛼𝑀⟩;

h1.9 = ⟨𝑇 −𝑀⟩, h2.9 = ⟨𝑃, 𝑀 + 𝑇 ⟩, h4.1 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐷⟩,

h2.10 = ⟨𝑀, 𝐺+ 𝑇 ⟩, h4.2 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝐺, 𝐷⟩,

h2.11 = ⟨𝑇, 𝐷 + 𝛼𝑀⟩, h4.3 = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺⟩,

h2.12 = ⟨𝐺, 𝐷 + 𝛼𝑀⟩,

h2.13 = ⟨𝑃, 𝐷 + 𝛼𝑀⟩,

h2.14 = ⟨𝑃, 𝑇 −𝑀⟩,

де 𝛼 ̸= 0. Алгебри h1.1 та h𝛼1.8 для 𝛼 ̸= 0 зводяться одна до одної авто-

морфiзмом

⎛⎝ 1
𝛼 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 𝛼 0 0
0 0 0 1

𝛼 0

− 1
𝛼 0 0 0 1

⎞⎠. Решта пiдалгебр неiзоморфнi вiдносно повної
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групи автоморфiзмiв, реалiзацiї, що їм вiдповiдають мiстяться у табли-
цi Б.1 додатку Б.

Редукована спецiальна алгебра Галiлея AḠ3(1). Редукована
спецiальна алгебра Галiлея

AḠ3(1) = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷, 𝑆⟩

iзоморфна нерозв’язнiй нерозкладнiй алгебрi Лi g5. Зауважимо, що кому-
тацiйнi спiввiдношення наведенi для алгебри g5 у [4] мiстять друкарську
помилку, а саме, [𝑒2, 𝑒3] = −2𝑒3 слiд замiнити на [𝑒2, 𝑒3] = 2𝑒3, а розклад
Левi–Мальцева має вигляд sl(2,R) ∈ 2𝐴1. Iзоморфiзм алгебр задається
рiвностями

𝑇 = 𝑒1, 𝐷 = 𝑒2, 𝑆 = 𝑒3, 𝐺 = 𝑒4, 𝑃 = 𝑒5.

З точнiстю до внутрiшнiх автоморфiзмiв, алгебра Галiлея AḠ3(1) має
власнi нееквiвалентнi пiдалгебри:

h1.1 = ⟨𝐷⟩, h2.1 = ⟨𝐷, 𝑇 ⟩, h3.1 = ⟨𝐷, 𝑆, 𝑇 ⟩,

h1.2 = ⟨𝑇 ⟩, h2.2 = ⟨𝐷, 𝑃 ⟩, h3.2 = ⟨𝐷, 𝑇, 𝑃 ⟩,

h1.3 = ⟨𝑃 ⟩, h2.3 = ⟨𝑇, 𝑃 ⟩, h3.3 = ⟨𝐷, 𝐺, 𝑃 ⟩,

h1.4 = ⟨𝑆 + 𝑇 ⟩, h2.4 = ⟨𝐺, 𝑃 ⟩, h3.4 = ⟨𝑇, 𝐺, 𝑃 ⟩,

h1.5 = ⟨𝐺+ 𝑇 ⟩, h2.5 = ⟨𝐺+ 𝑇, 𝑃 ⟩, h3.5 = ⟨𝑆 + 𝑇, 𝐺, 𝑃 ⟩,

h1.6 = ⟨𝑇 −𝐺⟩, h2.6 = ⟨𝑇 −𝐺, 𝑃 ⟩, h4.1 = ⟨𝐷, 𝑇, 𝐺, 𝑃 ⟩.

Пiдалгебри h1.5 та h1.6 зводяться одна до одної зовнiшнiм автоморфiзмом(︃
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

)︃
, тому виключаємо з розгляду пiдалгебру h1.6. Перелiк не-

еквiвалентних реалiзацiй, що вiдповiдають пiдалгебрам наведено у таб-
лицi Б.2 додатку Б. Повна група автоморфiзмiв породжується п’ятьма
невиродженими матрицями з параметрами 𝛼𝑖𝑗 ∈ R, на якi для кожного з
операторiв накладаються додатковi умови.

При 𝛼11𝛼22𝛼14𝛼41 ̸= 0
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𝛼11𝛼22(2+𝛼11)

2𝛼14𝛼41
0

−𝛼11𝛼22
2𝛼41

0 0

𝛼11(2+𝛼11)(𝛼12(2+𝛼11)−2𝛼13)
−4𝛼14𝛼41

𝛼11(2+𝛼11)
2

4𝛼14𝛼41

𝛼12(2+𝛼11)−2𝛼13
4𝛼41

𝛼11(2+𝛼11)
4𝛼41

𝛼14𝛼11
4𝛼41

−𝛼11𝛼22
𝛼14

0 𝛼22 0 0

𝛼13
𝛼14

𝛼11(2+𝛼11)
𝛼14

𝛼12−𝛼13
𝛼11

1+𝛼11 𝛼14

𝛼41𝛼12
𝛼14

𝛼41𝛼11
𝛼14

−𝛼41𝛼12
𝛼11

𝛼41
𝛼14𝛼41
𝛼11

⎞⎟⎟⎟⎟⎠;

⎛⎜⎜⎝
𝑎23𝑎51 0

2𝑎23𝑎51
𝑎15

0 0

1
2𝑎51𝑎13 − 1

2𝑎15𝑎51
𝑎51𝑎13
𝑎15

𝑎51
−2𝑎51
𝑎15

𝑎23 0 0 0 0
1
2 (𝑎12𝑎15−𝑎13) 𝑎15 𝑎12 −1 0

−𝑎12𝑎15
2𝑎51

− 𝑎15
2𝑎51

0 0 0

⎞⎟⎟⎠, де 𝛼23𝛼51𝛼15 ̸= 0;

⎛⎜⎜⎝
2𝛼22𝛼51

𝛼14
0 −𝛼22𝛼51 0 0

−𝛼51𝛼12
𝛼14

2𝛼51
𝛼14

1
2𝛼51𝛼12 𝛼51

1
2𝛼14𝛼51

0 0 𝛼22 0 0
𝛼13 0 1

2 (𝛼12−𝛼13𝛼14) 1 𝛼14

0 0
−𝛼13𝛼14

2𝛼51
0

𝛼14
2𝛼51

⎞⎟⎟⎠, де 𝛼14𝛼22𝛼51 ̸= 0;

⎛⎝ 𝛼22𝛼44 0 0 0 0
−𝛼12𝛼44 𝛼44 0 0 0
−𝛼22𝛼41𝛼44 0 𝛼22 0 0

(𝛼13−𝛼12𝛼41)𝛼44 2𝛼41𝛼44 𝛼12 1 0

𝛼41𝛼13𝛼44 𝛼2
41𝛼44 −𝛼13 𝛼41

1
𝛼44

⎞⎠, де 𝛼22𝛼44 ̸= 0;⎛⎝ 0 0 −𝛼23𝛼54 0 0
0 0 𝛼13𝛼54 0 𝛼54
𝛼23 0 0 0 0
𝛼13 0 𝛼12 −1 0
𝛼12
𝛼54

1
𝛼54

0 0 0

⎞⎠, де 𝛼23𝛼54 ̸= 0.

Зауваження 1.34. Побудованi реалiзацiї для алгебр Галiлея AG2(1) та
AḠ3(1) є важливими не лише для фiзичних застосувань, а i для загальної
теорiї алгебр Лi, оскiльки вони є повною класифiкацiєю нееквiвалентних
реалiзацiй двох дiйсних п’ятивимiрних алгебр Лi g−25.30 та g5, яка не була
вiдомою до цього.

Деформацiї алгебр Галiлея. Взагалi кажучи, деформацiєю алгеб-
ри Лi g є нескiнченна сiм’я алгебр Лi, яка мiститьg та характеризує-
ться спiльними комутацiйними спiввiдношеннями параметризованими не-
перервним параметром. Детальнiше поняття деформацiй розглянуто у
параграфi 1.7. Редукована класична алгебра Галiлея AḠ1(1), ї ї деформа-
цiї та породжуючi реалiзацiї детально дослiджено у параграфi 1.9 пiд час
побудови диференцiальних iнварiантiв, тому будемо розглядати задачi
деформацiї лише для алгебр Галiлея розмiрностей чотири та п’ять.
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Для дослiдження деформацiй класичної алгебри Галiлея AG1(1) ви-
користаємо контракцiю, що пов’язує алгебру Лi 𝐴𝛽

4.8:

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒1, 𝑒4] = (1 + 𝛽)𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝛽𝑒3, |𝛽| ≤ 1,

та алгебру 𝐴4.1, яка iзоморфна AG1(1). Якщо 𝛽 ̸= 1, то контракцiю мож-

на реалiзувати матрицею

(︃ 𝑞 0 0 0
0 𝑞 0 0

0 0 0
𝑞

𝛽−1
0 −1 1 0

)︃
, де 𝑞 — це параметр контракцiї.

Подiявши матрицею контракцiї на структурнi сталi, отримаємо деформо-
вану алгебру Лi AG𝑞

1(1) = ⟨𝑃, 𝐺, 𝑇, 𝑀⟩ з 𝑞-параметризованим добутком
[·, ·]𝑞:

[𝑃,𝐺]𝑞 = −𝑀, [𝑀,𝑇 ]𝑞 =
1+𝛽
1−𝛽𝑞𝑀,

[𝑃, 𝑇 ]𝑞 =
1

1−𝛽𝑞𝑃, [𝐺, 𝑇 ]𝑞 = 𝑃 + 𝛽
1−𝛽𝑞𝐺, 𝑞 ∈ R.

При 𝑞 = 0 алгебра AG0
1(1) спiвпадає з вихiдною алгеброю AG1(1),

а при 𝛽 = −1
2 та 𝑞 ̸= 0 деформована алгебра Галiлея AG𝑞

1(1) iзоморфна
алгебрi Галiлея AG2(1).

Контракцiя мiж алгебрами Лi sl(2,R)⊕𝐴1 → 𝐴4.1 дозволяє побудувати
iншу фiзично цiкаву деформацiю AG𝑞

1(1) алгебри Галiлея AG1(1) з 𝑞-
параметризованим добутком [·, ·]𝑞:

[𝑃, 𝑇 ]𝑞 = 𝑞𝑇, [𝐺,𝑃 ]𝑞 =𝑀 + 𝑞𝐺, [𝐺, 𝑇 ]𝑞 = 𝑃, 𝑞 ∈ R.

Матриця контракцiї, що пов’язує алгебри 𝐴2.1 ⊕𝐴2.1 та 𝐴4.1 наступна(︃ −𝑞3 −𝑞2 −𝑞 0
0 0 0 𝑞
0 𝑞3 0 −𝑞
0 0 𝑞2 0

)︃
. З неї можна побудувати ще одну важливу деформацiю

𝐴𝐺𝑞
1(1) з 𝑞-параметризованим добутком:

[𝐺,𝑀 ]𝑞=𝑞𝑀, [𝑃, 𝑇 ]𝑞=−𝑞𝑀+𝑞2𝑃,

[𝐺,𝑃 ]𝑞=𝑀, [𝐺, 𝑇 ]𝑞=𝑃, 𝑞 ∈ R.

Для решти алгебр Галiлея будуватимемо деформацiї виходячи з кла-
сифiкацiї алгебр Лi, тобто будемо включати алгебру Галiлея в iснуючу
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параметризовану серiю. Оскiльки AḠ2(1) iзоморфна 𝐴
1
2
4.8, то природно

вважати деформацiєю увесь клас алгебр Лi 𝐴𝛽
4.8. Деформована алгебра

𝐴�̄�𝑞
2(1) визначається добутком

[𝑇,𝐺]𝑞 = −𝑃, [𝐷,𝐺]𝑞 = 𝐺− 2𝑞𝐺,

[𝐷,𝑃 ]𝑞 = −𝑃 − 2𝑞𝑃, [𝐷,𝑇 ]𝑞 = −2𝑇, 𝑞 ∈ R.

Не зважаючи на вiдсутнiсть класифiкацiй високорозмiрних алгебр Лi,
побудована деформацiя є унiверсальною i дозволяє за iндукцiєю отримати
деформацiю редукованих розширених алгебр Галiлея довiльних розмiр-
ностей. Алгебра 𝐴�̄�𝑞

2(𝑛) задовольняє стандартнi спiввiдношення (1.14)–
(1.17), (1.20) та деформованi

[𝐷,𝐺𝑖]𝑞 = 𝐺𝑖 − 2𝑞𝐺𝑖, [𝐷,𝑃𝑖]𝑞 = −𝑃𝑖 − 2𝑞𝑃𝑖,

де 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 та 𝑞 ∈ R.
Застосуємо той самий пiдхiд для розширеної алгебри Галiлея AG2(1),

яка iзоморфна алгебрi 𝐴−25.30. Застосуємо перетворення iзоморфiзму (1.28)
до комутацiйних спiввiдношень алгебри Лi 𝐴ℎ

5.30, ℎ ∈ R

[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1, 𝑒5] = (2 + ℎ)𝑒1,

[𝑒2, 𝑒5] = (1 + ℎ)𝑒2, [𝑒3, 𝑒5] = ℎ𝑒3, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒4.

Це дозволяє побудувати деформовану алгебру Галiлея AG𝑞
2(1), 𝑞 ∈ R з

параметризованим добутком, визначеним спiввiдношеннями

[𝐺,𝑃 ]𝑞 =𝑀, [𝑇,𝐺]𝑞 = −𝑃, [𝐷,𝐺]𝑞 = 𝐺,

[𝐷,𝑀 ]𝑞 = 𝑞𝑀, [𝐷,𝑃 ]𝑞 = −𝑃 + 𝑞𝑃, [𝐷,𝑇 ]𝑞 = −2𝑇 + 𝑞𝑇.

Ця деформацiя за iндукцiєю розширюється до алгебри AG𝑞
2(𝑛), яка за-

довольняє стандартним спiввiдношенням (1.14)–(1.20) та деформованим

[𝐷,𝑇 ]𝑞 = −2𝑇 + 𝑞𝑇, [𝐷,𝑃𝑖]𝑞 = −𝑃𝑖 + 𝑞𝑃𝑖, [𝐷,𝑀 ]𝑞 = 𝑞𝑀,

де 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 та 𝑞 ∈ R.
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Деформацiї та контракцiї задають вiдношення часткового порядку на
многовидi алгебр Лi фiксованої розмiрностi, тому, використовуючи кла-
сифiкацiю контракцiй [108], можна зробити висновки про многовиди де-
формацiй низькорозмiрних алгебр Галiлея AḠ1(1), AG1(1) та AḠ2(1).

Найменша алгебра Галiлея AḠ1(1) iзоморфна алгебрi Гейзенберга та
може бути деформована до усiх дiйсних тривимiрних алгебр Лi, крiм абе-
левої та алгебри 𝐴3.3 ([𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒2). Таким чином, усi дифе-
ренцiальнi рiвняння, iнварiантнi вiдносно тривимiрних алгебр Лi (крiм
𝐴3.3 та абелевої) в граничному випадку переходять у галiлей-iнварiантнi
теорiї, див. деталi у параграфi 1.9.

У випадку чотиривимiрних алгебр Галiлея AG1(1) та AḠ2(1) ситуацiя
iнша. Редукована розширена алгебра Галiлея AḠ2(1) iзоморфна алгебрi
𝐴
−1/2
4.8 , що лежить на одному з верхнiх рiвнiв у дiаграмi Хассе [108], тому

множина деформацiй алгебри AḠ2(1) повнiстю вичерпується наведеними
вище. Щодо алгебри AG1(1), яка iзоморфна 𝐴4.1, то вона має ширшу мно-
жину деформацiй, а саме: класична алгебра Галiлея AG1(1) може бути
деформована до усiх чотиривимiрних алгебр Лi за винятком шести ви-
падкiв: абелева, 𝐴1

4.2, 𝐴𝑎11
4.5 , 𝐴3.1⊕𝐴1, 𝐴3.3⊕𝐴1 та 𝐴2.1⊕ 2𝐴1. Тобто усi, за

винятком шести, диференцiальнi рiвняння з чотиривимiрною симетрiєю
у границi зводяться до AG1(1)-iнварiантних диференцiальних рiвнянь.

Використовуючи отриманi деформацiї, можна побудувати породжую-
чi параметризованi реалiзацiї, що збiгаються до реалiзацiй алгебр Галiлея.

Породжуюча реалiзацiя для алгебри AḠ
𝑞
1(1) та реалiзацiї решти три-

вимiрних деформованих алгебр Галiлея наведено у параграфi 1.9.
Породжуюча реалiзацiя алгебри AG𝑞

1(1) з базисом впорядкованим як
{𝐺, 𝑀, 𝑃, 𝑇} має вигляд

𝑒1 =𝜕2, 𝑒2 = 𝑥1𝜕2 + 𝜕3,

𝑒3 =𝑞
𝛽

𝛽−1𝑥1𝜕1 +
(︁
1
2𝑥

2
1 − 𝑞

𝛽+1
𝛽−1𝑥2

)︁
𝜕2 +

(︁
𝑥1 − 𝑞

𝛽−1𝑥2

)︁
𝜕3 + 𝜕4, 𝑒4 = 𝜕1,

де 𝑞 ∈ R та |𝛽| ≤ 1, 𝛽 ̸= 1.
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Породжуюча реалiзацiя алгебри 𝐴�̄�𝑞
2(1) з базисом впорядкованим як

{𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷} наступна

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = −𝑥2𝜕1 + 𝜕3,

𝑒4 = (𝑥1 + 2𝑥1𝑞)𝜕1 + 2𝑥2𝜕2 + (−𝑥3 + 2𝑥3𝑞)𝜕3 + 𝜕4, 𝑞 ∈ R.

Породжуюча реалiзацiя алгебри AG𝑞
2(1) з базисом впорядкованим як

{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷} має вигляд

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝜕3, 𝑒4 = −𝑥2𝜕1 − 𝑥3𝜕2 + 𝜕4,

𝑒5 = −𝑞𝑥1𝜕1 + (𝑥2 − 𝑞𝑥2)𝜕2 + (2𝑥3 − 𝑞𝑥3)𝜕3 − 𝑥4𝜕4 + 𝜕5, 𝑞 ∈ R.

Зауважимо, що кожна з цих реалiзацiй представляє сiм’ю неiзоморф-
них алгебр Лi. Зафiксувавши залежнi та незалежнi змiннi та побудувавши
диференцiальнi iнварiанти потрiбного порядку ми отримаємо загальний
вигляд рiвнянь iнварiантних одночасно вiдносно всiєї сiм’ї алгебр.

Диференцiальнi рiвняння iнварiантнi вiдносно алгебр Галi-
лея. Багато вiдомих диференцiальних рiвнянь та їх систем виявились
галiлей-iнварiантними. Рiвняння у частинних похiдних та системи двох
диференцiальних рiвнянь другого порядку, що iнварiантнi вiдносно ре-
дукованої класичної алгебри Галiлея AḠ1(1) та її деформацiй детально
розглянуто у параграфi 1.9, тому будемо розглядати iнварiантнi рiвняння
для алгебр Галiлея розмiрностей чотири та п’ять.

Одним з найвiдомiших рiвнянь, що задовольняють п’ятивимiрнiй ал-
гебрi Галiлея є рiвняння Бюргерса [22]

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝜇𝑢𝑥𝑥, 𝜇 = const.

Це рiвняння є найпростiшим нелiнiйним (1 + 1)-вимiрним еволюцiйним
та точно розв’язним рiвнянням, але, при цьому, рiвняння Бюргерса вико-
ристовується для опису багатьох процесiв гiдродинамiки. Його перевагою
є те, що замiною Коула–Хопфа воно зводиться до звичайного рiвняння
теплопровiдностi. Максимальна алгебра симетрiї рiвняння Бюргерса —
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п’ятивимiрна нерозв’язна алгебра sl(2,R)∈ 2𝐴1, що породжується опера-
торами

𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + (𝑥− 𝑡𝑢)𝜕𝑢, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢.

Саме цей набiр диференцiальних операторiв є реалiзацiєю алгебри Га-
лiлея AḠ3(1) вiдносно пiдалгебри ⟨𝐷, −𝑆⟩ з базисом комплементарного
простору {𝑃, 𝐺, −𝑇}.

Зауважимо, що пiдалгебра ⟨𝐷, 𝑆⟩ не належить до перелiку пiдал-
гебр [7], тому вона має бути автоморфна однiй з алгебр ⟨𝐷, 𝑇 ⟩ або ⟨𝐷, 𝑃 ⟩.
Насправдi ⟨𝐷, 𝑆⟩ еквiвалентна ⟨𝐷, 𝑇 ⟩. Щоб показати еквiвалентнiсть ба-
зиснi елементи першої алгебри розглядаємо у виглядi

𝐷 = 𝛼𝑇 + 𝛽�̃�, 𝑆 = 𝛾𝑇 + 𝛿�̃�, (1.29)

де

𝑇 = 𝑎1𝑃 + 𝑎2𝑇 + 𝑎3𝐺+ 𝑎4𝐷 + 𝑎5𝑆,

�̃� = 𝑏1𝑃 + 𝑏2𝑇 + 𝑏3𝐺+ 𝑏4𝐷 + 𝑏5𝑆

та 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R, 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0, а набори 𝑎𝑖 та 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5 є дру-
гим та четвертим рядками матрицi автоморфiзму. Розв’язавши (1.29)
та застосувавши перетворення автоморфiзму, отримаємо один з мож-
ливих розв’язкiв 𝛼 = 𝛿 = 0, 𝛽 = −1, 𝛾 = 1

𝛼54
та автоморфiзм⎛⎝ 0 0 −𝛼23𝛼54 0 0

0 0 0 0 𝛼54
𝛼23 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 1

𝛼54
0 0 0

⎞⎠ , де 𝛼23𝛼54 ̸= 0.

Класичне рiвняння Кортевега–де Фрiза та його узагальнення моделю-
ють рiзнi фiзичнi системи, включаючи гравiтацiйнi хвилi, плазмовi хвилi
та хвилi у ґратках. Рiвняння Кортевега–де Фрiза

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

задовольняє чотиривимiрнiй алгебрi симетрiї 𝐴−2/34.8 з базисними операто-
рами

𝑒1 = 𝜕𝑥, 𝑒2 = 𝜕𝑡, 𝑒3 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑒4 = 𝑡𝜕𝑡 +
1
3𝑥𝜕𝑥 −

2
3𝑢𝜕𝑢.
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Рiвняння Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку зi сталим коефiцiєнтом,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

задовольняє чотиривимiрнiй алгебрi симетрiї типу 𝐴−4/54.8 з базисними опе-
раторами

𝑒1 = 𝜕𝑥, 𝑒2 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑒3 = 𝜕𝑡, 𝑒4 = 𝑡𝜕𝑡 +
1

5
𝑥𝜕𝑥 −

4

5
𝑢𝜕𝑢.

Обидвi цi алгебри є частинними випадками деформованої редукованої
розширеної алгебри Галiлея AḠ

𝑞
2(1), їх диференцiальнi оператори еквi-

валентнi реалiзацiї, що вiдповiдає одновимiрнiй пiдалгебрi ⟨𝑒4⟩ або про-
єкцiї породжуючої реалiзацiї алгебри AḠ

𝑞
2(1) на координати (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

для значень параметра 𝑞 = −1
6 та 𝑞 = − 3

10 вiдповiдно.
Ряд iнших рiвнянь Бюргерса та Кортевега–де Фрiза, iнварiантних вiд-

носно алгебри Галiлея, розглядались у роботi [17].
Рiвняння реакцiї–дифузiї та їх системи часто застосовуються у мате-

матичнiй бiологiї, хiмiї та фiзицi. Зокрема, у бiологiї можна розглядати
клiтини, бактерiї, хiмiчнi речовини, тварин та iнше як частки, що хаоти-
чно рухаються. Тодi регулярний рух їхньої групи можна розглядати як
дифузiйний процес, часто це не проста дифузiя, оскiльки частинки мо-
жуть взаємодiяти. (1+1)-вимiрнi рiвняння реакцiї-дифузiї широко засто-
совуються для опису глобальної поведiнки в термiнах густини частинок
або концентрацiї. Iснує ряд галiлей-iнварiантних моделей серед рiвнянь
реакцiї–дифузiї

𝑢𝑡 = (𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥.

Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi рiвняння реакцiї–дифузiї
при 𝑛 ̸= 0, −4/3 — чотиривимiрна алгебра 𝐴2.1 ⊕ 𝐴2.1, що породжується
базисними операторами

𝑒1 = 𝜕𝑡, 𝑒2 = 𝑡𝜕𝑡 −
1

𝑛
𝑢𝜕𝑢, 𝑒3 = 𝜕𝑥, 𝑒4 = 𝑥𝜕𝑥 +

2

𝑛
𝑢𝜕𝑢.
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Оскiльки алгебра 𝐴2.1 ⊕ 𝐴2.1 належить множинi деформацiй алгебри
AG1(1), то рiвняння реакцiї–дифузiї iнварiантне вiдносно деформованої
класичної алгебри Галiлея AG𝑞

1(1).
Фiзичнi моделi у яких задiяно сили направленi у/вiд напрямку центру

зазвичай приводять до задач з центральною силою та виникають у кла-
сичнiй механiцi (дiя сонця на планету) та атомнiй фiзицi (рух електрону).
Розглянемо двовимiрну задачу з центральною силою

�̈� +

(︂
𝜇

(𝑥2 + 𝑦2)2
− 𝜖
)︂
𝑟 = 0, 𝜇, 𝜖 > 0, 𝑟 = (𝑥, 𝑦).

Цю систему можна переписати у полярних координатах

𝑟 − 𝑟�̇�2 − 𝜇

𝑟3
+ 𝜖𝑟 = 0, 𝑟𝜙+ 2�̇��̇� = 0.

Максимальна алгебра iнварiантностi цiєї системи має базис

𝑒1 = 𝜕𝑡, 𝑒2 = 𝜕𝜙, 𝑒3 = sin(2
√
𝜖𝑡)𝜕𝑡 +

√
𝜖 cos(2

√
𝜖𝑡)𝑟𝜕𝑟,

𝑒4 = cos(2
√
𝜖𝑡)𝜕𝑡 −

√
𝜖 sin(2

√
𝜖𝑡)𝑟𝜕𝑟.

Цi оператори утворюють алгебру Лi з комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑒1, 𝑒3] = 2
√
𝜖𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = −2

√
𝜖𝑒3, [𝑒3, 𝑒4] = −2

√
𝜖𝑒1,

яка за допомогою iзоморфiзму 𝑒𝑖 = 1
2
√
𝜖
зводиться до алгебри sl(2,R)⊕𝐴1.

При цьому диференцiальнi оператори еквiвалентнi реалiзацiї алгебри
sl(2,R)⊕𝐴1 вiдносно пiдалгебри ⟨𝑒2⟩. Оскiльки sl(2,R)⊕𝐴1 належить до
множини деформацiй алгебри AG1(1), то двовимiрна задача з централь-
ною силою iнварiантна вiдносно деформованої алгебри Галiлея AG𝑞

1(1).

1.7. Реалiзацiї та деформацiї алгебр Пуанкаре

У цьому роздiлi застосовується алгебраїчний метод з параграфу 1.4 та
класифiкацiя пiдалгебр [7] алгебри Пуанкаре для побудови явного вигля-
ду реалiзацiй найменшої можливої алгебри Пуанкаре p(1, 1) та шестиви-



113

мiрної алгебри Пуанкаре p(1, 2), а також їх деформацiй. Задача класифi-
кацiї низькорозмiрних пiдалгебр алгебри Пуанкаре p(1, 4) також розгля-
далась у роботi [5].

Реалiзацiї алгебр Пуанкаре широко вивчались у низцi робiт Рiдо, Вiн-
тернiца, Фущича, Цифри, Бойко, Жданова, Лагно та Єгорченко [39, 42,
130,131,146,148] але в усiх дослiдженнях були розглянутi лише коварiан-
тнi реалiзацiї, та ряд реалiзацiй було представлено неявно, тобто наведенi
коефiцiєнти мають бути розв’язками досить складних рiвнянь з частин-
ними похiдними, що не розв’язуються у квадратурах. У даному параграфi
усi реалiзацiї побудованi в явному виглядi. Поряд з реалiзацiями алгебр
Лi також побудовано реалiзацiї деформованих серiй цих алгебр.

Алгебра Пуанкаре p(1, 1). ‘Найменша’ алгебра Пуанкаре p(1, 1)

дiє у двовимiрному просторi–часi R1,1 та має розмiрнiсть три:
p(1, 1) = ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝐽01⟩. Її базиснi елементи задовольняють комутацiйнi
спiввiдношення

[𝑃0, 𝑃1] = 0, [𝑃0, 𝐽01] = 𝑃1, [𝑃1, 𝐽01] = 𝑃0. (1.30)

У роботi [130] були побудованi лише коварiантнi реалiзацiї алгебри Лi
p(1, 1) у просторi трьох змiнних. Оскiльки p(1, 1) є тривимiрною, то для
iзоморфної їй алгебри Лi 𝐴−13.4 (𝑒1 = 𝑃0 + 𝑃1, 𝑒2 = 𝑃0 − 𝑃1, 𝑒3 = 𝐽01),
у роботi [128] прямим методом були побудованi усi точнi нееквiвалентнi
реалiзацiї.

Використаємо перелiк пiдалгебр [7] та застосуємо алгебраїчний метод.
Для кожної з отриманих реалiзацiй алгебри p(1, 1) у таблицi 1.5 наведено
вiдповiдну їй пiдалгебру та базис комплементарного векторного просто-
ру, що був використаний при обчисленнi. Пiдалгебри, що мiстять один
з iдеалiв ⟨𝑃0 ± 𝑃1⟩ алгебри p(1, 1), породжують неточнi реалiзацiї, якi є
новими та не розглядались у роботi [128]. Решта отриманих реалiзацiй
еквiвалентнi точним реалiзацiям алгебри 𝐴−13.4.

Виписуючи явний вигляд реалiзацiй, навмисне не фiксуються залежнi
(наприклад 𝑢, 𝑤) та незалежнi (наприклад 𝑡, 𝑥) змiннi, цей вибiр стає
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Комплементарний
векторний простiр

Пiдалгебра Реалiзацiя

{𝑃0, 𝑃1, 𝐽01} ⟨0⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕2, 𝐽01 = 𝑥2𝜕1+𝑥1𝜕2+𝜕3

{𝐽01, 𝑃1} ⟨𝑃0⟩ 𝑃0 = − sh𝑥1𝜕2, 𝑃1 = ch𝑥1𝜕2, 𝐽01 = 𝜕1

{𝑃0, 𝑃1} ⟨𝐽01⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕2, 𝐽01 = 𝑥2𝜕1 + 𝑥1𝜕2

{𝑃0, 𝐽01} ⟨𝑃0 + 𝑃1⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = −𝜕1, 𝐽01 = −𝑥1𝜕1 + 𝜕2

{𝑃0, 𝐽01} ⟨𝑃0 − 𝑃1⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕1, 𝐽01 = 𝑥1𝜕1 + 𝜕2

{𝐽01} ⟨𝑃0, 𝑃1⟩ 𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝐽01 = 𝜕1.

{𝑃0} ⟨𝑃0 + 𝑃1, 𝐽01⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = −𝜕1, 𝐽01 = −𝑥1𝜕1
{𝑃0} ⟨𝑃0 − 𝑃1, 𝐽01⟩ 𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕1, 𝐽01 = 𝑥1𝜕1

Табл. 1.5. Реалiзацiї алгебри Пуанкаре p(1, 1).

суттєвим при побудовi диференцiальних iнварiантiв (див. параграф 1.9).
Подiл змiнних може бути обрано виходячи зi зручностi для певного за-
стосування, наприклад першу реалiзацiю для 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) можна обрати
у виглядi

{𝑃0 = 𝜕𝑡, 𝑃1 = 𝜕𝑥, 𝐽01 = 𝑥𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢},

або для 𝑢 = 𝑢(𝑡) та 𝑤 = 𝑤(𝑡)

{𝑃0 = 𝜕𝑢, 𝑃1 = 𝜕𝑤, 𝐽01 = 𝑤𝜕𝑢 + 𝑢𝜕𝑤 + 𝜕𝑡}.

Алгебра Пуанкаре p(1, 2). Шестивимiрна алгебра Пуанкаре

p(1, 2) = ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝐽01, 𝐽02, 𝐽12⟩

розглядається у (1+2)-вимiрному просторi Мiнковського з базисними еле-
ментами, що задовольняють ненульовi комутацiйнi спiввiдношення

[𝑃0, 𝐽01] = 𝑃1, [𝑃1, 𝐽01] = 𝑃0, [𝑃2, 𝐽02] = 𝑃0,

[𝑃0, 𝐽02] = 𝑃2, [𝑃1, 𝐽12] = −𝑃2, [𝑃2, 𝐽12] = 𝑃1,

[𝐽01, 𝐽02] = −𝐽12, [𝐽02, 𝐽12] = 𝐽01, [𝐽01, 𝐽12] = −𝐽02.

У даному параграфi нас цiкавлять породжуючi реалiзацiї та реалiзацiї
у просторi не бiльш нiж трьох змiнних, що накладає обмеження на роз-
мiрностi пiдалгебр алгебри p(1, 2). Використаємо пiдалгебри розмiрностей
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три, чотири та п’ять, отриманi у роботi [7] та застосуємо алгоритм запро-
понований у параграфi 1.4. Результати обчислень оформлено у виглядi
таблиць 1.6, 1.7, 1.8 та 1.9, що поруч з реалiзацiями мiстять пiдалгебри
та вiдповiднi базиси комплементарних просторiв.

Породжуюча реалiзацiя алгебри Пуанкаре p(1, 2) має вигляд

𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕2, 𝑃2 = 𝜕3, 𝐽01 = 𝑥2𝜕1 + 𝑥1𝜕2 + 𝜕4,

𝐽02 = 𝑥3𝜕1 + 𝑥1𝜕3 − sh𝑥4 th𝑥5𝜕4 + ch𝑥4𝜕5 −
sh𝑥4
ch𝑥5

𝜕6,

𝐽12 = 𝑥3𝜕2 − 𝑥2𝜕3 + ch𝑥4 th𝑥5𝜕4 − sh𝑥4𝜕5 +
ch𝑥4
ch𝑥5

𝜕6.

Комплементарний
векторний простiр

Пiдалгебра Реалiзацiя

{𝐽01 + 𝐽12} ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝐽02, 𝐽01−𝐽12⟩
𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0,
𝐽01 =

1
2
(1− 𝑥21)𝜕1,

𝐽02 = −𝑥1𝜕1, 𝐽12 = 1
2
(1 + 𝑥21)𝜕1

Табл. 1.6. Реалiзацiя p(1, 2) у однiй змiннiй.

Порiвняння реалiзацiй алгебри p(1, 2), отриманих у цьому параграфi
та реалiзацiй отриманих у роботi [148] дозволяє зробити висновок, що ре-
зультати [148] є частковим випадком реалiзацiй цього параграфа, оскiль-
ки у [148] розглядались лише коварiантнi реалiзацiї (тобто оператори 𝑃0,
𝑃1 та 𝑃3 були представленi лише у виглядi зсувiв за рiзними змiнними, що
комутують), крiм цього, у роботi [148] апрiорi було зафiксовано набори
залежних та незалежних змiнних.

Деформацiї алгебр p(1, 1) та p(1, 2). Деформацiї алгебр Лi ви-
никають у математичних теорiях коли необхiдно виконати класифiкацiю
неiзоморфних структур або ввести аналiтичну структуру на многовидi з
такими структурами. У фiзицi деформацiї застосовуються при кванту-
ваннi або при iнтегруваннi теорiй з рiзними симетрiями в рамках однiєї
моделi, та iн. У дисертацiйнiй роботi використовується поняття однопа-
раметричної деформацiї запропоноване Герстенхабером [46].
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Комплементарний
векторний простiр

Пiдалгебра Реалiзацiя

{𝐽01 + 𝐽12, 𝐽02} ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝐽01−𝐽12⟩

𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0,
𝐽01 =

1
2
(1− 𝑥21)𝜕1 + 𝑥1𝜕2,

𝐽02 = −𝑥1𝜕1 + 𝜕2,
𝐽12 =

1
2
(1 + 𝑥21)𝜕1 − 𝑥1𝜕2

{𝐽01, 𝐽12} ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝐽02⟩

𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0,
𝐽01 = 𝜕1,
𝐽02 = − ch𝑥1 tg 𝑥2𝜕1 − sh𝑥1𝜕2,
𝐽12 = sh𝑥1 tg 𝑥2𝜕1 + ch𝑥1𝜕2

{𝐽01, 𝐽02} ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝐽12⟩
𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0, 𝐽01 = 𝜕1,
𝐽02 = − sh𝑥1 th𝑥2𝜕1 + ch𝑥1𝜕2,
𝐽12 = ch 𝑥1 th𝑥2𝜕1 − sh𝑥1𝜕2

{𝑃0−𝑃2, 𝐽01+𝐽12} ⟨𝑃0+𝑃2, 𝑃1, 𝐽01−𝐽12, 𝐽02⟩

𝑃0 =
1
2
(1 + 𝑥22)𝜕1, 𝑃1 = −𝑥2𝜕1,

𝑃2=−1
2
(1−𝑥22)𝜕1,

𝐽01 = −𝑥1𝑥2𝜕1+1
2
(1−𝑥22)𝜕2,

𝐽02 = −𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2,
𝐽12 = 𝑥1𝑥2𝜕1 +

1
2
(1 + 𝑥22)𝜕2

Табл. 1.7. Реалiзацiї алгебри Пуанкаре p(1, 2) у двох змiнних.

Комплементарний
векторний простiр

Пiдалгебра Реалiзацiя

{𝐽01, 𝐽02, 𝐽12} ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝑃2⟩

𝑃0 = 0, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0,

𝐽01 = 𝜕1,

𝐽02=− sh𝑥1 th𝑥2𝜕1+ch 𝑥1𝜕2− sh𝑥1

ch𝑥2
𝜕3,

𝐽12 = ch𝑥1 th𝑥2𝜕1 − sh𝑥1𝜕2 +
ch𝑥1

ch𝑥2
𝜕3

{𝑃0−𝑃2,
𝐽01+𝐽12,
𝐽02}

⟨𝑃0+𝑃2, 𝑃1,
𝛽(𝑃0−𝑃2)

+𝐽01−𝐽12⟩,
𝛽 ∈ {0, 1}

𝑃0 =
1
2
(1 + 𝑥22)𝜕1, 𝑃1 = −𝑥2𝜕1,

𝑃2 =
1
2
(−1 + 𝑥22)𝜕1,

𝐽01=(−𝑥1𝑥2−𝛽
2
e−2𝑥3)𝜕1+

1
2
(1−𝑥22)𝜕2+𝑥2𝜕3,

𝐽02=−𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2 + 𝜕3,

𝐽12=(𝑥1𝑥2+
𝛽
2
e−2𝑥3)𝜕1+

1
2
(1+𝑥22)𝜕2−𝑥2𝜕3

Табл. 1.8. Реалiзацiї p(1, 2) у трьох змiнних (частина 1).
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Комплементарний
векторний простiр

Пiдалгебра Реалiзацiя

{𝑃0, 𝑃1, 𝑃2} ⟨𝐽01, 𝐽02, 𝐽12⟩
𝑃0 = 𝜕1, 𝑃1 = 𝜕2, 𝑃2 = 𝜕3,

𝐽01 = 𝑥2𝜕1 + 𝑥1𝜕2, 𝐽02 = 𝑥3𝜕1 + 𝑥1𝜕3,

𝐽12 = 𝑥3𝜕2 − 𝑥2𝜕3

{𝑃0 − 𝑃2, 𝐽01, 𝐽12} ⟨𝑃0 + 𝑃2, 𝑃1, 𝐽02⟩

𝑃0 = (sh𝑥1 sin𝑥3 + ch𝑥1)𝜕2,

𝑃1 = (− sh𝑥1 − ch𝑥1 sin𝑥3)𝜕2,

𝑃2 = − cos𝑥3𝜕2, 𝐽01 = 𝜕1,

𝐽02=− ch𝑥1 tg 𝑥3𝜕1− ch𝑥1 𝑥2

cos𝑥3
𝜕2− sh𝑥1𝜕3,

𝐽12 = sh𝑥1 tg 𝑥3𝜕1 +
sh𝑥1 𝑥2

cos𝑥3
𝜕2 + ch𝑥1𝜕3

{𝐽02, 𝐽01, 𝑃0}
⟨𝛼𝑃0+𝐽12, 𝑃1, 𝑃2⟩,
𝛼 ≥ 0

𝑃0 = ch𝑥1 ch𝑥2𝜕3, 𝑃1 = − sh𝑥2𝜕3,

𝑃2 = − sh𝑥1 ch𝑥2𝜕3,

𝐽01=− sh𝑥1 th𝑥2𝜕1+ch 𝑥1𝜕2−𝛼 sh𝑥1

ch𝑥2
𝜕3,

𝐽02 = 𝜕1,

𝐽12=− ch𝑥1 th𝑥2𝜕1+sh𝑥1𝜕2−𝛼 ch𝑥1

ch𝑥2
𝜕3

{𝐽12, 𝐽01, 𝑃1}
⟨𝛼𝑃1+𝐽02, 𝑃0, 𝑃2⟩,
𝛼 ≥ 0

𝑃0 = − sh𝑥2𝜕3, 𝑃1 = cos𝑥1 ch𝑥2𝜕3,

𝑃2 = − sin𝑥1 ch𝑥2𝜕3,

𝐽01=− sin𝑥1 th𝑥2𝜕1+cos𝑥1𝜕2

− 𝛼 sin𝑥1 ch(2𝑥1)
2 ch𝑥2

𝜕3,

𝐽02=− cos𝑥1 th𝑥2𝜕1− sin𝑥1𝜕2

− 𝛼 cos𝑥1 ch(2𝑥1)
2 ch𝑥2

𝜕3,

𝐽12 = 𝜕1

{𝑃0−𝑃2, 𝑃1,
𝐽01+𝐽12}

⟨𝑃0+𝑃2, 𝛼𝑃1+𝐽02,
𝐽01−𝐽12⟩,
𝛼 ≥ 0

𝑃0=(1−𝑥23)𝜕1−𝑥3𝜕2, 𝑃1=𝜕2,

𝑃2=−(1+𝑥23)𝜕1−𝑥3𝜕2,
𝐽01=(𝑥2−𝑥23(𝑥2+2𝛼))𝜕1+(𝑥1−𝑥3(𝑥2+𝛼))𝜕2

+ (1− 𝑥23)𝜕3,
𝐽02=−2(𝑥1 + 𝑎𝑥3)𝜕1 − 𝛼𝜕2 − 2𝑥3𝜕3,

𝐽12=(𝑥2+𝑥
2
3(𝑥2+2𝛼))𝜕1−(𝑥1−𝑥3(𝑥2+𝛼))𝜕2

+ (1 + 𝑥23)𝜕3

Табл. 1.9. Реалiзацiї p(1, 2) у трьох змiнних (частина 2).

Нехай g = (𝑉, [·, ·]) — це алгебра Лi, тодi її деформацiя — це однопа-
раметрична сiм’я алгебр Лi g𝑡 = (𝑉, [·, ·]𝑡), 𝑡 ∈ R, з множенням

[𝑥, 𝑦]𝑡 = [𝑥, 𝑦] + 𝑡𝜙1(𝑥, 𝑦) + 𝑡2𝜙2(𝑥, 𝑦) + · · · ,
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де 𝜙𝑖 : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 , 𝑖 = 1, 2, . . . , — бiлiнiйнi, антисиметричнi та задоволь-
няють тотожнiсть Якобi.

Задача знаходження усiх можливих деформацiй заданої алгебри Лi
вимагає вивчення вiдповiдних когомологiй, зокрема, необхiдною умовою
iснування iнфiнiтезимальних деформацiй є ℋ2(g, g) ̸= 0. Не зважаючи на
це, для алгебри Пуанкаре p(1, 1) можна побудувати її iнфiнiтезимальнi
деформацiї безпосередньо з класифiкацiї тривимiрних алгебр Лi, викори-
стовуючи iзоморфiзм p(1, 1) ∼ 𝐴−13.4:

[𝑃0, 𝐽01]𝑡′ = 𝑃1 + 𝑡′(𝑃0 − 𝑃1),

[𝑃1, 𝐽01]𝑡′ = 𝑃0 + 𝑡′(𝑃1 − 𝑃0), 𝑡′ ∈ R.

Iнша деформацiя може бути побудована використовуючи контракцiю
вiд алгебр де Сiттера до алгебри Пуанкаре

[𝑃0, 𝐽01]𝑡 = 𝑃1, [𝑃1, 𝐽01]𝑡 = 𝑃0, [𝑃0, 𝑃1]𝑡 = 𝑡𝐽01, 𝑡 ∈ R.

Контракцiя мiж алгебрами де Сiттера та алгебрами Пуанкаре iснує i
для алгебр Лi вищих розмiрностей, зокрема можна побудувати деформа-
цiю p(1, 2)𝑡:

[𝑃0, 𝐽01]𝑡 = 𝑃1, [𝑃1, 𝐽01]𝑡 = 𝑃0, [𝑃2, 𝐽02]𝑡 = 𝑃0,

[𝑃0, 𝐽02]𝑡 = 𝑃2, [𝑃1, 𝐽12]𝑡 = −𝑃2, [𝑃2, 𝐽12]𝑡 = 𝑃1,

[𝑃1, 𝑃2]𝑡 = 𝑡𝐽12, [𝑃1, 𝑃2]𝑡 = 𝑡𝐽01, [𝑃0, 𝑃2]𝑡 = 𝑡𝐽02,

[𝐽01, 𝐽02]𝑡 = −𝐽12, [𝐽02, 𝐽12]𝑡 = 𝐽01, [𝐽01, 𝐽12]𝑡 = −𝐽02.

Використовуючи той самий метод, що i напочатку параграфу побудує-
мо породжуючi реалiзацiї 𝑅(p(1, 1)𝑡′) та 𝑅(p(1, 1)𝑡) для отриманих дефор-
мацiй. Перед кожною з реалiзацiй вказано базис векторного простору, що
використовувався при обчисленнях. Зауважимо, що рiвняння iнварiантнi
вiдносно реалiзацiй деформованих алгебр Лi, одночасно задовольняють
кiльком неiзоморфним алгебрам симетрiї. Знайти iнварiантнi рiвняння
можна обравши залежнi та незалежнi змiннi та побудувавши потрiбнi
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диференцiальнi iнварiанти (див. параграф 1.9).

{𝑃0, 𝑃1, 𝐽01}, 𝑅(p(1, 1)𝑡′) :

𝑃0=𝜕1, 𝑃1=𝜕2, 𝐽01=(𝑡′𝑥1+(1−𝑡′)𝑥2)𝜕1+((1−𝑡′)𝑥1+𝑡′𝑥2)𝜕2+𝜕3.

{𝑃0+𝑃1, 𝑃0−𝑃1, 𝐽01}, 𝑅(p(1, 1)𝑡) :

𝑃0=
1
2(1−𝑡𝑥

2
1)𝜕1+(12+𝑡𝑥1𝑥2)𝜕2−𝑡𝑥1𝜕3,

𝑃1=
1
2(1+𝑡𝑥

2
1)𝜕1−(12+𝑡𝑥1𝑥2)𝜕2+𝑡𝑥1𝜕3, 𝐽01=𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+𝜕3.

Побудуємо породжуючi реалiзацiї деформованої алгебри Пуанкаре
p(1, 2)𝑡, обравши базис векторного простору у виглядi

{𝑃0+𝑃2, 𝑃0−𝑃2, 𝑃1, 𝐽01+𝐽12, 𝐽01−𝐽12, 𝐽02}.

Для спрощення вигляду реалiзацiї введемо позначення:

𝐴 = 𝑡𝑥21 + 1, 𝐵 = 𝑡𝑥21 − 1, 𝐶 = 𝑡𝑥1𝑥2 +
1
2 ,

𝐷 = sh((−𝑡)1/2𝑥3), 𝐸 = ch((−𝑡)1/2𝑥3),

𝐹 = th((−𝑡)1/2𝑥3), 𝑇 = (−𝑡)1/2.

Тодi

𝑃0=−1
2𝐵𝜕1+𝐶𝜕2+𝑡𝑥1𝑥4𝜕4−𝑡𝑥1𝜕5,

𝑃1=−𝑇𝑥1𝐹𝜕1−(1+2𝑡𝑥1𝑥2)𝑇𝑥2𝐹𝜕2+(1+2𝑡𝑥1𝑥2)𝜕3

+
1

𝐸
((2𝑥2𝐶−2𝑡𝑥1𝑥2𝑥4𝑇𝐷−𝑥1𝑥42)𝜕4

+(2𝑡𝑥1𝑥4+𝑡𝑥2𝑇𝐷)𝜕5+(𝑡𝑥1e
−𝑥5)𝜕6),

𝑃2=
1
2𝐴𝜕1−𝐶𝜕2−𝑡𝑥1𝑥4𝜕4+𝑡𝑥1𝜕5,

𝐽01=
𝐴𝐹

2𝑇
𝜕1+

(1+2𝑡𝑥2(𝑥1+𝑥2𝐴))𝐹

2𝑇
𝜕2+(𝑥1+𝑥2𝐴)𝜕3

−𝐴(𝑥4
2−𝑡𝑥22)−2𝐶
2𝐸

𝜕4+

+𝑥2𝑥4𝑇𝐴𝐹𝜕4+
𝐴(𝑥2𝑇𝐷+𝑥4)

𝐸
𝜕5+

𝐴e−𝑥5

2𝐸
𝜕6,

𝐽02=𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2−𝑥4𝜕4+𝜕5,
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𝐽12=
𝐵𝐹

2𝑇
𝜕1+

(1+2𝑡𝑥2(𝑥1+𝑥2𝐵))𝐹

2𝑇
𝜕2+(𝑥1+𝑥2𝐵)𝜕3

−𝐵(𝑥4
2−𝑡𝑥22)−2𝐶
2𝐸

𝜕4+𝑥2𝑥4𝑇𝐵𝐹𝜕4+
(𝑥2𝑇𝐷+𝑥4)𝐵

𝐸
𝜕5+

𝐵e−𝑥5

2𝐸
𝜕6.

1.8. Реалiзацiї та деформацiї конформних алгебр

Усi добре визначенi фiзичнi теорiї мають свої певнi фундаменталь-
нi групи iнварiантностi, тому реалiзацiї їх алгебр Лi диференцiальни-
ми операторами першого порядку ефективно застосовуються для ре-
дукцiй, iнтегрування, побудови диференцiальних iнварiантiв та iншого,
див. [38, 39,41,57,120].

У цьому параграфi розглянуто задачу побудови реалiзацiй алгебр Лi
трьох важливих конформних груп: стандартної конформної групи C(3, 1)
та двох конформних груп псевдоевклiдових просторiв C(3, 0) та C(2, 1).
Для вiдповiдних цим групам алгебр Лi c(3, 1), c(3, 0) та c(2, 1) буде по-
будовано максимальнi можливi (породжуючi реалiзацiї), використовую-
чи алгебраїчний метод. Деякi коварiантнi реалiзацiї конформної алгебри
та алгебр де Сiттера вiдомi, але вперше запропоновано реалiзацiї в про-
сторах п’ятнадцяти та десяти змiнних вiдповiдно. Реалiзацiї з меншою
кiлькiстю змiнних можна отримати з побудованих за допомогою проєкцiї
вiдповiдно до пiдалгебр.

Конформна алгебра Лi. Спочатку розглянемо конформну гру-
пу та її 15-вимiрну алгебру Лi c(3, 1). Конформна група Лi
C(3, 1) = SO(4, 2) = SU(2, 2) простору Мiнковського — це максималь-
на група iнварiантностi рiвняння Максвелла у плоскому просторi–часi.
Ця група з багатьох точок зору об’єднує усi фiзичнi групи. Вона по-
роджується 10 операторами Пуанкаре 𝑃𝜇, 𝐽𝜇𝜈, оператором дилатацiї 𝐷
та операторами спецiальних конформних перетворень 𝐾𝜇, тут i далi
𝜇, 𝜈 = 1, 2, . . . , 4. Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення алгебри Лi ма-
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ють вигляд

[𝐽𝜇𝜈, 𝐽𝜌𝜎] = 𝑔𝜇𝜌𝐽𝜈𝜎 − 𝑔𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 + 𝑔𝜇𝜎𝐽𝜌𝜈 − 𝑔𝜈𝜎𝐽𝜌𝜇, (1.31)

[𝐽𝜇𝜈, 𝑃𝜌] = 𝑔𝜇𝜌𝑃𝜈 − 𝑔𝜈𝜌𝑃𝜇, (1.32)

[𝐽𝜇𝜈, 𝐾𝜌] = 𝑔𝜇𝜌𝐾𝜈 − 𝑔𝜈𝜌𝐾𝜇, (1.33)

[𝑃𝜇, 𝐾𝜈] = 2(𝑔𝜇𝜈𝐷 + 𝐽𝜇𝜈), (1.34)

[𝑃𝜇, 𝐷] = 𝑃𝜇, (1.35)

[𝐾𝜇, 𝐷] = −𝐾𝜇. (1.36)

Тут 𝑔𝜇𝜈 — це метричний тензор простору Мiнковського

𝑔11 = 𝑔22 = 𝑔33 = −𝑔44 = 1.

Iснують також конформнi групи C(𝑝, 𝑞) псевдоевклiдових просторiв з
метричними тензорами

𝑔11 = 𝑔22 = · · · = 𝑔𝑝𝑝 = −𝑔𝑝+1,𝑝+1 = · · · = −𝑔𝑝+𝑞,𝑝+𝑞 = 1, (1.37)

тут 𝜇, 𝜈 = 1, . . . , 𝑝+ 𝑞 = 𝑛.
Розглянемо групу SO(𝑝 + 1, 𝑞 + 1) = span{𝐼𝑎𝑏}, 𝐼𝑎𝑏 = −𝐼𝑏𝑎 з комута-

цiйними спiввiдношеннями

[𝐼𝑎𝑏, 𝐼𝑐𝑑] = 𝑔𝑎𝑐𝐼𝑏𝑑 − 𝑔𝑏𝑐𝐼𝑎𝑑 + 𝑔𝑎𝑑𝐼𝑐𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝐼𝑐𝑎,

де 𝑔𝑎𝑏 задано рiвностями (1.37) та 𝑔𝑛+1,𝑛+1 = −𝑔𝑛+2,𝑛+2 = 1. Встановимо
вiдповiднiсть

𝐽𝜇𝜈 = 𝐼𝜇𝜈, 𝑃𝜇 = 𝐼𝜇,𝑛+1 − 𝐼𝜇,𝑛+2,

𝐾𝜇 = 𝐼𝜇,𝑛+1 + 𝐼𝜇,𝑛+2, 𝐷 = 𝐼𝑛+1,𝑛+2,

тодi маємо iзоморфiзм C(𝑝, 𝑞) ≃ SO(𝑝 + 1, 𝑞 + 1). Таким чином, значна
кiлькiсть добре вiдомих груп (наприклад, групи де Сiттера) є конформ-
ними групами псевдоевклiдових просторiв. Розглянемо вiдому реалiзацiю
конформної групи

𝑃𝜇 = 𝜕𝜇, 𝐽𝜇𝜈 = 𝑥𝜈𝜕𝜇 − 𝑥𝜇𝜕𝜈, 𝐷 = 𝑥𝜈𝜕𝜈, 𝐾𝜇 = 2𝑥𝜇𝑥𝜈𝜕𝜈 − 𝑥2𝜕𝜇;
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тут i далi за повторюваним iндексом вiдбувається пiдсумовування та
𝑥2 = 𝑥21 + · · ·+ 𝑥2𝑛.

Встановимо пiдалгебру, що визначає дану реалiзацiю. Для цього дослi-
димо реалiзацiю у точцi 𝑥 = (0, 0, 0, 0) та знайдемо ядро лiнiйного пере-
творення. Ядро спiвпадає з пiдалгеброю span{𝐽𝜇𝜈, 𝐷,𝐾𝜇}, яка i визначає
дану реалiзацiю. Це дiйсно так i буде перевiрено побудовою та проєкцi-
єю породжуючої реалiзацiї алгебри c(3, 1) з комплементарною частиною
{𝑃𝜇, 𝐽𝜇𝜈, 𝐾𝜇, 𝐷} взятою у лексикографiчному порядку. Для спрощення
вигляду формул введемо позначення:

sin𝑥𝑖 = s𝑖, cos𝑥𝑖 = c𝑖, tg 𝑥𝑖 = t𝑖, sh𝑥𝑖 = sh𝑖,

ch𝑥𝑖 = ch𝑖, th𝑥𝑖 = th𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 10.

𝑅породжуюча(c(3, 1)) :

𝑃1 = 𝜕1, 𝑃2 = 𝜕2, 𝑃3 = 𝜕3, 𝑃4 = 𝜕4,

𝐽12 = 𝑥2𝜕1 − 𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝜕5,

𝐽13 = 𝑥3𝜕1 − 𝑥1𝜕3 − th6s5𝜕5 + c5𝜕6 + 2
s5
ch6

𝜕8,

𝐽14 = −𝑥4𝜕1 − 𝑥1𝜕4 + 2
t7s5
ch6

𝜕5 + t7s6c5𝜕6 + c5c6𝜕7

+
s9s6c5c8 + th6s7c9s5 + s9s8s5

c7c9
𝜕8

− c5s6s8 − s5c8
c7

𝜕9 +
s5s8 + c5s6c8

c7c9
𝜕10,

𝐽23 = 𝑥3𝜕2 − 𝑥2𝜕3 +−th6c5𝜕5 − s5𝜕6 +
c5
ch6

𝜕8,

𝐽24 = −𝑥4𝜕2 − 𝑥2𝜕4 +
t7c5
c7ch6

𝜕5 − t7s5s6𝜕6 − s5c6𝜕7

+
th6s7c9c5 − s9s6c8s5 + s9c5s8

c7c9
𝜕8

+
c5c8 + s5s6s8

c7
𝜕9 −

s5s6c8 − c5s8
c7c9

𝜕10,

𝐽34 = −𝑥4𝜕3 − 𝑥3𝜕4 + c6t7𝜕6 − s6𝜕7 +
t9c8c6
c7

𝜕8

− s8c6
c7

𝜕9 +
c6c8
c7c9

𝜕10,
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𝐾1 =
(︀
𝑥21 − 𝑥22 − 𝑥23 + 𝑥24

)︀
𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2 + 2𝑥1𝑥3𝜕3 + 2𝑥1𝑥4𝜕4

− 2

(︂
𝑥2 +

𝑥4t7s5
ch6

− 𝑥3th6s5
)︂
𝜕5

− 2(𝑥4t7s6 + 𝑥3)c5𝜕6 − 2𝑥4c5c6𝜕7

− 2

(︂
𝑥4t9s6c5c8

c7
+ 𝑥4t7th6s5 +

𝑥3s5
ch6

+
𝑥4t9s5s8

c7

)︂
𝜕8

+ 2
(c5s6s8 − s5c8)𝑥4

c7
𝜕9

− 2
(s5s8 + c5s6c8)𝑥4

c7c9
𝜕10 − (2𝑥1𝑥11 − ch7c5c6)𝜕11

+ (sh7sh9c5c6 + ch9(s5c8 − s6s8c5)− 2𝑥1𝑥12)𝜕12

+ (sh9sh10(s5c8 − c5s6s8) + ch10(s6c8c5 + s5s8)

+ sh7ch9sh10c5c6 − 2𝑥1𝑥13)𝜕13

+ (sh9ch10(s5c8 + c5s6s8) + sh10(s6c8c5 + s5s8)

+ sh7ch9ch10c5c6 − 2𝑥1𝑥14)𝜕14 + 2𝑥1𝜕15,

𝐾2 = 2𝑥1𝑥2𝜕1 +
(︀
−𝑥12 + 𝑥2

2 − 𝑥32 + 𝑥4
2
)︀
𝜕𝑥2

+ 2𝑥2𝑥3𝜕3

+ 2𝑥2𝑥4𝜕4 + 2

(︂
𝑥4c5t7
ch6

− 𝑥1 − 𝑥3c5th6
)︂
𝜕5

+ 2(𝑥3 + 𝑥4t7s6)s5𝜕6 + 2𝑥4s5c6𝜕7

+ 2

(︂
𝑥4t9
c7

(s6c8s5 − c5s8)− 𝑥4th7c5 −
𝑥3c5
ch6

)︂
𝜕8

− 2
(c5c8 + s5s6s8)𝑥4

c7
𝜕9 + 2

(s5s6c8 − c5s8)𝑥4
c7c9

𝜕10

− (2𝑥2𝑥11 + ch7s5c6)𝜕11 +
(︀
ch9(c5c8 + s5s6s8)

− sh7sh9s5c6 − 2𝑥2𝑥12
)︀
𝜕12 +

(︀
sh9ch10c5c8

+ ch10c5s8 − sh7sh10ch9s5c6 − ch10s5s6c8

+ sh9sh10s5s6s8 − 2𝑥2𝑥13
)︀
𝜕13

+
(︀
sh9ch10(c5c8 + s5s6c8) + sh10(s8c5 − s5s6c8)

− sh7ch9ch10s5c6 − 2𝑥2𝑥14
)︀
𝜕14 + 2𝑥2𝜕15,

𝐾3 = 2𝑥1𝑥3𝜕1 + 2𝑥2𝑥3𝜕𝑥2
+
(︀
−𝑥21 − 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24

)︀
𝜕3 + 2𝑥3𝑥4𝜕4
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− 2th6(𝑥1s5 + 𝑥2c5)𝜕5 − 2(𝑥4t7c6 − 𝑥1c5 + 𝑥2s5)𝜕6

+ 2𝑥4s6𝜕7 +

(︂
𝑥1s5 + 𝑥2c5

ch6
− 2

𝑥4t9c6c8
c7

)︂
𝜕8

+ 2
s8c6𝑥4
c7

𝜕9 − 2
c6c8𝑥4
c7c9

𝜕10 − (ch7s6 + 2𝑥3𝑥11)𝜕11

− (ch9c6s8 + 2𝑥3𝑥12 + sh7sh9s6)𝜕12

+
(︀
ch10c6c8 − sh9sh10c6s8 − sh7ch9sh10s6

− 2𝑥3𝑥13
)︀
𝜕13 +

(︀
ch10c6c8 − sh9ch10c6s8

− sh7ch9ch10s6 − 2𝑥3𝑥14
)︀
𝜕14 + 2𝑥3𝜕15,

𝐾4 = −2𝑥1𝑥4𝜕1 − 2𝑥2𝑥4𝜕𝑥2
− 2𝑥4𝑥3𝜕3 −

(︀
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24

)︀
𝜕4

+ 2
t7(𝑥1s5 + 𝑥2c5)

ch6
𝜕5 + 2t7(𝑥1s6c5 − 𝑥2s6s5 + 𝑥3c6)𝜕6

− 2(𝑥2c6s5 − 𝑥1c6c5 + 𝑥3s6)𝜕7

+ 2

(︂
t9
c7
(𝑥2s5s6c8 − 𝑥1s6c5c8 − 𝑥3c6c8 − 𝑥1s5s8

− 𝑥2s8c5)− th6t7(𝑥1s5 + 𝑥2c5)

)︂
𝜕8

− 2

c7
(𝑥2 − s5s6s8 + 𝑥1c5s6s8 + 𝑥3c6s8 − 𝑥1s5c8

− 𝑥2c5c8)𝜕9 +
2

c7c9
(𝑥1c5s6c8 − 𝑥2s5s6c8 + 𝑥3c6c8

+ 𝑥1s5s8 + 𝑥2c5s8)𝜕10 + (2𝑥4𝑥11 + sh7)𝜕11

+ (2𝑥4𝑥12 + ch7sh9)𝜕12 + (2𝑥4𝑥13 + ch7ch9sh10)𝜕13

+ (2𝑥4𝑥14 + ch7ch9ch10)𝜕14 − 2𝑥4𝜕15,

𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + 𝑥3𝜕3 + 𝑥4𝜕4 − 𝑥11𝜕11 − 𝑥12𝜕12 − 𝑥13𝜕13
− 𝑥14𝜕14 + 𝜕15.

Алгебри де Сiттера. Розглянемо групи де Сiттера SO(4, 1) та
SO(3,2), якi є групами перетворень iзометрiї псевдоевклiдових просторiв
з метричними формами 𝑥21+𝑥22+𝑥23−𝑥24+𝑥25 та 𝑥21+𝑥22+𝑥23−𝑥24−𝑥25 вiдповiд-
но. Вони є групами руху 4-вимiрних рiманових просторiв сталої кривизни
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(простори де Сiттера). Обидва простори де Сiттера описують всесвiт, що
розширюється, де радiальнi швидкостi галактик пропорцiйнi вiдстаням до
точок простору. Для алгебр де Сiттера можна використати iзоморфiзми
c(3, 0) ∼ so(4, 1) та c(2, 1) ∼ so(3, 2) з конформними комутацiйними спiв-
вiдношеннями (1.31)–(1.36) для метричних тензорiв 𝑔11 = 𝑔22 = 𝑔33 = 1

та 𝑔11 = 𝑔22 = −𝑔33 = 1 вiдповiдно. Побудувавши породжуючi реалiзацiї
алгебраїчним методом з комплементарною частиною {𝑃𝜇, 𝐽𝜇𝜈, 𝐾𝜇, 𝐷}, за-
писаною у лекскографiчому порядку, отримаємо двi наступнi реалiзацiї.
Зауважимо, що для обох алгебр де Сiттера можна побудувати спiльну
реалiзацiю, параметризувавши структурнi сталi параметром, що змiнює
знак у структурному тензорi, але це суттєво ускладнює обчислення та
вигляд реалiзацiй.
𝑅породжуюча(c(3, 0)) :

𝑃1 = 𝜕1, 𝑃2 = 𝜕2, 𝑃3 = 𝜕3, 𝐽12 = 𝑥2𝜕1 − 𝑥1𝜕2 + 𝜕4,

𝐽13 = 𝑥3𝜕1 − 𝑥1𝜕3 − th5s4𝜕4 + c4𝜕5 +
s4
ch5

𝜕6,

𝐽23 = 𝑥3𝜕2 − 𝑥2𝜕3 − th5c4𝜕4 − s4𝜕5 +
c4
ch5

𝜕6,

𝐾1 =
(︀
𝑥21 − 𝑥22 − 𝑥23

)︀
𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2 + 2𝑥1𝑥3𝜕3

+ 2(𝑥3s4th5 − 𝑥2)𝜕4 − 2𝑥3c4𝜕5 − 2
𝑥3s4
ch5

𝜕6

+ (c4c5 − 2𝑥1𝑥7)𝜕7 + (s4ch6 − c4sh5sh6 − 2𝑥1𝑥8)𝜕8

+ (c4s5c6 + s4s6 − 2𝑥1𝑥9)𝜕9 + 2𝑥1𝜕10,

𝐾2 = 2𝑥1𝑥2𝜕1 +
(︀
𝑥22 − 𝑥21 − 𝑥23

)︀
𝜕2 + 2𝑥2𝑥3𝜕3

+ 2(𝑥1 + 𝑥3c4th5)𝜕4 + 2𝑥3s4𝜕5 − 2
𝑥3c4
ch5

𝜕6

− (s4c5 + 2𝑥2𝑥7)𝜕7 + (s4s5s6 + c4c6 − 2𝑥8𝑥2)𝜕8

+ (c4s6 − s4s5c6 − 2𝑥2𝑥9)𝜕9 + 2𝑥2𝜕10,

𝐾3 = 2𝑥1𝑥3𝜕1 + 2𝑥2𝑥3𝜕2 +
(︀
𝑥23 − 𝑥21 − 𝑥22

)︀
𝜕3

− 2(𝑥1s4 + 𝑥2c4)th5𝜕4 + 2(𝑥1c4 − 𝑥2s4)𝜕5
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+ 2
𝑥1s4 + 𝑥2c4

ch5
𝜕6 − (s5 + 2𝑥3𝑥7)𝜕7

− (c5s6 + 2𝑥8𝑥3)𝜕8 + (c5c6 − 2𝑥9𝑥3)𝜕9 + 2𝑥3𝜕10,

𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + 𝑥3𝜕3 − 𝑥7𝜕7 − 𝑥8𝜕8 − 𝑥9𝜕9 + 𝜕10.

𝑅породжуюча(c(2, 1)) :

𝑃1 = 𝜕1, 𝑃2 = 𝜕2, 𝑃3 = 𝜕3, 𝐽12 = 𝑥2𝜕1 − 𝑥1𝜕2 + 𝜕4,

𝐽13 = −𝑥3𝜕1 − 𝑥1𝜕3 + s4t5𝜕4 + c4𝜕5 +
s4
c5
𝜕6,

𝐽23 = −𝑥3𝜕2 − 𝑥2𝜕3 + c4t5𝜕4 − s4𝜕5 +
c4
c5
𝜕6,

𝐾1 =
(︀
𝑥21 − 𝑥22 + 𝑥23

)︀
𝜕1 + 2𝑥1𝑥2𝜕2 + 2𝑥1𝑥3𝜕3

− 2(𝑥2 + 𝑥3s4t5)𝜕4 − 2𝑥3c4𝜕5 − 2
𝑥3s4
c5

𝜕6

+ (c4ch5 − 2𝑥1𝑥7)𝜕7 + (s4ch6 + c4sh5sh6 − 2𝑥1𝑥8)𝜕8

+ (s4sh6 + c4sh5ch6 − 2𝑥1𝑥9)𝜕9 + 2𝑥1𝜕10,

𝐾2 = 2𝑥1𝑥2𝜕1 +
(︀
𝑥22 + 𝑥23 − 𝑥21

)︀
𝜕2 + 2𝑥2𝑥3𝜕3

− 2(𝑥3c4t5 − 𝑥1)𝜕4 + 2𝑥3s4𝜕5 − 2
𝑥3c4
c5

𝜕6

− (2𝑥2𝑥7 + s4ch5)𝜕7 + (c4ch6 − s4sh5sh6 − 2𝑥2𝑥8)𝜕8

+ (c4sh6 − s4sh5ch6 − 2𝑥2𝑥9)𝜕9 + 2𝑥2𝜕10,

𝐾3 = −2𝑥1𝑥3𝜕1 − 2𝑥2𝑥3𝜕2 −
(︀
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23

)︀
𝜕3

+ 2(t5(𝑥1s4 + 𝑥2c4)𝜕4 + 2(𝑥1c4 − 𝑥2s4)𝜕5

+ 2
𝑥1s4 + 𝑥2c4

c5
𝜕6 + (2𝑥3𝑥7 + sh5)𝜕7

+ (ch5sh6 + 2𝑥3𝑥8)𝜕8 + (ch5ch6 + 2𝑥3𝑥9)𝜕9 − 2𝑥3𝜕10,

𝐷 = 𝑥1𝜕1 + 𝑥2𝜕2 + 𝑥3𝜕3 − 𝑥7𝜕7 − 𝑥8𝜕8 − 𝑥9𝜕9 + 𝜕10.

Звя’зок з алгеброю Пуанкаре. Класична десятивимiрна алгебра
Пуанкаре p(1, 3) породжується операторами {𝑃𝜇, 𝐽𝜇𝜈} з комутацiйними
спiввiдношеннями (1.31) та (1.32). Розширивши цей набiр комутацiйних
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спiввiдношень наступними

[𝑃𝜈, 𝑃𝜇] = 𝜏𝐽𝜇𝜈, 𝜏 ∈ R (1.38)

отримаємо добре визначену 10-вимiрну алгебру Лi, яка є деформацiєю
p𝜏(1, 3) алгебри p(1, 3) до обох алгебр де Сiттера одночасно. Насправ-
дi, для 𝜏 = 0 p𝜏(1, 3) спiвпадає з алгеброю Пуанкаре, для 𝜏 ≥ 0 —
p𝜏(1, 3) ∼ so(4, 1), а для 𝜏 ≤ 0 — p𝜏(1, 3) ∼ so(3, 2). Таким чином,
можна побудувати унiверсальну реалiзацiю обох алгебр де Сiттера та ал-
гебри Пуанкаре, використовуючи структурнi сталi деформованої алгеб-
ри (1.31), (1.32) та (1.38). Зворотнiй зв’язок мiж алгебрами де Сiттера та
Пуанкаре задається стандартною контракцiєю Iньоню–Вiгнера вiдносно
шестивимiрної пiдалгебри so(3, 1).

Побудованi реалiзацiї можна використати для знаходження диферен-
цiальних iнварiантiв та вiдповiдних iнварiантних рiвнянь.

1.9. Диференцiальнi iнварiанти
та iнварiантнi рiвняння

Задача опису диференцiальних рiвнянь чи систем диференцiальних рiв-
нянь, iнварiантних вiдносно деякої групи або алгебри Лi, еквiвалентна
знаходженню диференцiальних iнварiантiв вiдповiдного порядку, оскiль-
ки саме довiльна функцiя вiд таких iнварiантiв (регулярних та сингуляр-
них) задає iнварiантне диференцiальне рiвняння. Теорiю диференцiаль-
них iнварiантiв груп та алгебр Лi започатковано у класичних працях Лi,
Тресса i Картана [138, 139] та розвинено у роботах Овсяннiкова, Олвера
i Фелса [36, 37, 120, 123]. Диференцiальнi iнварiанти широко дослiджува-
лись для вiдомих реалiзацiй алгебр лi важливих з точки зору фiзичних
застосувань, наприклад: для алгебри Пуанкаре [6], для алгебри Галiлея
та конформної алгебри [147], для групи поворотiв та її розширень [40].
Для означення та обчислення диференцiальних iнварiантiв суттєвим є
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розподiл змiнних на множини залежних та незалежних змiнних. У цьо-
му параграфi дослiджуються задачi в яких є двi залежнi змiннi 𝑥, 𝑦 та
одна незалежна змiнна 𝑡. Введемо необхiднi означення та сформулюємо
твердження.

Розглянемо 𝑛-вимiрну алгебру Лi g векторних полiв на многовидi 𝑀
розмiрностi три з базисними операторами

𝑒𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑡 + 𝜂𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝜁𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑦, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.39)

Продовжену алгебру pr(𝑘)g утворюють диференцiальнi оператори першо-
го порядку, що дiють на просторi струменiв 𝑀𝑘

𝑒
(𝑘)
𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑡 + 𝜂𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝜁𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 +

+
𝑘∑︁

𝑙=1

(︀
𝜂𝑙𝑖(𝑡, 𝑥(𝑙), 𝑦(𝑙))𝜕𝑥(𝑙) + 𝜁 𝑙𝑖(𝑡, 𝑥(𝑙), 𝑦(𝑙))𝜕𝑦(𝑙)

)︀
. (1.40)

Тут i надалi 𝑘 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, символи 𝑥(𝑙) та 𝑦(𝑙) позначають набори
(𝑥, 𝑥′, . . . , 𝑥(𝑙)) та (𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑙)) iз залежних змiнних 𝑥, 𝑦 та їх похiдних
по 𝑡 порядкiв не вище за 𝑙. У випадку однiєї незалежної та двох залежних
змiнних розмiрнiсть простору струменiв порядку 𝑘 дорiвнює 2𝑘 + 3.

Означення 1.35 ( [123]). Диференцiальним iнварiантом порядку 𝑘 ал-
гебри Лi g називають гладку функцiю

𝐼 = 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘)) : R(2𝑘+3) → R,

таку, що 𝑒(𝑘)𝑖 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) = 0.

З означення безпосередньо випливає, що будь-який диференцiальний
iнварiант порядку 𝑙 є диференцiальним iнварiантом порядку 𝑘, якщо 𝑙 ≤
𝑘.

Розглянемо матрицi 𝑃𝑘 утворенi коефiцiєнтами 𝑘-продовжених опера-
торiв

(𝑃𝑘)𝑖 = (𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜂
1
𝑖 , . . . , 𝜂

𝑘
𝑖 , 𝜁𝑖, 𝜁

1
𝑖 , . . . , 𝜁

𝑘
𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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Позначимо їх ранги 𝑟𝑘 = rank(𝑃𝑘), для зручностi позначимо через 𝑟0 —
ранг матрицi початкової реалiзацiї. Послiдовнiсть {𝑟𝑘}, 𝑘 ∈ 0, 1, . . . , —
неспадна, обмежена значенням 𝑛 та досягає його, тому iснує число

𝜈 := min{𝑘 ∈ N | 𝑟𝑘 = 𝑛}

та мають мiсце спiввiдношення 𝑟𝜈 = 𝑟𝜈+1 = · · · = 𝑟.
Кiлькiсть функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв

порядку 𝑘 алгебри g обчислюється за формулою

𝑑𝑘 = 2𝑘 + 3− 𝑟𝑘.

Усi диференцiальнi iнварiанти заданого порядку можна отримати за
допомогою скiнченної кiлькостi визначених операцiй з певного мiнiмаль-
ного набору диференцiальних iнварiантiв. Розглянемо, як це можна реа-
лiзувати у загальному випадку.

Означення 1.36 ( [123]). Унiверсальним диференцiальним iнварiантом
порядку 𝑘 алгебри g називається максимальний набiр I𝑘 функцiональ-
но незалежних диференцiальних iнварiантiв порядку не вище 𝑘 (тобто
iнварiантiв продовженої алгебри pr(𝑘)g).

Оскiльки будь-який диференцiальний iнварiант 𝐼 порядку 𝑘 з необ-
хiднiстю є диференцiальним оператором порядку 𝑛 + 𝑙, 𝑙 ≥ 0 цiєї ж ал-
гебри, то унiверсальний диференцiальний iнварiант I𝑛+𝑙 можна отримати
доповненням унiверсального диференцiального iнварiанта I𝑘 диференцi-
альними iнварiантами вищих порядкiв.

Означення 1.37 ( [123]). Диференцiальний оператор 𝛿 на нескiнченно
продовженому просторi потокiв 𝑀 (∞) називається оператором iнварiан-
тного диференцiювання алгебри g, якщо для будь-кого диференцiального
iнварiанта 𝐼 алгебри g функцiя 𝛿𝐼 також є диференцiальним iнварiантом
вiдповiдного продовження g.

Будь-який оператор 𝛿, що комутує з усiма формально нескiнченно про-
довженими базисними елементами 𝑒∞𝑖 алгебри Лi, є оператором iнварiан-
тного диференцiювання.
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Для кожної алгебри Лi g iснує скiнченний базис диференцiальних iн-
варiантiв, тобто скiнченний набiр функцiонально незалежних диферен-
цiальних iнварiантiв такий, що будь-який диференцiальний iнварiант g

можна отримати з нього за допомогою скiнченної кiлькостi функцiональ-
них операцiй та операцiй iнварiантного диференцiювання. Базис дифе-
ренцiальних iнварiантiв групи 𝐺 завжди мiститься в унiверсальному ди-
ференцiальному iнварiантi I𝜈+1.

Наслiдок 1.38. Для повного опису усiх диференцiальних iнварiантiв
фiксованої реалiзацiї алгебри Лi досить обрати множини залежних i
незалежних змiнних, побудувати функцiональний базис диференцiаль-
них iнварiантiв та оператори iнварiантного диференцiювання.

Конструктивна процедура побудови операторiв iнварiантного дифе-
ренцiювання виводиться безпосередньо з умови їх комутування з фор-
мально нескiнченно продовженими елементами алгебри. А саме, шукаємо
оператор iнварiантного диференцiювання як оператор повного диферен-
цiювання 𝐷𝑡 з додатковим множником 𝜆, що залежить вiд 𝑡, 𝑥(𝜈) та 𝑦(𝜈):
𝑋 = 𝜆(𝑡, 𝑥(𝜈), 𝑦(𝜈))𝐷𝑡, де 𝜆 : 𝑀 (𝜈) → R. Функцiя 𝜆 неявно визначається
рiвнянням 𝜙(𝑡, 𝑥(𝜈), 𝑦(𝜈), 𝜆) = 0, де 𝜙 задовольняє умову

(𝑒
(𝜈)
𝑖 + (𝜆𝐷𝑥)𝜉𝑖𝜕𝜆)𝜙 = 0.

Повний опис множини диференцiальних iнварiантiв дозволяє описа-
ти ‘регулярну’ частину диференцiальних рiвнянь чи систем диференцi-
альних рiвнянь iнварiантних вiдносно алгебри g, як довiльнi функцiї вiд
диференцiальних iнварiантiв. ‘Сингулярна’ частина iнварiантних рiвнянь
може бути записана для тих порядкiв похiдних 𝑘, коли матриця 𝑃𝑘 має
розмiрнiсть 𝑛×𝑛, за такої умови, iнварiантнi рiвняння набувають вигляду
визначникiв Лi, а саме det(𝑃𝑘) = 0.

При дослiдженнi iнварiантних систем двох звичайних диференцiаль-
них рiвнянь другого порядку, зокрема систем ньютонiвського типу, вини-
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кає питання про можливiсть запису такої системи у нормальнiй формi

�̈� = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�),

𝑦 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�).
(1.41)

Аналiзуючи диференцiальнi iнварiанти можна сформулювати крите-
рiй iснування iнварiантних систем вигляду (1.41) для заданої алгебри Лi.

Твердження 1.39. Алгебра Лi векторних полiв допускається нормаль-
ною регулярною системою типу (1.41) тодi i тiльки тодi, коли 𝑟1 = 𝑟2.

Доведення. Нехай для алгебри Лi g виконується рiвнiсть 𝑟1 = 𝑟2. Тодi,
оскiльки 𝑑2−𝑑1 = 2, то унiверсальний диференцiальний iнварiант другого
порядку 𝐼2 мiстить рiвно два диференцiальнi iнварiанти 𝐼(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�, �̈�, 𝑦)
та 𝐼(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�, �̈�, 𝑦), якi явно залежать вiд других похiдних. Iншими сло-
вами 𝐼2 = {𝐼1, 𝐼, 𝐼} та для функцiональної незалежностi вищевказаного
набору має виконуватися наступна умова

det

(︃
𝐼 ′�̈� 𝐼 ′�̈�
𝐼 ′𝑦 𝐼 ′𝑦

)︃
̸= 0. (1.42)

Помiтимо, що регулярна система другого порядку, iнварiантна вiдносно
даної алгебри Лi, запишеться у виглядi

𝐹 (𝐼1, 𝐼, 𝐼) = 0, 𝐺(𝐼1, 𝐼, 𝐼) = 0.

Умова (1.42) гарантує, що система локально може бути розв’язана вiд-
носно змiнних �̈� та 𝑦

�̈� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�), 𝑦 = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�),

що доводить достатнiсть.
Навпаки, нехай регулярна система, iнварiантна вiдносно алгебри Лi g,

має вигляд (1.41), тодi функцiї 𝐼 = �̈�−𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�) i 𝐼 = 𝑦−𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, �̇�, �̇�)
є диференцiальними iнварiантами другого порядку, причому видно, що
для цих iнварiантiв виконується умова (1.42). Так, 𝑑2 − 𝑑1 = 2 та, беру-
чи до уваги, що у випадку двох залежних та однiєї незалежної змiнних
𝑑2 − 𝑑1 = (2 + 𝑟1 − 𝑟2), отримуємо 𝑟1 = 𝑟2, що i треба було довести.
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Алгебра Галiлея найменшої розмiрностi. Класична редукова-
на алгебра Галiлея AḠ1(1) одновимiрного простору породжується опе-
раторами 𝑃 , 𝐺 та 𝑇 з єдиним ненульовим комутацiйним спiввiдношен-
ням [𝐺, 𝑇 ] = 𝑃 . Для побудови диференцiальних iнварiантiв, i, вiдповiд-
но, iнварiантних диференцiальних рiвнянь необхiдно знайти реалiзацiї
AḠ1(1). Ця алгебра Галiлея є алгеброю найменшої розмiрностi, а саме
три, вона iзоморфна алгебрi Лi 𝐴3.1 з добутком [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1. Усi її точнi
нееквiвалентнi реалiзацiї було побудовано прямим методом у роботi [128]
та доповнено неточними реалiзацiями у роботi [115], повний перелiк пiд-
алгебр та вiдповiдних їм реалiзацiй наведено у параграфi 1.6.

Використовуючи контракцiї (див. рис. 1.3) знайденi у [108], побудуємо
деформацiї алгебри Галiлея AḠ1(1) ∼= 𝐴3.1.

Рис. 1.3. Контракцiї тривимiрних алгебр Лi над полем дiйсних чисел [108].

Алгебра AḠ1(1) належить до замикання орбiт усiх тривимiрних ал-
гебр за винятком алгебри Лi 𝐴3.3 та абелевої алгебри 3𝐴1. Явний ви-
гляд комутацiйних спiввiдношень деформованих алгебр отримується дiєю
матрицi контракцiї на структурнi сталi. Наприклад, контракцiя Iньоню–
Вiгнера з алгебри 𝐴𝛼

3.4 до алгебри 𝐴3.1 реалiзується матрицею контракцiї(︁
𝑞(1−𝛼) 0 0

0 1 0
0 0 𝑞

)︁
, де 𝑞 — параметр контракцiї. Пряме застосування цiєї матри-

цi дозволяє побудувати деформовану алгебру Лi AḠ𝑞
1(1) = ⟨𝑃, 𝐺, 𝑇 ⟩ з

новими 𝑞-параметризованими комутацiйними спiввiдношеннями [·, ·]𝑞

[𝑃, 𝑇 ]𝑞 = 𝑞𝑃, [𝐺, 𝑇 ]𝑞 = 𝑃 + 𝛼𝑞𝐺, 𝑞 ∈ R.
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Зауважимо, що для 𝑞 = 0 деформована алгебра AḠ
𝑞
1(1) спiвпадає ви-

хiдною алгеброю AḠ1(1), а для 𝛼 = −1 та 𝑞 ̸= 0 AḠ
𝑞
1(1) iзоморфна

найменшiй алгебрi Пуанкаре p(1, 1) = ⟨𝑃0, 𝑃1, 𝐽01⟩.
Аналогiчно будуємо усi можливi деформацiї редукованої класичної ал-

гебри Галiлея AḠ1(1).
sl(2,R)→ 𝐴3.1 породжує деформацiю 𝐴�̄�𝑞1

1 (1) з добутком [·, ·]𝑞1:

[𝑃,𝐺]𝑞1 = −2𝑞1𝐺, [𝑃, 𝑇 ]𝑞1 = 2𝑞1𝑇, [𝐺, 𝑇 ]𝑞1 = 𝑃, 𝑞1 ∈ R.

𝑠𝑜(3)→ 𝐴3.1 породжує деформацiю 𝐴�̄�𝑞2
1 (1) з добутком [·, ·]𝑞2:

[𝑃,𝐺]𝑞2 = 𝑞22𝑇, [𝑃, 𝑇 ]𝑞2 = −𝑞22𝐺, [𝐺, 𝑇 ]𝑞2 = 𝑃, 𝑞2 ∈ R.

𝐴2.1 ⊕ 𝐴1 → 𝐴3.1 породжує деформацiю AḠ
𝑞3
1 (1) з добутком [·, ·]𝑞3:

[𝑃,𝐺]𝑞3 = 𝑞3𝑃, [𝐺, 𝑇 ]𝑞3 = 𝑃, 𝑞3 ∈ R.

𝐴3.2 → 𝐴3.1 породжує деформацiю 𝐴�̄�𝑞4
1 (1) з добутком [·, ·]𝑞4:

[𝑃, 𝑇 ]𝑞4 = 𝑞4𝑃, [𝐺, 𝑇 ]𝑞4 = 𝑃 + 𝑞4𝐺, 𝑞4 ∈ R.

𝐴𝑏
3.5 → 𝐴3.1 породжує деформацiю AḠ

𝑞5
1 (1) з добутком [·, ·]𝑞5:

[𝑃, 𝑇 ]𝑞5 = 𝑞5𝑏𝑃 − 𝑞25𝐺, [𝐺, 𝑇 ]𝑞5 = 𝑃 + 𝑞5𝑏𝐺, 𝑞5 ∈ R.

Використовуючи алгебраїчний метод (див. параграф 1.4), побудуємо
породжуючi реалiзацiї усiх деформованих алгебр Галiлея AḠ1(1), отри-
манi реалiзацiї маркуються параметрами деформацiї 𝑞, 𝑞1, . . . , 𝑞5.

AḠ
𝑞
1(1) : 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝑇 = (𝑞𝑥1+𝑥2) 𝜕1+𝛼𝑞𝑥2𝜕2+𝜕3,

AḠ
𝑞1
1 (1) : 𝑃 = 2𝑞1𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑞1𝑥

2
1𝜕1+𝑥1𝜕2+𝑒

2𝑞1𝑥2𝜕3,

AḠ
𝑞2
1 (1) : 𝑃 = −𝑞2 cos(𝑞2𝑥1) tg(𝑞2𝑥2)𝜕1+𝑞2 sin(𝑞2𝑥1)𝜕2+cos 𝑞2𝑥1

cos 𝑞2𝑥2
𝜕3,

𝐺 = sin(𝑞2𝑥1) tg(𝑞2𝑥2)𝜕1+cos(𝑞2𝑥1)𝜕2− sin 𝑞2𝑥1

𝑞2 cos 𝑞2𝑥2
𝜕3, 𝑇 = 𝜕1,

AḠ
𝑞3
1 (1) : 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = (𝑞3𝑥1−𝑥2) 𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 𝜕2,

AḠ
𝑞4
1 (1) : 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝑇 = (𝑞4𝑥1+𝑥2) 𝜕1+𝑞4𝑥2𝜕2+𝜕3,

AḠ
𝑞5
1 (1) : 𝑃 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝑇 = (𝑏𝑞5𝑥1+𝑥2) 𝜕1+𝑞5 (𝑏𝑥2−𝑞5𝑥1) 𝜕2+𝜕3.
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Знайдемо базиси диференцiальних iнварiантiв та оператори iнварiан-
тного диференцiювання для деформованих алгебр Галiлея. Вважаємо, що
змiннi {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} мiстять одну незалежну 𝑡 та двi залежнi змiннi {𝑢1, 𝑢2}.
Оскiльки розглядаються породжуючi реалiзацiї, то в усiх випадках ранг
реалiзацiї 𝑟0 спiвпадає з розмiрнiстю алгебри, звiдки випливає, що немає
диференцiальних iнварiантiв нульового порядку (крiм визначникiв Лi),
а базис диференцiальних iнварiантiв може бути обраний як унiверсаль-
ний iнварiант I1 першого порядку. Оператори iнварiантного диференцiю-
вання знаходимо у виглядi 𝐷 = 𝜆(𝑡, 𝑢1, 𝑢2, �̇�1, �̇�2)

d
d𝑡 , в свою чергу, неявний

вигляд коефiцiєнта 𝜆, а саме 𝜙(𝑡, 𝑢1, 𝑢2, �̇�1, �̇�2, 𝜆), є iнварiантом розширен-
ня векторних полiв 𝑃 , 𝑇 та 𝐺. Для даної задачi розширення 𝑒 векторного
поля

𝑒 = 𝜉(𝑡, 𝑢1, 𝑢2)𝜕𝑡 + 𝜂1(𝑡, 𝑢1, 𝑢2)𝜕𝑢1
+ 𝜂2(𝑡, 𝑢1, 𝑢2)𝜕𝑢2

має вигляд

𝑒 = 𝜆(𝑡, 𝑢1, 𝑢2, �̇�1, �̇�2)
d

d𝑡
𝜉(𝑡, 𝑢1, 𝑢2)𝜕𝜆 + 𝜉𝜕𝑡 + 𝜂1𝜕𝑢1

+ 𝜂2𝜕𝑢2
.

Сингулярнi iнварiанти виписуються з умов виродження рангу продов-
жених реалiзацiй, для даної задачi застосовуємо метод мiнорiв. Наступна
таблиця мiстить базис диференцiальних iнварiантiв, оператори iнварiан-
тного диференцiювання (𝐷) та сингулярнi iнварiанти у формi визначни-
кiв Лi (якi позначено 𝐿).

Алгебра Базис диференцiальних iнварiантiв 𝐷 𝐿

AḠ
𝑞
1(1)

(𝛼−1)𝑞−�̇�1

(𝛼−1)2𝑞2−�̇�2
, (𝛼−1)𝑞�̇�2e(𝛼−1)𝑞𝑢2

�̇�1
e(𝑞+�̇�1)𝑢2 d

d𝑡
𝑡𝑢1𝑢2

AḠ
𝑞1
1 (1) �̇�1e

2𝑞1𝑢1−𝑢2, 𝑞1𝑢22+e2𝑞1𝑢1(�̇�2−2𝑞1�̇�1𝑢2) e2𝑞1𝑢1 d
d𝑡

e2𝑞1𝑢1

AḠ
𝑞2
1 (1)

1
𝑞22
arctg( �̇�1

cos(𝑞2𝑢1)
)− 𝑢2, 𝑞2�̇�2+sin(𝑞2𝑢1)

𝑞2
√

�̇�2
1+cos2(𝑞2𝑢1)

d
d𝑡

−1
cos(𝑞1𝑢2)

AḠ
𝑞3
1 (1)

𝑞3�̇�2

�̇�1
, (𝑞3−�̇�1)e−𝑞3𝑢2

𝑞3�̇�1
e𝑞3𝑢2 d

d𝑡
−1

AḠ
𝑞4
1 (1)

2𝑢2�̇�1−1
�̇�1

, �̇�2
2e

2𝑞4𝑢2

�̇�1
e𝑞4𝑢2 d

d𝑡
1

AḠ
𝑞5
1 (1) −𝛾𝑢2 + 2𝑓(�̇�1), (�̇�1+�̇�2+𝑏𝑞+𝑞2)e

− (𝑏𝑞+𝑞2)𝑓(�̇�1)
𝛾√

−𝑏𝑞+(𝑏𝑞+𝑞2)�̇�1+�̇�2
1

e𝑏𝑞5𝑢2 d
d𝑡

1
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У вищенаведенiй таблицi

𝑓(�̇�1)=arcth
2�̇�1+𝑏𝑞+𝑞

2

𝛾
та 𝛾=

√︀
4𝑏𝑞+(𝑏𝑞+𝑞2)2.

Незважаючи на низьку розмiрнiсть алгебри Галiлея 𝐴�̄�1(1) та її де-
формацiй, ряд вiдомих диференцiальних рiвнянь iнварiантнi вiдносно
них. Наприклад, вiдносно алгебри AḠ

𝑞
(1) iнварiантне рiвняння Кавахари

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑡𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑡
5𝜌+2

3 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.

Узагальнене рiвняння Кортевега–де Фрiза

𝑢𝑡 = 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑛 ̸= 0, 1, 𝜀 ̸= 0

задовольняє алгебрi cиметрiї

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢⟩,

яка iзоморфна 𝐴1/3
3.4 та еквiвалентна породжуючiй реалiзацiї деформова-

ної алгебри Галiлея AḠ
𝑞
1(1) для 𝑞 = 1 та 𝛼 = 1

3 .
Рiвняння Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку, з коефiцiєнтом залеж-

ним вiд часу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑡𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝜌 ̸= 0

також має алгебру симетрiї, що iзоморфна 𝐴
𝜌−4
𝜌+1

3.4

⟨𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 5𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4)𝑢𝜕𝑢⟩.

Цi оператори еквiвалентнi породжуючiй реалiзацiї деформованої алгебри
Галiлея AḠ

𝑞
1(1) для 𝑞 = 1 та 𝛼 = 𝜌−4

𝜌+1 .
Класичне рiвняння Кавахари, яке, зокрема, описує довгi хвилi в не-

глибокiй рiдинi пiд кригою при стисненнi,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝜆𝜀 ̸= 0,

має максимальну алгебру симетрiї

⟨𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡⟩,
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що iзоморфна алгебрi Галiлея AḠ1(1) з реалiзацiєю 𝑅h0, при умовi замiни
змiнної 𝑥3 ↦→ −𝑥3.

Ще одним прикладом є рiвняння реакцiї-дифузiй з довiльними стали-
ми 𝑛 та 𝑚, такими, що 𝑛𝜀 ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 1:

𝑢𝑡 = (𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + 𝜀𝑢𝑚.

При (𝑛,𝑚) ̸= (−4/3,−1/3) це рiвняння має тривимiрну алгебру симетрiї

𝑒1 = 𝜕𝑡, 𝑒2 = 𝜕𝑥, 𝑒3 = 2(1−𝑚)𝑡𝜕𝑡 + (1−𝑚+ 𝑛)𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢,

яка перетворенням iзоморфiзму 𝑒3 = 1
2(1−𝑚)𝑒3 зводиться до алгебри Лi

𝐴
1−𝑚+𝑛
2(1−𝑚)

3.4 , тобто рiвняння реакцiї-дифузiї iнварiантне вiдносно деформова-
ної алгебри Галiлея AḠ

𝑞
1(1) для параметра деформацiї 𝑞 = 1−𝑚+𝑛

2(1−𝑚) , а опе-

ратори еквiвалентнi породжуючiй реалiзацiї алгебри AḠ
𝑞= 1−𝑚+𝑛

2(1−𝑚)

1 (1).
Розглянемо узагальнену систему Єрмакова

�̈� =
1

𝑥3
𝐹
(︁𝑦
𝑥

)︁
, 𝑦 =

1

𝑦3
𝐺
(︁𝑦
𝑥

)︁
.

Для довiльних 𝐹 та 𝐺 її максимальна алгебра iнварiантностi породжу-
ється операторами

𝑒1 = 𝜕𝑡, 𝑒2 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦, 𝑒3 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝑡𝑦𝜕𝑦,

тому узагальнена система Єрмакова iнварiантна вiдносно простої алгебри
sl(2,R), що належить множинi деформацiй алгебри Галiлея AḠ1(1).

Класична задача Кеплера, що є однiєю з фундаментальних задач кла-
сичної механiки та електростатики, у полярних координатах є системою
другого порядку

𝑟 − 𝑟𝜃2 + 𝜇

𝑟2
= 0, 𝑟𝜃 + 2�̇�𝜃 = 0.

Ця система iнварiантна вiдносно алгебри Лi 𝐴2.1 ⊕ 𝐴1 з базисом

𝑒1 = 𝜕𝑡, 𝑒2 = 𝜕𝜃, 𝑒3 = 𝑡𝜕𝑡 +
2

3
𝑟𝜕𝑟.
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Таким чином, класична задача Кеплера iнварiантна вiдносно деформо-
ваної алгебри Галiлея AḠ

𝑞
1(1).

Крiм опису диференцiальних iнварiантiв найменшої алгебри Галiлея,
в рамках дослiджень диференцiальних iнварiантiв, було отримано вичер-
пний опис систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку, iнварiантних вiдносно дiйсних алгебр Лi розмiрностей не вище чо-
тирьох [1,44]. Для цього було використано реалiзацiї низькорозмiрних ал-
гебр Лi векторними полями у просторi не бiльше трьох змiнних [128]. За-
лежнi та незалежну змiннi було обрано з мiркувань максимального спро-
щення обчислень, проте, при потребi, отриманi системи перетворюються
до систем з iншим набором змiнних за допомогою перетворень годогра-
фа та перенумерацiї. Для вiдокремлення систем диференцiальних рiвнянь
другого порядку, що можуть бути представленi у нормальнiй формi, було
використано твердження 1.41.

Серед повного перелiку iнварiантних систем (див. [1]) мiститься кiлька
вищезгаданих, а також двовимiрна задача з центральною силою

�̈� +

(︂
𝜇

(𝑥2 + 𝑦2)2
− 𝜖
)︂
𝑟 = 0, 𝜇, 𝜖 > 0, 𝑟 = (𝑥, 𝑦),

iнварiантна вiдносно реалiзацiї алгебри Лi sl(2,R)⊕ 𝐴1.
Системи, що вiдповiдають розв’язним алгебрам Лi, можуть бути про-

iнтегрованi у квадратурах, для решти систем їх симетрiї використовують-
ся для пониження порядку рiвнянь.
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Роздiл 2

Майже перiодичнi функцiї, квазiкристали та
деякi їх застосування

Вперше квазiкристали виникли у задачах про замощення площини гео-
метричними фiгурами з певного скiнченного набору. Такi задачi виникли
у 1960-х роках у роботах логiка Ван Хао (домiно Вана) у зв’язку з про-
блемами вибору та прийняття рiшень. Ван Хао звiв такi задачi до задач
про можливiсть покриття площини певними геометричними фiгурами без
пропускiв та перетинiв. А саме, iснування розв’язкiв логiчних задач зво-
дилось до можливостi перiодичного замощення площини певними много-
кутниками.

У 1970-х роках вiдомий фiзик та математик Роджер Пенроуз побуду-
вав приклади неперiодичного покриття (замощення) площини многокут-
никами (плитками) — так званi мозаїки Пенроуза. Жодна зсунута копiя
мозаїки Пенроуза не спiвпадає з оригiналом (не допускає симетрiй зсу-
ву, тобто не перiодична), проте цi мозаїки самоподiбнi (фрактальнi, тобто
тi самi фрагменти зустрiчаються при масштабуваннi всiєї структури) та-
кож мозаїки Пенроуза допускають дзеркальнi вiдображення та повороти
на кут 2𝜋

5 . Двi останнi властивостi мозаїк Пенроуза обґрунтовують до-
слiдження їх зв’язкiв з групами Коксетера та аналогiчними ґратками.

Вперше фiзичнi квазiкристали були вiдкритi Данiелем Шехтманом
у 1982 р. пiд час вивчення швидко замороженого сплаву алюмiнiю та
магнiю, саме цi дослiдження були удостоєнi Нобелiвської премiї у 2011 р.
Вiдкриття квазiкристалiв та необхiднiсть дослiджень явищ пов’язаних
з ними у фiзицi твердого тiла вимагають побудови якiсних та строгих
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математичних моделей квазiкристалiв та розвитку аналiзу функцiй ‘чут-
ливих’ до квазiкристалiв. Теорiя квазiкристалiв є новою, не усталеною
галуззю, яка активно розвивається.

Квазiкристали, квазiкристалiчнi фотоннi кристали, хвильовi експери-
менти Фарадея та ряд iнших фiзичних об’єктiв i явищ демонструють влас-
тивостi майже перiодичностi. Типовим прикладом є потенцiальне поле фi-
зичного квазiкристала. Характерною для квазiкристалiв є структурована
далекосяжна впорядкованiсть, але при цьому вiдсутнiй перiодичний по-
рядок. Таким чином, потенцiал є неперiодичною функцiєю, але належить
до множини майже перiодичних функцiй.

Зазвичай подiбнi структури моделюються за наступною схемою: бере-
мо скiнченну частину об’єкта дослiдження, накладаємо перiодичнi крайо-
вi умови, дискретизуємо i зводимо об’єкт до перiодичного апроксиманта
та застосовуємо звичайну кристалографiю. Незважаючи на те, що подiб-
ний пiдхiд досить успiшно застосовується у багатьох задачах з моделю-
вання, вiн не є цiлком задовiльним, оскiльки майже перiодичний порядок
принципово вiдрiзняється вiд перiодичного порядку i неспiврозмiрнiсть,
що лежить в основi квазiкристалiв проникає в кожну з частин теорiї.

Нашою метою є побудова дискретного аналiзу для майже перiодичних
функцiй, який базується на теоретико-групових методах, скiнченних гру-
пах та дуальних до них. Фур’є-наближення функцiй, обчисленi дискре-
тним методом, також мають бути майже перiодичними та однотипно на-
ближувати цiльовi функцiї на всiх їхнiх областях визначення.

Теорiю майже перiодичних функцiй започаткував Г. Бор [13] i її сут-
тєво було розвинено у роботах А. Безiковича [8], С. Бочнера [10, 11],
Дж. фон Неймана [12], Н. Вiнера [145], Г. Вейля [144] та iнших.

Поява квазiкристалiв призвела до iнтенсивного розвитку теорiї пере-
рiзiв та проєкцiй [58, 92, 94, 135], яка лягла в основу експериментальних
та теоретичних дослiджень пов’язаних з аперiодичними множинами. Да-
ний роздiл дисертацiї присвячено квазiкристалам (як модельним множи-
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нам або множинам побудованим за допомогою перерiзiв та проекцiй),
пов’язаним з ними майже перiодичним функцiям та їх застосуванням.
У другому та третьому роздiлах дисертацiї здебiльшого розглядаються
комплекснi функцiї, проте, отриманi результати можуть застосовуватись
i для дiйсного випадку. Другий роздiл дисертацiї має наступну структуру.

У параграфi 2.1 розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу
функцiй визначених на квазiкристалах та iнших майже перiодичних мно-
жинах. Локальнi функцiї розширено до неперервних функцiй на локаль-
них оболонках, якi, в свою чергу, ототожнено з квадратично iнтегровними
функцiями на торi, де для їх Фур’є-розкладу ефективно застосовано тео-
рiю скiнченних груп та дуальних до них. Зокрема доведено теорему про
iснування єдиної неперервної функцiї на локальнiй оболонцi дискретної
множини для кожної локальної функцiї вiдносно тiєї самої дискретної
множини. Побудовано загальну схему подрiбнення для дискретних мно-
жин отриманих методом перерiзiв та проєкцiй ґраток з цiлими коефiцiєн-
тами та дуальних до них, що дозволяє використати у випадку квазiкри-
сталiв переваги дискретних методiв перiодичних функцiй.

Параграф 2.2 присвячено квазiкристала Фiбоначчi та застосуванню те-
орiї розробленої у параграфi 2.1 до двох аперiодичних тестових функцiй
на ньому. Детально дослiджено двовимiрну схему перерiзiв та проєкцiй,
що породжує одновимiрний квазiкристал Фiбоначчi, у явному виглядi по-
будовано дуальнi ґратки i сiтки та їх проєкцiї на фiзичний простiр квазi-
кристала (точки даних). Отриману дискретизацiю застосовано для кiль-
кох рiзних наближень локальної функцiї ‘вiдстань до найближчої точки
квазiкристала’ та локальної функцiї ‘тип плитки квазiкристала’. Побудо-
вана дискретизацiя є унiверсальною та може бути використана для на-
ближення чи iнтерполяцiї будь-яких локальних функцiй квазiкристала
Фiбоначчi.

У параграфi 2.3 запропоновано застосування розривного у кожнiй точ-
цi вiдображення мiж фiзичним та внутрiшнiм просторами одновимiрних
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квазiкристалiв для шифрування iнформацiї. Розроблено симетричний пе-
реставний метод шифрування, який є стiйким вiдносно обчислень, оскiль-
ки оперує лише цiлими числами. У цьому параграфi наведено властивостi
одновимiрних квазiкристалiв, що дозволяють швидко генерувати однови-
мiрнi квазiкристали за допомогою комп’ютера (без проєкцiй) та описано
множину криптозмiнних. Розроблений метод шифрування застосовано до
кодування растрових зображень та отримано ряд прикладiв.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [95,107,111,125].

2.1. Обчислення майже перiодичних функцiй

2.1.1. Неперервнi функцiї на аперiодичних множинах точок.
Розглянемо дiйсний Евклiдiв простiр R𝑑 скiнченної розмiрностi 𝑑. Для
деякого 𝑟 > 0 позначимо через 𝐷𝑟(R𝑑) усi такi множини точок Λ ⊂ R𝑑,
для яких вiдстань |𝑥−𝑦| ≥ 𝑟 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ Λ. Це означає, що 𝐷𝑟 склада-
ється з усiх дискретних точкових множин з мiнiмальною вiдстанню ≥ 𝑟

мiж їх точками.
Введемо локальну топологiю на 𝐷𝑟(R𝑑) таким чином.
Двi множини Λ1 та Λ2 з 𝐷𝑟(R𝑑) називаються ‘близькими’, якщо для

деякого достатньо великого дiйсного числа 𝑅 та деякого достатньо мало-
го 𝜀, маємо

Λ1 ∩𝐵𝑅 ⊂ Λ2 +𝐵𝜀,

Λ2 ∩𝐵𝑅 ⊂ Λ1 +𝐵𝜀,
(2.1)

де 𝐵𝑅 (вiдповiдно 𝐵𝜀) це окiл радiусу 𝑅 (вiдповiдно 𝜀) з центром у точцi 0.
Таким чином, для кожної точки з Λ1 в околi 𝐵𝑅, iснує точка з Λ2 в межах
вiдстанi 𝜀 вiд цiєї точки i навпаки. Пари (Λ1,Λ2), що задовольняють (2.1)
називаються (𝑅, 𝜀)-близькими.

Означення 2.1. Нехай Λ ∈ 𝐷𝑟(R𝑑). Локальною оболонкою Λ називається

𝑋(Λ) = {𝑡+ Λ: 𝑡 ∈ R𝑑} ⊂ 𝐷𝑟(R𝑑), (2.2)
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точки

точки

Рис. 2.1. Двi множини Λ1 та Λ2 з 𝐷𝑟(R𝑑), якi є близькими.

тобто розглядаємо всi зсуви Λ та їх замикання у локальнiй топологiї.

Використаємо результати Радiна та Вольфа, у їх роботi [129] доведе-
но, що дiя зсуву R𝑑 на Λ пiднiмається до дiї зсуву на 𝑋(Λ). Локальна
оболонка 𝑋(Λ) — компактна множина, а дiя R𝑑 на нiй — неперервна.

Приклад 2.2. Нехай Λ — це ґратка Z𝑑 у R𝑑. Тодi фактор-простiр𝑋(Λ) =

R𝑑/Z𝑑 є 𝑑-вимiрним тором. За допомогою R𝑑 можемо зсувати ґратку в
усiх напрямках, але зсув на елемент з Z𝑑 залишає Λ iнварiантною, таким
чином R𝑑/Z𝑑 параметризує усi рiзнi положення Λ вiдносно зсувiв.

Приклад 2.3. Нехай Λ — це будь-яка з мозаїк Пенроуза. Тодi 𝑋(Λ)

це множина усiх мозаїк Пенроуза, якi локально нерозрiзнюванi вiдносно
деякого зсуву множини Λ. 𝑋(Λ) мiстить суттєво бiльше iнформацiї нiж
просто зсуви Λ, оскiльки насправдi 𝑋(Λ) складається з усiх мозаїк Пен-
роуза, що побудованi з тiєї самої пари ромбiв Пенроуза i з тими самими
орiєнтацiями, що i Λ.

У загальному випадку можна вважати, що 𝑋(Λ) — це певний клас
локальної нерозрiзнюваностi Λ.

Розглянемо функцiю

𝐹 : 𝑋(Λ) −→ C. (2.3)
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Використовуючи її, визначимо функцiю 𝑓 : R𝑑 −→ C таким чином

𝑓(𝑡) = 𝐹 (𝑡+ Λ). (2.4)

Якщо 𝐹 неперервна, то для усiх 𝑡1, 𝑡2 ∈ R𝑑 з того, що

𝑡1 + Λ, 𝑡2 + Λ є близькими

=⇒ 𝐹 (𝑡1 + Λ), 𝐹 (𝑡2 + Λ) є близькими

=⇒ 𝑓(𝑡1), 𝑓(𝑡2) є близькими.

Таким чином, з неперервностi 𝐹 випливає неперервнiсть 𝑓 , а також функ-
цiя 𝑓 є локальною або майже перiодичною вiдносно Λ в сенсi наступного
означення.

Означення 2.4. Функцiя 𝑓 : R𝑑 −→ C називається локальною вiдносно
множини Λ ∈ 𝐷𝑟(R𝑑), або Λ-локальною, якщо ∀𝜀′ > 0 iснують 𝑅 та 𝜀

такi, що коли точки 𝑡1, 𝑡2 ∈ R𝑑 задовольняють умовi, що 𝑡1 + Λ i 𝑡2 + Λ є
(𝑅, 𝜀)-близькими, тодi

|𝑓(𝑡1)− 𝑓(𝑡2)| < 𝜀′.

Вищенаведене означення нестрого можна пояснити таким чином:
функцiя 𝑓 має природну властивiсть з точки зору фiзичних систем, тобто
функцiя має ‘близькi значення’ у точках де їх локальнi околи мають ‘по-
дiбний вигляд’; iнакше кажучи, функцiя ‘вiдчуває’ точки, що належать
квазiкристалу.

Локальнi функцiї є неперервними на R𝑑. Використовуючи локальнiсть,
можемо рухатись у протилежному напрямку. Нехай Λ ∈ 𝐷𝑟(R𝑑) та нехай
𝑓 : R𝑑 → C є локальною вiдносно Λ. Визначимо функцiю

𝐹 : {𝑡+ Λ: 𝑡 ∈ R𝑑} −→ C

(таким чином, що 𝐹 є функцiєю на частинi 𝐷𝑟(R𝑑)), а саме

𝐹 (𝑡+ Λ) = 𝑓(𝑡).
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Тодi у локальнiй топологiї 𝐹 неперервна на {𝑡+Λ: 𝑡 ∈ R𝑑}, насправдi во-
на є рiвномiрно неперервною, оскiльки умова неперервностi, яка визначає
локальнiсть 𝑓 , базується на рiвномiрностi означення локальної топологiї
на {𝑡 + Λ: 𝑡 ∈ R𝑑} (поняття (𝑅, 𝜀)-близькостi). Звiдси випливає, що 𝐹

однозначно пiднiмається до неперервної функцiї (2.3) на локальнiй обо-
лонцi 𝑋(Λ), що дозволяє нам сформулювати твердження.
Твердження 2.5. Для кожної функцiї 𝑓 локальної вiдносно Λ iснує єди-
на неперервна функцiя (2.3) на локальнiй оболонцi, звуження якої до ор-
бiти Λ є функцiя 𝑓 . Кожна неперервна функцiя на локальнiй оболонцi
множини Λ породжується в такий спосiб.

Таким чином, локальнiсть вiдносно Λ та iснування неперервного роз-
ширення (пiдняття) функцiї на 𝑋(Λ) по сутi одне й те ж саме.

У випадку, якщо на 𝑋(Λ) задано R𝑑-iнварiантну ймовiрнiсну мiру 𝜇

(тобто додатну борелiвську мiру 𝜇, таку, що 𝜇(𝑡+𝐴) = 𝜇(𝐴) для усiх боре-
лiвських множин i таку, що 𝜇(𝑋(Λ)) = 1), то дiя R𝑑 на 𝑋(Λ) призводить
до унiтарної дiї 𝑇 простору R𝑑 на 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇).

А саме, для усiх 𝐹 ∈ 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇) та усiх 𝑡 ∈ R𝑑, 𝑇𝑡𝐹 є функцiєю, що
визначається як 𝑇𝑡𝐹 (Γ) = 𝐹 (−𝑡+ Γ).

Зi скалярного добутку

⟨𝐹 | 𝐺⟩ :=
∫︁

𝑋(Λ)

𝐹𝐺d𝜇

маємо

⟨𝑇𝑡𝐹 | 𝑇𝑡𝐺⟩ = ⟨𝐹 | 𝐺⟩.

Отже, в принципi, спектральна теорiя простору 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇) має дозво-
ляти аналiзувати Λ-локальнi функцiї 𝑓 : R𝑑 → C через аналiз вiдповiдних
їм функцiй 𝐹 на 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇).

Але для одного надзвичайно важливого класу пiдмножин Λ можна
провести бiльш детальний аналiз, цей клас множин — квазiкристали, мо-
дельнi множини або множини перерiзiв та проєкцiй, якi будуть розглянутi
у параграфi 2.1.2.
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2.1.2. Локальнi функцiї на модельних множинах. Важливий клас
точкових множин Λ ⊂ R𝑑 для якого добре вивченi локальнi оболон-
ки𝑋(Λ) це клас множин перерiзiв та проєкцiй або, як їх часто називають,
модельних множин [92,94].

Розглянемо деяке вiкно Ω ⊂ R𝑑 та наступну схему перерiзу та проєкцiї

R𝑑 ||←− R𝑑 × R𝑑 ⊥−→ R𝑑

∪ (2.5)

𝐿
1−1←− ̃︀𝐿 щiльний образ−→ 𝐿′

Тут ̃︀𝐿 — це ґратка в R𝑑×R𝑑, яка орiєнтована таким чином, що проєкцiї
ґратки на простори R𝑑 будуть щiльними та взаємно однозначними.

На схемi (2.5) простiр R𝑑 з лiвого боку є фiзичним простором, тобто
простором, якому буде належати Λ. Простiр R𝑑 праворуч є внутрiшнiм
простором, який буде використовуватися для контролю проєкцiї ґрат-
ки ̃︀𝐿 у фiзичний простiр. Образ ̃︀𝐿 пiд дiєю проєкцiї у фiзичний простiр
позначається 𝐿. Оскiльки ця проєкцiя є взаємно однозначною, то 𝐿 ≃ ̃︀𝐿
як групи, тому 𝐿 є вiльною абелевою групою рангу 2𝑑, тобто вона має
Z-базис з 2𝑑 елементiв. Для зручностi використовуватимемо позначення
�̃�, 𝑥, 𝑥′ для елементiв з ̃︀𝐿 та їх вiдповiдних лiвих та правих проєкцiй. Тодi
�̃� = (𝑥, 𝑥′), де 𝑥 пробiгає 𝐿.

Це передбачає iснування перетворення ( · )′, яке пов’язує фiзичний та
внутрiшнiй простори: ( · )′ : 𝐿→ 𝐿′, при цьому 𝑥 ↦→ 𝑥′.

Зауважимо, що задане перетворення ( · )′, визначено лише на 𝐿. Жод-
ним канонiчним чином воно не може бути розширене на R𝑑 → R𝑑, але при
цьому ( · )′ добре розширюється на рацiональнi оболонки дослiджуваних
об’єктiв, що невдовзi буде використано. Iнодi в лiтературi це перетворення
називають ‘⋆-перетворення’ i в параграфi 2.3 саме його буде застосовано
для шифрування зображень.

Оберемо пiдмножину Ω у внутрiшньому просторi. Припускаємо, що
це вiкно компактне, спiвпадає зi своїм замиканням та має границю мiри
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нуль. Використовуючи його введемо означення квазiкристала Λ

Λ = Λ(Ω) := {𝑥 : �̃� ∈ ̃︀𝐿, 𝑥′ ∈ Ω} . (2.6)

Означення 2.6. Множини вигляду 𝑡 + Λ(Ω), 𝑡 ∈ R𝑑, називаються мно-
жинами перерiзiв та проєкцiй або модельними множинами.

Зокрема, для кожного (𝑥, 𝑦) ∈ R𝑑 × R𝑑 можемо визначити

Λ(𝑥,𝑦) = 𝑥+ Λ(−𝑦 + Ω). (2.7)

Зауважимо, що модельнi множини можна розглядати у бiльш загаль-
ному виглядi, з довiльною локально компактною абелевою групою у яко-
стi внутрiшнього простору.

Безпосередньо з означень випливає, що якщо, (𝑥, 𝑦) ≡ (𝑥′, 𝑦′) mod ̃︀𝐿,
тодi 𝑥+Λ(−𝑦+Ω) = 𝑥′+Λ(−𝑦′+Ω). Таким чином, цi модельнi множини
параметризуються тором розмiрностi 2𝑑,

(R𝑑 × R𝑑)/̃︀𝐿 ≃ (R/Z)𝑑 =: T. (2.8)

Хоча ця параметризацiя необов’язково має бути взаємно однозначною,
тобто в загальному випадку, Λ(𝑥,𝑦) = Λ(𝑥′,𝑦′) ; (𝑥, 𝑦) = (𝑥′, 𝑦′) mod ̃︀𝐿,
ми в подальшому, для спрощення, будемо скорочено писати (𝑥, 𝑦)𝐿 для
класiв конґруентностi (𝑥, 𝑦) mod ̃︀𝐿.

На торi T iснує природна мiра, а саме мiра Хаара 𝜃T, яка є ‘площинною’
мiрою у випадку T2, та ‘довжиною’ мiрою для T1. Мiра Хаара iнварiантна
вiдносно R𝑑-дiї, оскiльки R𝑑 дiє на R2𝑑/̃︀𝐿 таким чином:

𝑡+ (𝑥, 𝑦)𝐿 = (𝑡+ 𝑥, 𝑦)𝐿. (2.9)

Надзвичайно важливим є природне вкладення (див. рис. 2.2)

R𝑑 −→ T, 𝑡 ↦→ (𝑡, 0)𝐿, (2.10)

яке лежить в основi зв’язку мiж майже перiодичнiстю у фiзичному прос-
торi та перiодичнiстю у просторi вищої розмiрностi. Образ такого пере-
творення є щiльним у T.
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Рис. 2.2. Фрагмент орбiти Λ при параметризацiї тора.

Отже, беремо множину Λ = Λ(0,0) = Λ(Ω) та зсуваємо її за допомогою
елементiв 𝑡 ∈ R𝑑:

𝑡+ Λ(Ω) = 𝑡+ Λ(0 + Ω) = Λ(𝑡,0). (2.11)

Будуємо локальну оболонку𝑋(Λ) як замикання множини усiх зсувiв Λ(𝑡,0)

множини Λ у локальнiй топологiї (2.2).
Використаємо твердження доведене у роботi Шльоттмана [135].

Твердження 2.7 ( [135]). Iснує неперервне перетворення

𝛽 : 𝑋(Λ) −→ T, (2.12)

що називається параметризацiєю тора, таке, що

1) 𝛽 є сюр’єкцiєю;

2) 𝛽 є бiєкцiєю майже скрiзь вiдносно мiри Хаара на T;

3) для всiх 𝑡 ∈ R𝑑 i для всiх Λ′ ∈ 𝑋(Λ), маємо 𝛽(𝑡+ Λ′) = 𝑡+ 𝛽(Λ′);

4) 𝛽(𝑡+ Λ) = (𝑡, 0)𝐿 для всiх 𝑡 ∈ R𝑑.

Отже 𝑋(Λ) та T є компактними просторами з природною R𝑑-дiєю,
а 𝛽 : 𝑋(Λ)→ T є сюр’єктивним R𝑑-перетворенням.

Але мiж 𝑋(Λ) та T iснує рiзниця. Хоча 𝑡 + Λ ∈ 𝑋(Λ) i 𝑡 + Λ ↦→ Λ(𝑡,0)

для усiх 𝑡, але не кожен елемент з 𝑋(Λ) є елементом вигляду Λ(𝑥,𝑦) для
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деякого (𝑥, 𝑦). Бiльш того, коли (−𝑦+ 𝜕Ω)∩𝐿′ ̸= ∅, тодi для всiх 𝑥 ∈ R𝑑

завжди iснують елементи з 𝑋(Λ) (Λ1 ̸= Λ2), якi перетворюються за допо-
могою 𝛽 у той самий елемент (𝑥, 𝑦)𝐿. Якщо 𝑧 = (𝑧, 𝑧′) ∈ ̃︀𝐿 i 𝑧′ ∈ (−𝑦+𝜕Ω),
то завжди будуть Λ1,Λ2 ∈ 𝑋(Λ) такi, що 𝛽(𝑋(Λ1)) = 𝛽(𝑋(Λ2)) = (𝑥, 𝑦)𝐿,
хоча 𝑥+ 𝑧 ∈ Λ1, 𝑥+ 𝑧 /∈ Λ2. Iнакше кажучи, точки ґратки неоднозначно
проєктуються на границю 𝜕Ω вiкна Ω. Вiдповiдний приклад буде наве-
дено при розглядi квазiкристала Фiбоначчi. Твердження про те, що 𝛽 є
бiєкцiєю майже скрiзь, справедливе завдяки припущенню, що границя Ω

має мiру 0. Тобто, коли говоримо, що 𝛽 є бiєкцiєю майже скрiзь, маємо на
увазi, що множина 𝐴 точок 𝜉 в T, для яких iснує бiльше нiж одна точкова
множина над 𝜉, задовольняє умовi 𝜃T(𝐴) = 0.

Iснує єдина R𝑑-iнварiантна ергодична мiра 𝜇 на 𝑋(Λ), така, що
𝜇(𝑋(Λ)) = 1. Насправдi, 𝛽 пов’язує 𝜇 та 𝜃:

𝛽(𝜇) = 𝜃. (2.13)

Якщо бiльш точно, то 𝜃(𝐴) = 𝜇(𝛽−1𝐴) для усiх вимiрних пiдмножин
𝐴 з T. Маючи 𝜇, можемо ввести простiр 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇) двiчi iнтегровних
функцiй на 𝑋(Λ). Як вже було зауважено, природна дiя R𝑑 на ньому є
унiтарною.

2.1.3. Перехiд з локальних оболонок на тори. Квадратично iнте-
гровнi функцiї на 𝑋(Λ) та квадратично iнтегровнi функцiї на T можна
ототожнити,

𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇) ≃ 𝐿2(T, 𝜃). (2.14)

Необхiдний зв’язок задається наступним iзоморфiзмом
𝑋(Λ)

𝛽 //

𝐺∘𝛽 ""E
E

E
E

E
T
𝐺
��
C

Отже, маємо перетворення

𝐿2(T, 𝜃) −→ 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇). (2.15)
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Оскiльки 𝛽 є бiєкцiєю майже скрiзь, то перетворення (2.15) є бiєктив-
ним. Це дозволяє нам аналiзувати функцiї на 𝑋(Λ), розглядаючи їх як
функцiї на T. Користуємось тiєю перевагою, що функцiї в 𝐿2(T, 𝜃) мають
розклад Фур’є

̃︀𝐹 (𝑧) = ∑︁
̃︀𝑘∈̃︀𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨̃︀𝑘|𝑧⟩, 𝑧 ∈ T, 𝑎𝑘 ∈ C. (2.16)

Тут ⟨·, ·⟩ — скалярний добуток у R𝑑×R𝑑 = R2𝑑, а ̃︀𝐿∘ — ґратка Z-дуальна
до ̃︀𝐿:̃︀𝑘 ∈ ̃︀𝐿∘ ⇐⇒ ⟨̃︀𝑘 | ̃︀𝑥⟩ ∈ Z, для всiх ̃︀𝑥 ∈ ̃︀𝐿.

Припустимо, що скалярний добуток має рацiональнi значення на ̃︀𝐿,
тодi нова ґратка ̃︀𝐿∘ належить лiнiйнiй оболонцi ̃︀𝐿 з рацiональними кое-
фiцiєнтами (Q), а її елементи ̃︀𝑘 мають той самий розклад ̃︀𝑘 = (𝑘, 𝑘′), що
i елементи ̃︀𝐿. Зокрема, для кожного ̃︀𝑘 iснує єдине 𝑘 ∈ R𝑑.

Таким чином, маємо все необхiдне, щоб звести увесь розгляд до фiзи-
чного простору просто використовуючи символи 𝑎𝑘 замiсть 𝑎̃︀𝑘 для коефi-
цiєнтiв розкладу Фур’є.

Позначимо через 𝐿∘ проєкцiю ̃︀𝐿∘ на фiзичний простiр та запишемо
𝑘 ∈ 𝐿∘, оскiльки ̃︀𝑘 ∈ ̃︀𝐿∘. Називатимемо ґратку 𝐿∘ дуальною (або Z[𝜏 ]-
дуальною) до 𝐿. Перетворення (·)′ : 𝐿∘ → R𝑑 є сумiсним з вiдповiдним
перетворенням на 𝐿, внаслiдок того, що Q𝐿∘ = Q𝐿.

Вiдповiднi функцiї на 𝑋(Λ) мають аналогiчнi розклади. Це працює
таким чином: Якщо 𝐹 : 𝑋(Λ) −→ C вiдповiдає ̃︀𝐹 : T −→ C тодi, для
Λ1 ∈ 𝑋(Λ), такого що 𝛽(Λ1) = (𝑥, 𝑦)𝐿, маємо, що як 𝐿2-функцiї

𝐹 (Λ1) = ̃︀𝐹 ((𝑥, 𝑦)𝐿) = ∑︁
𝑘∈𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨̃︀𝑘|(𝑥,𝑦)⟩. (2.17)

Нехай Λ — це модельна множина, що вiдповiдає схемi перерiзiв та
проєкцiй (2.5), а T = T2𝑑 = (R𝑑 × R𝑑)/𝐿 — тор з параметризацiєю

𝛽 : 𝑋(Λ) −→ T.
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Тодi можемо ототожнити за допомогою (2.14) вiдповiднi 𝐿2-простори. Ко-
жен елемент Λ′ ∈ 𝑋(Λ) перетворюється за допомогою 𝛽 в точку 𝛽(Λ′) на
торi T. Також знаємо, що 𝛽(Λ) = (0, 0)𝐿, та 𝛽(𝑡 + Λ) → (𝑡, 0)𝐿. Таким
чином, знаємо як перетворення 𝛽 дiє на R𝑑 + Λ.

Нехай 𝑓 — локальна функцiя вiдносно модельної множини Λ. З ло-
кальної функцiї 𝑓 отримуємо її розширення 𝐹 ∈ 𝐿2(𝑋(Λ), 𝜇), яке є непе-
рервним. Далi отримуємо ̃︀𝐹 ∈ 𝐿2(T, 𝜃), де

̃︀𝐹 ((𝑡, 0)𝐿) = ̃︀𝐹 (𝛽(𝑡+ Λ)) = 𝐹 (𝑡+ Λ) = 𝑓(𝑡), (2.18)

тепер можемо записати

̃︀𝐹 (·) = ∑︁
𝑘∈𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨̃︀𝑘|·⟩, де 𝐿∘ є дуальною до 𝐿.

Означення 2.8. Розкладом Фур’є–Бора локальної функцiї 𝑓 називається

𝑓(𝑡)=𝐹 (𝑡+ Λ)= ̃︀𝐹 ((𝑡, 0)𝐿)=∑︁
𝑘∈𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨̃︀𝑘|(𝑡,0)⟩=∑︁

𝑘∈𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨𝑘|𝑡⟩. (2.19)

Вивчення майже перiодичних функцiй на Λ зводиться до вивчення
функцiй на T, а їх обмеження до ‘спiральних’ орбiт R𝑑+Λ на T задається
вкладенням (2.10), тобто звуженням на (R𝑑, 0)𝐿.

Повернемось до розгляду модельних множин. Для усiх 𝑥 ∈ T,

̃︀𝐹 (𝑥) = ∑︁
𝑘∈𝐿∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i⟨̃︀𝑘|𝑥⟩, де 𝑎𝑘 =

∫︁
T

e−2𝜋i⟨
̃︀𝑘|𝑥⟩ ̃︀𝐹 (𝑥)d𝜃T(𝑥). (2.20)

На жаль, значення функцiї ̃︀𝐹 вiдомi нам лише на (R𝑑, 0)𝐿, тому, щоб обчи-
слити коефiцiєнти 𝑎𝑘 виходячи лише з 𝑓 , використаємо ергодичну теорему
Бiркгофа. Доведення потрiбної нам форми теореми Бiргкофа мiститься
в роботi Келлера [69] для простору Z𝑑, це саме доведення справедливе i
для простору R𝑑.

Для усiх неперервних функцiй ̃︀𝐺 на T маємо∫︁
T

̃︀𝐺(𝑥)d𝜃T(𝑥) = lim
𝑅→∞

1

vol𝐵𝑅

∫︁
𝐵𝑅

̃︀𝐺((𝑡, 0)𝐿)d𝑡. (2.21)
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Таким чином,

𝑎𝑘 = lim
𝑅→∞

1

vol𝐵𝑅

∫︁
𝐵𝑅

e−2𝜋i⟨
̃︀𝑘|(𝑡,0)⟩ ̃︀𝐹 ((𝑡, 0)𝐿)d𝑡

= lim
𝑅→∞

1

vol𝐵𝑅

∫︁
𝐵𝑅

e−2𝜋i⟨𝑘|𝑡⟩𝑓(𝑡)d𝑡. (2.22)

Використавши те, що 𝐹 ((𝑡, 0)𝐿) = 𝑓(𝑡) i ̃︀𝑘 = (𝑘, 𝑘′), отримаємо

⟨̃︀𝑘 | (𝑡, 0)⟩ = ⟨𝑘, 𝑡⟩+ ⟨𝑘′, 0⟩ = ⟨𝑘, 𝑡⟩.
Використана тут усереднююча послiдовнiсть {𝐵𝑅}, може бути за-

мiнена будь-якою необмеженою зростаючою послiдовнiстю {𝐴𝑛}, де
𝐴𝑛 ⊂ R𝑑 — компактна,

⋃︀
𝐴𝑛 = R𝑑, та границя 𝐴𝑛 має мiру 0 для усiх 𝑛.

На практицi слiд пiдбирати усереднюючу послiдовнiсть вiдповiдно до за-
дачi яка розглядається.

2.1.4. Дискретизацiя. Основною нашою задачею є створення дискрет-
ного методу, за допомогою якого зможемо обчислити коефiцiєнти 𝑎𝑘

рiвняння (2.22) для функцiї 𝑓 локальної вiдносно модельної множини
Λ = Λ(Ω). Це означає, що маємо замiнити iнтеграл скiнченною сумою
значень iнтегранту. Важливо здiйснити цю процедуру у такий спосiб, що
вiдповiдає схемi перерiзу та проєкцiї, яка притаманна модельнiй множи-
нi; щоб була гарантована збiжнiсть у границi до потрiбного iнтегралу та
щоб це можна було виконати ефективно з точки зору обчислень.

Маємо три основнi складовi нашої задачi:

(i) вибiр вiдповiдної областi iнтегрування (що використати у якостi усе-
реднюючої 𝐵𝑅?);

(ii) визначення точок для обчислення значень iнтегранту, включаючи їх
кiлькiсть;

(iii) вибiр набору коефiцiєнтiв Фур’є (якi значення 𝑘 беремо?) на яких
зосередимо свою увагу пiд час обчислень.
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Ключовою перевагою дискретних методiв для перiодичних функцiй є
використання скiнченних груп, що виникають з подрiбнення перiодичної
ґратки та дуальної до неї ґратки. Адаптуємо цей пiдхiд до схем перерiзiв
та проєкцiй.

Набiр точок для обчислення iнтегранта будемо отримувати тiєю са-
мою схемою перерiзiв та проєкцiй, що i квазiкристал. Оберемо пiдходя-
чу ґратку ̃︁𝐿𝑁 ⊃ ̃︀𝐿, яка породить необхiдну нам скiнченну групу ̃︁𝐿𝑁/̃︀𝐿.
Точки даних у R𝑑, в яких будемо обчислювати нашi функцiї, отримую-
ться проєкцiєю на фiзичний простiр вiдповiдної множини представникiв
класу спряженостi ̃︁𝐿𝑁 за модулем ̃︀𝐿. Вiдповiднi частоти 𝑘 обираються
з дуальної ґратки 𝐿∘. Значень 𝑘 в яких обчислюємо коефiцiєнти Фур’є
𝑎𝑘 обирається завдяки пiдходячим представникам класiв з ̃︀𝐿∘ за модулем̃︁𝐿𝑁

∘
. Ключовою для обчислень є наступна дуальнiсть

⟨·, ·⟩ : ̃︀𝐿∘/̃︁𝐿∘𝑁 × ̃︀𝐿𝑁/̃︀𝐿 −→ 1

𝑁
Z/Z.

Вищенаведена загальна процедура допускає рiзнi можливi реалiзацiї
i вибiр певних ґраток та точок даних залежить вiд конкретної задачi,
яка розв’язується, це буде продемонстровано не прикладах у наступному
параграфi. Зауважимо, що хоча отримання всiх вище згаданих обчислю-
вальних компонент є досить громiздкою задачею, цi компоненти залежать
лише вiд квазiкристала (множини перерiзу та проєкцiї) та точностi необ-
хiдної для обчислень. Щойно вони обранi, тодi точки даних та частоти
є визначеними i можуть бути використанi для Фур’є аналiзу усiх функ-
цiй, що походять з тiєї ж майже перiодичної сiм’ї та алгоритмiчно легко
обчислюються.

Дослiдимо детальнiше, як можна реалiзувати вищевказану процедуру.
Почнемо зi схеми перерiзу та проєкцiї (2.5) з тором T та введемо розши-
рення перетворення (·)′ до рацiональної оболонки модуля 𝐿:

Q𝐿 1−1←− Q̃︀𝐿 −→ Q𝐿′ (2.23)

𝑥 ←p ̃︀𝑥 = (𝑥, 𝑥′) ↦→ 𝑥′
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Припустимо, що на R2𝑑 ≃ R𝑑 × R𝑑 задано стандартний скалярний
добуток (позначений ⟨·|·⟩), та означимо дуальну ґратку:

̃︀𝐿∘ = {𝑌 ∈ R𝑑 × R𝑑 : ⟨𝑌 | ̃︀𝑥⟩ ∈ Z для усiх ̃︀𝑥 ∈ ̃︀𝐿}.
Тодi ̃︀𝐿∘ є Z-модулем того ж рангу що i ̃︀𝐿, а саме 2𝑑. Iснує схема пере-

рiзу та проєкцiй дуальна до (2.5) у якiй ̃︀𝐿∘ є ґраткою [94]:

R𝑑 ||←− R𝑑 × R𝑑 ⊥−→ R𝑑

∪ (2.24)

𝐿∘
1−1←− ̃︀𝐿∘ щiльний образ−→ (𝐿∘)′.

Для цiєї схеми використаємо такi самi позначення як i для (2.23). Деталь-
на iнформацiя про дуальнi схеми перерiзiв та проєкцiй наведена у робо-
тi [94].

Дуалiзiцiя суттєво спрощується, якщо скалярний добуток в R𝑑×R𝑑 на-
буває рацiональних значень на ґратцi ̃︀𝐿. На практицi така ситуацiя досить
типова, наприклад, це має мiсце у прикладi Фiбоначчi, що розглядається
нижче. Якщо це має мiсце, то можна ототожнити ̃︀𝐿∘ з пiдмножиною Q̃︀𝐿
i уникнути пошуку нового (·)′ перетворення. Але в загальному випадку
це не так, тому тут не використовуємо це спрощення.

В основi апроксимацiї лежить очевидне рiвняння, на якому базуються
нашi подальшi викладки

e2𝜋𝑖⟨𝑘|𝑠⟩ = e2𝜋𝑖⟨𝑘|𝑠⟩e2𝜋𝑖⟨𝑘
′|𝑠′⟩. (2.25)

Дискретний Фур’є аналiз базується на парi дуальних скiнченних груп
з яких отримуємо 𝑘 та 𝑠. Значення 𝑘 та 𝑠 важливi лише за модулем ґраток̃︁𝐿𝑁

∘
та ̃︀𝐿 вiдповiдно i саме ця ‘свобода’ є центральною у процесi набли-

ження.
Значення 𝑠 мають належати обранiй областi iнтегрування 𝐴, та, в iде-

альному випадку, вiдповiднi 𝑠′ = 0, оскiльки припускаємо, що 𝑠 пред-
ставляють точки фiзичного простору R𝑑. Однак останнє не є можливим,
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тому намагаємось обрати 𝑠 ∈ 𝐴 з найменшими можливими 𝑠′. Тодi апро-
ксимацiя вiдбувається вiдкиданням компоненти, що мiстить 𝑘′, 𝑠′ у рiв-
няннi (2.25). Вибiр значень 𝑘 обмежимо вимогою, що значення |𝑘| мають
бути якнайменшими (див. нижче кроки 5 та 6).

Сформулюємо загальний практичний алгоритм, що мiстить шiсть
основних крокiв.

Крок 1: Обираємо скiнченну пiдгрупу тора T порядку 𝑁 . Вона має
вигляд ̃︁𝐿𝑁/̃︀𝐿 де ̃︁𝐿𝑁 ⊃ ̃︀𝐿 — сiтка, що подрiбнює ̃︀𝐿. Число 𝑁 визначає
кiлькiсть точок обчислення при наближеннi iнтегралiв сумами. Маємо̃︀𝐿𝑁 ⊂ Q̃︀𝐿 та Z-дуальну до неї ̃︀𝐿∘𝑁 ⊂ ̃︀𝐿∘ iндексу 𝑁 у ̃︀𝐿∘.

Маємо парування iндуковане скалярним добутком ⟨· | ·⟩

̃︀𝐿∘/̃︀𝐿∘𝑁 × ̃︀𝐿𝑁/̃︀𝐿 −→ 1

𝑁
Z/Z. (2.26)

Використовуючи (·)′-перетворення, отримаємо Z-модулi 𝐿𝑁 ⊃ 𝐿,
𝐿∘𝑁 ⊂ 𝐿∘, ̃︀𝐿𝑁/̃︀𝐿 ≃ 𝐿𝑁/𝐿, ̃︀𝐿∘/̃︀𝐿∘𝑁 ≃ ̃︀𝐿/̃︀𝐿𝑁 , та iндуковане парування

⟨· | ·⟩ : 𝐿∘/𝐿∘𝑁 × 𝐿𝑁/𝐿 −→ 1

𝑁
Z/Z.

Замiнивши ̃︀𝐿 на ̃︀𝐿𝑁 , маємо подрiбнену схему перерiзу та проєкцiй

R𝑑 ←− R𝑑 × R𝑑 −→ R𝑑

∪

𝐿𝑁
1−1←→ ̃︀𝐿𝑁 ←→ 𝐿′𝑁

(2.27)

та, аналогiчно, дуальну до неї схему.
Крок 2: Оберемо фундаментальну область 𝐶 для ̃︀𝐿. Канонiчним ви-

бором може бути плитка Вороного для ̃︀𝐿 у нулi, але можливий будь-
який iнший вибiр. У прикладах, наведених нижче, використовуємо па-
ралелограм, визначений парою базисних векторiв з ̃︀𝐿. Покриваємо фун-
даментальною областю простiр (R𝑑, 0) ⊂ R2𝑑 за допомогою зсувiв 𝑡 + 𝐶

областi 𝐶 на елементи ̃︀𝐿. Проєкцiя цих плиток на фiзичний простiр R𝑑

покриває його, хоча зазвичай спроєктований простiр 𝑡 + 𝐶 має багато
перекриттiв.



155

Крок 3: Будуємо ̃︀𝑆 := ̃︁𝐿𝑁 ∩𝐶. Таким чином, отримаємо повний набiр
представникiв у ̃︁𝐿𝑁 для групи ̃︀𝐿𝑁/̃︀𝐿.

Крок 4: Обираємо область 𝐴, яка визначає промiжок на якому будуть
оцiнюватись коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 у наступнiй формi

𝑎𝑘 = 𝑎̃︀𝑘 ≃ 1

vol𝐴

∫︁
𝐴

e−2𝜋i⟨𝑘|𝑡⟩𝑓(𝑡)d𝑡.

Цi iнтеграли обчислюються для значень 𝑘 з 𝐿∘/𝐿∘𝑁 .
Оберемо у якостi 𝐴 образ скiнченної множини зсувiв фундаментальної

областi 𝐶, а саме

𝐴 =
(︀⋃︁
𝑡∈ ̃︀𝑇

𝑡+ 𝐶
)︀||

для деякої скiнченної пiдмножини ̃︀𝑇 елементiв з ̃︀𝐿. Вибiр 𝐴 знову ж таки
залежить вiд задачi, що розглядається.

На наступному кроцi оберемо множину точок даних у R𝑑, яку буде
використано для замiщення iнтегралiв скiнченними сумами.

Зауважимо знову, що на свiй розсуд можемо зсувати елементи ̃︀𝑆 за
допомогою ̃︀𝐿 i робитимемо це у такий спосiб, щоб образи проєкцiї потра-
пили у промiжок iнтегрування 𝐴 =

⋃︀
𝑡∈ ̃︀𝑇 (𝑡 + 𝐶)||. Крiм цього, прагнемо

мiнiмiзувати вiдповiднi 𝑠′.
Крок 5: Для кожного 𝑠 = (𝑠, 𝑠′) ∈ ̃︀𝑆 знайдемо ̃︂𝑡(𝑠) ∈ ̃︀𝑇 для якого

значення |𝑠′ + 𝑡(𝑠)′| є мiнiмальним. Тодi набiр точок даних це

𝐷 := {𝑠+ 𝑡(𝑠) : ̃︀𝑠 ∈ ̃︀𝑆}.
З цiєї точки зору для кожного 𝑘 ∈ 𝐿∘ маємо

𝑎𝑘 :=
1

vol𝐴

∑︁
𝑢∈𝐷

e−2𝜋i⟨𝑘|𝑢⟩𝑓(𝑢),

а вiдповiдне наближення функцiї 𝑓 наступне

𝑓(𝑥) ≃
∑︁
𝑘∈𝐾

𝑎𝑘e
2𝜋i⟨𝑘|𝑥⟩.
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Множина 𝐾 має пробiгати повну множину представникiв з 𝐿∘/𝐿∘𝑁 . Ви-
бiр представникiв є вiльним, але в бiльшостi випадкiв найменшi частоти
(меншi |𝑘|) є найбiльш суттєвими для апроксимацiї 𝑓 скiнченним набором
її частот. У зв’язку з цим маємо наступний крок.

Крок 6: Обираємо 𝑘 для кожного з класiв 𝐿∘/𝐿∘𝑁 таким чином, щоб |𝑘|
був найменшим з можливих.

2.2. Квазiкристал Фiбоначчi

Щоб конкретизувати усi наведенi викладки розглянемо детально випа-
док одновимiрного квазiкристала, що пов’язаний з вiдомою числовою по-
слiдовнiстю Фiбоначчi. Схема перерiзiв та проєкцiй цього квазiкристала
лежить у двовимiрному просторi, тому геометрiя точок даних 𝐷, простiр
зсувiв 𝑇 у подрiбненiй сiтцi та новi вiкна легко вiзуалiзуються.

Однiєю з найбiльших переваг методу перерiзiв та проєкцiй є те, що
вiн принципово алгебраїчний та не вимагає складної геометрiї для засто-
сування. У випадку аперiодичних структур розмiрностей вище за один,
доводиться мати справу з ґратками розмiрностей вище за три, а, отже, i
з просторами розмiрностей чотири та вище, де алгебраїчний формалiзм
стає надзвичайно цiнним порiвняно з геометричним i лише задача вибору
фундаментальної областi вимагає серйозних геометричних дослiджень.

Нехай 𝜏 := 1
2(1 +

√
5) та нехай 𝑍[𝜏 ] = Z+ Z𝜏 .

Тодi 𝑍[𝜏 ] є кiльцем цiлих чисел у полi Q[𝜏 ] = Q[
√
5], а 𝜏 та 𝜏 ′ є

розв’язками рiвняння 𝜏 2 = 𝜏 + 1.
Позначимо через (·)′ спряження на 𝑍[𝜏 ] та Q[𝜏 ], яке мiняє мiсцями 𝜏

та 𝜏 ′ (тобто
√
5 та −

√
5).

Означимо̃︂Z[𝜏 ] := {(𝑥, 𝑥′) : 𝑥 ∈ Z[𝜏 ]} ⊂ R× R.̃︂Z[𝜏 ] — ґратка у R× R та її проєкцiї

R←p R× R ↦→ R
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на R задають схему перерiзу та проєкцiї Фiбоначчi:

R ←− R× R −→ R

∪ ∪ ∪

Z[𝜏 ] ←− ̃︂Z[𝜏 ] −→ Z[𝜏 ′]

𝑥 ←p ̃︀𝑥 = (𝑥, 𝑥′) ↦→ 𝑥′.

(2.28)

Природним базисом у ̃︂Z[𝜏 ] є набiр векторiв {(1, 1), (𝜏, 𝜏 ′)}. Введемо
позначення

𝛿 = (𝜏
√
5)−1 = (𝜏(𝜏 − 𝜏 ′))−1 = 1

𝜏2+1 ,

𝛿′ = (−𝜏 ′
√
5)−1 = (𝜏 ′(𝜏 ′ − 𝜏))−1 = 1

𝜏 ′2+1 .
(2.29)

Визначимо скалярний добуток на ̃︂Z[𝜏 ] за формулою

(̃︀𝑥 | ̃︀𝑦) = (2𝑥 · 𝑦)Z = 𝛿𝑥𝑦 + (𝛿𝑥𝑦)′, (2.30)

де ( · )Z означає взяття рацiональної компоненти 𝑎 вiд iррацiонального
числа 2𝑥 · 𝑦 ∈ Z[𝜏 ] =: 𝑎+ 𝑏𝜏 . Зокрема,

(̃︀1 | ̃︀1) = (2(1 · 1))Z = 2, (̃︀𝜏 | ̃︀𝜏) = (︀2𝜏 2)︀Z = 2,

(̃︀1 | ̃︀𝜏) = (2𝜏)Z = 0.

Фундаментальна область для ґратки ̃︂Z[𝜏 ] зображена на рис. 2.3.
Скалярний добуток (· | ·) дозволяє визначити ̃︂Z[𝜏 ]∘ у рацiональнiй

оболонцi ̃︂Z[𝜏 ] та виразити ⟨· | ·⟩ у термiнах (· | ·). Дуальний базис до
{(1, 1), (𝜏, 𝜏 ′)} задається формулами

̃︀𝜔1 =
1
2
̃︀1 = (12 ,

1
2), ̃︀𝜔2 =

1
2̃︀𝜏 = (𝜏2 ,

𝜏 ′

2 ), (2.31)

а дуальна ґратка має вигляд

(̃︂Z[𝜏 ])∘ = Z̃︀𝜔1 + Z̃︀𝜔2 =
1
2
̃︂Z[𝜏 ]. (2.32)

Елементи (̃︂Z[𝜏 ])∘ завжди мають вигляд ̃︀𝑘 = (𝑘, 𝑘′), що дозволяє нам за-
писати

Z[𝜏 ]∘ := {𝑘 : ̃︀𝑘 = (𝑘, 𝑘′) ∈ (̃︂Z[𝜏 ])∘}. (2.33)
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Внутрішній 
простір

Фізичний 
простір

Рис. 2.3. Фундаментальна область 𝐶 ґратки ̃︂Z[𝜏 ] = Z(1, 1) + Z(𝜏, 𝜏 ′) зображена у тер-
мiнах стандартної координатної системи для R×R. Якщо 𝐶 уявляти як тор (ототож-
нивши протилежнi сторони) то фiзичний простiр навивається на тор, а областi 𝑎 та 𝑏
вказують якi частини фiзичного простору лежать у плитках 𝑎 чи 𝑏 вiдповiдно.

Тодi

(̃︂Z[𝜏 ])∘ = Z̃[𝜏 ]∘ = {̃︀𝑘 : 𝑘 = (𝑘, 𝑘′) ∈ Z[𝜏 ]∘},

та скалярний добуток ⟨̃︀𝑘 | ̃︀𝑥⟩ стає добутком (̃︀𝑘 | ̃︀𝑥), що є бiльш зручним
для подальших мiркувань.

Тодi двовимiрним тором T схеми перерiзу та проєкцiї (2.28) є

T = (R× R)/̃︂Z[𝜏 ].
Ряд Фур’є на торi T записується у термiнах характерiв 𝜒̃︀𝑘, а саме

𝜒̃︀𝑘(̃︀𝑥) = e2𝜋i(
̃︀𝑘|̃︀𝑥), де ̃︀𝑘 = (𝑘, 𝑘′) ∈ Z̃︀𝜔1 + Z̃︀𝜔2. (2.34)

Тут ̃︀𝑥 є довiльним у R × R, але необхiдно виконувати обчислення лише
з ̃︀𝑥 ∈ Q̃︀𝜔1 + Q̃︀𝜔2 для яких операцiя ̃︀ добре визначена рiвнянням (2.28).
Для таких елементiв (̃︀𝑘 | ̃︀𝑥) = (2𝑘 · 𝑥)Q, де (·)Q визначається аналогiчно
до (·)Z.
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Добуток (· | ·) розширюється до R× R, проте слiд контролювати цей
процес: для типового елементу 𝑎̃︀1 + 𝑏̃︀𝜏 , 𝑎, 𝑏 ∈ R нашого простору R × R
скалярний добуток обчислюється за формулою

((𝑎̃︀1 + 𝑏̃︀𝜏) | (𝑐̃︀1 + 𝑑̃︀𝜏)) = 2𝑎𝑐+ 2𝑏𝑑,

де

𝑎̃︀1 + 𝑏̃︀𝜏 = 𝑎(1, 1) + 𝑏(𝜏, 𝜏 ′) = (𝑎+ 𝑏𝜏, 𝑎+ 𝑏𝜏 ′) ∈ R× R.

Розглянемо

̃︀𝑘 = 𝑎̃︀𝜔1 + 𝑏̃︀𝜔2 =
𝑎
2
̃︀1 + 𝑏

2̃︀𝜏 =
(︀
𝑎+𝑏𝜏
2 , 𝑎+𝑏𝜏 ′

2

)︀
= (𝑘, 𝑘′) ∈̃︂Z[𝜏 ]∘,

де 𝑎, 𝑏 ∈ Z. Припустимо, що хочемо обчислити (̃︀𝑘 | (𝑡, 0)), 𝑡 ∈ R.
З системи

(1, 0) = 1
𝜏
√
5
̃︀1 + 1√

5
̃︀𝜏 = 𝛿̃︀1 + 𝜏𝛿̃︀𝜏 ,

(0, 1) = 𝜏 2𝛿̃︀1− 𝜏𝛿̃︀𝜏 = 𝛿′̃︀1 + 𝜏 ′𝛿′̃︀𝜏 ,
де 𝛿, 𝛿′ з рiвняння (2.29), маємо (̃︀𝑘 | (1, 0)) = 2𝛿𝑘, таким чином,

(̃︀𝑘 | (𝑡, 0)) = 2𝛿𝑘𝑡, для усiх 𝑡 ∈ R.

Нас цiкавлять модельнi множини Λ, що будуються за допомогою пере-
рiзiв та проєкцiй (2.28). У контекстi цiєї схеми розклад Бора–Фур’є (2.19)
набуває простiшого вигляду

𝑓(𝑡) = 𝐹 (𝑡+ Λ) = ̃︀𝐹 ((𝑡, 0)̃︂Z[𝜏 ]) = ∑︁
𝑘∈Z[𝜏 ]∘

𝑎𝑘 e
2𝜋i·2𝛿𝑘𝑡. (2.35)

Будемо обчислювати 𝑎𝑘 у виглядi

𝑎𝑘 = lim
𝑅→∞

1

𝑅

𝑅∫︁
0

e−2𝜋i·2𝑘𝑡𝑓(𝑡)d𝑡. (2.36)

Зауважимо також, що

(̃︀𝑘 | (0, 1)) = ((𝑎+𝑏𝜏
2 , 𝑎+𝑏𝜏 ′

2 ) | 𝛿′̃︀1 + 𝜏 ′𝛿′̃︀𝜏) = 2𝑘′𝛿′, (̃︀𝑘 | (0, 𝑢)) = 2𝑢𝑘′𝛿′.
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Стандартна 2-лiтерна послiдовнiсть Фiбоначчi складається з точок,
що отримуються пiдстановками 𝑎→ 𝑎𝑏, 𝑏→ 𝑎: 𝑎 𝑏 𝑎 𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑎 . . . .

Плитки квазiкристала (у даному випадку вiдрiзки), якими замощує-
ться (покривається) увесь простiр (в даному випадку пряма) мають дов-
жину 𝜏 для символiв 𝑎 i довжину 1 для символiв 𝑏, а замощення прямої
починається з точки 0. Отримуємо послiдовнiсть плиток, що покривають
невiд’ємну частину дiйсної прямої,

0, 𝜏, 𝜏+1, 2𝜏+1, 3𝜏+1, 3𝜏+2, 4𝜏+2, 4𝜏+3, 5𝜏+3, . . . .

Цей набiр повнiстю спiвпадає p невiд’ємною частиною модельної
множини Λ = Λ([−1, 1𝜏 )), яка породжується схемою перерiзу та проє-
кцiї (2.28).

Зауваження 2.9. Можна використати iншу множину Λ((−1, 1𝜏 ]), яка вiд-
рiзняється вiд вище наведеної Λ у двох точках, що походять з кiнцiв iн-
тервалу [−1, 1𝜏 ). Це є прикладом пари просторiв, якi перетворюються у ту
саму частину тора T. Саме ця двозначнiсть цiкаво проявляється у подаль-
шому при наближеннях.

Λ розкладається як Λ𝑎 = Λ([− 1
𝜏2 ,

1
𝜏 )) та Λ𝑏 = Λ([−1,− 1

𝜏2 )), що дає лiвi
кiнцi плиток типiв 𝑎 та 𝑏 вiдповiдно.

Корисно вiзуалiзувати розподiл 𝑎 i 𝑏 точок на торi T пiсля вкладен-
ня (2.10) простору R у T. Фундаментальна область, див. рис. 2.3, з ото-
тожненими протилежними сторонами це тор T. Щоб побачити як утво-
рюється Λ, починаємо з точки (0, 0) та зсуваємося на (𝑡, 0), 𝑡 ∈ R за
звичайними правилами виходу та повернення у фундаментальну область.
Рухаємось неперервно та наша рухома точка має три вiдрiзки (‘щетинки’)
приєднанi до неї.
𝑎(1): щетинка довжини 1

𝜏 спрямована вертикально вгору;
𝑎(2): щетинка довжини 1

𝜏2 спрямована донизу;
𝑏(1): щетинка довжини 1

𝜏 спрямована донизу, але має початковий поро-
жнiй промiжок розмiру 1

𝜏2 .
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Маємо наступне правило. Оскiльки наша точка рухається вздовж пря-
мої у фундаментальнiй областi, то: якщо щетинка 𝑎(1) досягає до вектора
(1, 1) (тобто (1, 1) достатньо близько, щоб перетнутися з цiєю щетинкою),
то ми маємо 𝑎-точку з Λ; якщо щетинка 𝑎(2) досягає до вектора (𝜏, 𝜏 ′), то
також маємо 𝑎-точку з Λ; якщо щетинка 𝑏(1) досягає до вектора (𝜏, 𝜏 ′),
то також маємо 𝑏-точку.

По сутi, вiкно представлене щетинками i перемiщується разом з то-
чкою, виходить та повертається у фундаментальну область. Перевагою
даного пiдходу є те, що можемо розбити фундаментальну область на ча-
стини, якi породжують 𝑎- та 𝑏-точки, i таким чином з’ясувати який вигляд
має функцiя 𝑓(𝑡) на фундаментальнiй областi.

На рис. 2.3 вертикальнi лiнiї позначенi крапками є ключовими, наша
рухома точка перемiщується праворуч та щоразу коли вона перетинає
вертикальну лiнiю отримуємо нову точку Λ i починаємо новий iнтервал
та залишаємось у цьому iнтервалi до наступного перетину.

Розглянемо детально дискретизацiю Фур’є аналiзу для цього випадку.
Дотримуватимемось шести крокiв наведених у попередньому параграфi.

Запишемо ̃︀𝐿 для ̃︂Z[𝜏 ] тобто ̃︀𝐿 = Z̃︀1 + Z̃︀𝜏 .
Оберемо фундаментальну область для ̃︀𝐿 з площею (об’ємом)

√
5:

𝐶 := {𝑢̃︀1 + 𝑣̃︀𝜏 : 0 ≤ 𝑢, 𝑣 > 1}.

Зафiксуємо довiльне число 𝑁 ∈ Z+ i побудуємо сiтку ̃︁𝐿𝑁 , яка є подрi-
бненням ̃︀𝐿. У параграфi 2.1 використовували ̃︁𝐿𝑁 ⊃ ̃︀𝐿, де [̃︁𝐿𝑁 : ̃︀𝐿] = 𝑁 ,
але для даного випадку використаємо бiльш очевидну сiтку iндексу 𝑁 2,
а саме 1

𝑁𝐿. Оскiльки 𝑁̃︁𝐿𝑁 ⊆ ̃︀𝐿, то ̃︁𝐿𝑁 ⊂ Q̃︀1 +Q̃︀𝜏 .
Нехай 𝑆 := 𝐿𝑁 ∩ 𝐶, тодi 𝑆 є повним набором представникiв з 𝐿𝑁

mod 𝐿. Таким чином, виконали кроки 1–3.
Для кращого розумiння апроксимацiї введемо фундаментальнi областi

𝐶𝑁 для 𝐿𝑁 , якi обираємо так, що

𝐶 =
⋃︁
𝑠∈𝑆

𝑠+ 𝐶𝑁 . (2.37)
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Для виконання кроку 4 обираємо iнтервал збiжностi [0, 𝑅], де 𝑅 —
це додатне дiйсне число, таке, що (𝑅, 0) за модулем ̃︀𝐿 належить границi
областi 𝐶.

Рухаючись вздовж шляху (𝑡, 0), 𝑡 ∈ R>0 та обвиваючи фундаменталь-
ну область, як показано на рис. 2.4, ми зупинимось у деякiй точцi 𝑅, де
шлях виходить з 𝐶, тобто матимемо скiнченну кiлькiсть шляхiв з 𝐶. Та-
ким чином, шлях (𝑡, 0), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅 складатиметься зi скiнченної кiлькостi
зсувiв 𝑡𝑖 + 𝐶, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 з 𝐶, позначимо 𝑇 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑀}.

Нехай 𝑓 : R → C це довiльна неперервна локальна функцiя вiднос-
но квазiкристала Λ = Λ([−1, 1𝜏 )) та нехай ̃︀𝐹 : T → C це її розширення
до неперервної функцiї на торi T = R2/̃︀𝐿. Нас цiкавить розклад Фур’є
функцiї ̃︀𝐹 та вiдповiдний розклад функцiї 𝑓 . Тобто потрiбно обчислити∫︁

T

̃︀𝐹 (𝑥) e−2𝜋i(̃︀𝑘|𝑥)d𝜃T(𝑥),
де ̃︀𝐹 (·)e−2𝜋i(̃︀𝑘|·) це деяка iнша неперервна функцiя на T, яка також є ло-
кальною вiдносно Λ. Отже досить розглянути деяку загальну неперервну
функцiю ̃︀𝐺 на T та її обмеження 𝑔(𝑡) = ̃︀𝐺((𝑡, 0)) на пряму (R, 0) mod ̃︀𝐿.

Позначимо 𝜀𝑁 := sup𝑖=1,...,𝑁2 sup𝑥∈ 𝑠𝑖+𝐶𝑁
| ̃︀𝐺(𝑥)− ̃︀𝐺(𝑠𝑖)|.

Розглядаємо наступне наближення∫︁
T

̃︀𝐺d𝜃T ∼ √5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

̃︀𝐺(𝑠𝑖).
Оскiльки vol𝐶𝑁2 =

√
5

𝑁2 , то помилка наближення оцiнюється як⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
T

̃︀𝐺d𝜃−√5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

̃︀𝐺(𝑠𝑖)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒=
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑁2∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑠𝑖+𝐶𝑁2

(︁ ̃︀𝐺(𝑥)− ̃︀𝐺(𝑠𝑖))︁ d𝜃(𝑥)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤
𝑁2∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑠𝑖+𝐶𝑁2

𝜀𝑁d𝜃 =
𝑁2∑︁
𝑖=1

𝜀𝑁 vol𝐶𝑁2 =
√
5 𝜀𝑁 ,

(2.38)
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тобто помилка нашої апроксимацiї обмежена числом
√
5 𝜀𝑁 . На практицi

𝐿𝑁 та 𝑁 мають бути обранi таким чином, щоб забезпечити бажане апiорi
задане значення 𝜀𝑁 .

Для застосувань у наших обчисленнях мають бути задiянi лише зна-
чення функцiї 𝑓 , оскiльки це єдине, що задано на практицi, тому, вiдпо-
вiдно до (2.21), використовуватимемо наближення вигляду

1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑔(𝑡)d𝑡 =
1

𝑅

𝑅∫︁
0

̃︀𝐺(𝑡, 0)d𝑡 ∼ ∫︁
T

̃︀𝐺d𝜃T.
Шлях {(𝑡, 0)𝐿 | 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅}, що навивається на тор, розбивається

фундаментальною областю 𝐶 на сегменти 𝑙1, . . . , 𝑙𝑀 .

Внутрішній 
простір

Фізичний 
простірпочаток

кінець

Рис. 2.4. Десять перетинiв фундаментальної областi 𝐶 шляхом {(𝑡, 0)𝐿 | 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅}
зображенi на торi. (Протилежнi сторони паралелограма — ототожнюються.)

Нехай 𝑏1 < 𝑏2 < · · · < 𝑏𝑀 — це проєкцiї на внутрiшнiй простiр точок
перетину границi з {(𝑡, 0) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅}.

Позначимо 𝑐0 = 𝜏 ′, 𝑐1 =
𝑏1+𝑏2

2 , . . . , 𝑐𝑀−1 =
𝑏𝑀−1+𝑏𝑀

2 , 𝑐𝑀 = 1.
Смуги 𝑆𝑖, що проходять через 𝐶 у межах iнтервалiв [𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖) з

внутрiшнього простору та у напрямку фiзичних осей, утворюють роз-
биття 𝐶. Через кожну смугу в 𝐶 проходить частина 𝑙𝑖 нашої прямої
{(𝑡, 0)𝐿 : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅}. Головною iдеєю є використати [𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖) як вiкна,
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Рис. 2.5. Проєкцiї 𝑏1, . . . , 𝑏𝑀 на внутрiшнiй простiр точок перетину границi та шля-
ху. Точки 𝑐0, . . . , 𝑐𝑀 позначають границi менших вiкон на якi розбивається вихiдне
вiкно [𝜏 ′, 1).

а частини прямої 𝑙𝑖 як частини фiзичного простору для модельної мно-
жини, що побудована на сiтцi ̃︁𝐿𝑁 . Це дозволить побудувати точки 𝑙𝑖, якi
будуть точками даних для обчислення функцiй ̃︀𝐺 та 𝑔. Iншими словами,
неявно використовуємо частину модельної множини Λ̃︁𝐿𝑁

(𝑆𝑖) ∩ 𝑙𝑖.
Нехай 𝑚(𝑅) := max{|𝑐𝑖 − 𝑐𝑖−1|} та

𝜀′𝑁 := sup
𝑖

sup
(𝑥,𝑣),(𝑥,𝑢)∈𝑆𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝐺(𝑥, 𝑣)− ̃︀𝐺(𝑥, 𝑢)⃒⃒⃒ , 𝑖 = 1, . . . ,𝑀.

Кожне з 𝑠𝑗 ∈ ̃︀𝑆 лежить у рiвно однiй смузi 𝑆𝑖. Нехай (𝑝𝑗, 𝑞𝑗) буде його
проєкцiєю на частину прямої 𝑙𝑖. Тодi (𝑝𝑗, 𝑞𝑗) ≡ (𝑢𝑗, 0)𝐿 для деякого 𝑢𝑗 ∈
[0, 𝑅]. Таким чином, отримаємо {(𝑢1, 0), . . . , (𝑢𝑁2, 0)} на нашому шляху
{(𝑡, 0)𝐿 : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅}.

Маємо оцiнку (2.38), бiльш того
√
5

𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

̃︀𝐺(𝑠𝑖)=√5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

( ̃︀𝐺(𝑠𝑖)− ̃︀𝐺(𝑝𝑖, 𝑞𝑖))+√5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑢𝑖),
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точки решітки
спроектовані точки решітки

Рис. 2.6. Точки 𝑠𝑗, що лежать у смузi 𝑆𝑖 утворенiй вiкном [𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖), проєктуються на
частину 𝑙𝑖 шляху {(𝑡, 0)𝐿 : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑅} i породжують точки даних 𝑢𝑗, якi позначенi
маленькими хрестиками.

оскiльки

̃︀𝐺(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) = ̃︀𝐺((𝑢𝑖, 0)) = 𝑔(𝑢𝑖).

Таким чином,⃒⃒⃒⃒
⃒⃒√5𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

̃︀𝐺(𝑠𝑖)− √5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑢𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ √5𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝜀′𝑁 =
√
5 𝜀′𝑁 , (2.39)

оскiльки i 𝑠𝑖 i (𝑝𝑖, 𝑞𝑖) одночасно мають другу компоненту на тому самому
iнтервалi [𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖).

Поєднавши (2.38) та (2.39), отримаємо⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
T

̃︀𝐺𝑑𝜃 − √5
𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑢𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < √5 (𝜀𝑁 + 𝜀′𝑁). (2.40)

Це дає нам метод оцiнки iнтегралу
∫︀
T

̃︀𝐺d𝜃, використовуючи лише 𝑔 на

[0, 𝑅] та добре обранi точки на iнтервалi. Два параметри 𝑁 та 𝑅 контро-
люють оцiнку.
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Незважаючи на видиму складнiсть смуг, отриманi результати легко
iмплементуються. Для кожного 𝑠𝑖 = (𝑠𝑖, 𝑠

′
𝑖) iснує вектор зсуву 𝑡𝑗 ∈ 𝑇 для

якого модуль |𝑠′𝑖 + 𝑡′𝑗| мiнiмальний, тодi вiдповiднi точки даних мають
вигляд 𝑢𝑖 := 𝑠𝑖 + 𝑡𝑗, що i завершує крок 5 попереднього роздiлу.

Застосуємо наведений метод до двох функцiй 𝑓 : R→ R, кожна з яких
є локальною вiдносно модельної множини Λ = Λ([−1, 1𝜏 )).

Перша функцiя — це вiдстань до найближчої точки квазiкристала:

𝑓(𝑡) = вiдстань вiд 𝑡 до найближчої точки Λ. (2.41)

Це неперервна та кусково-лiнiйна функцiя, яка є локальною вiдносно Λ.
Друга функцiя — це 𝑓 :

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1, якщо 𝑥 належить довгому iнтервалу,

−1, якщо 𝑥 належить короткому iнтервалу,
(2.42)

яка є локальною вiдносно Λ, але лише частково неперервною з розривами
у точках 𝑥, де вiдбувається змiна довгих та коротких iнтервалiв. Графiки
цих функцiй (суцiльнi лiнiї) наведено на рис. 2.7 та рис. 2.12 вiдповiдно.

Рис. 2.7. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 (2.41). Пунктирна лiнiя — наближення
𝑓 sum, а штрихова лiнiя — наближення 𝑓 int. Обидвi апроксимацiї обчислено з викорис-
танням 𝑁2 = 49 точок сiтки у 𝐶 та 𝑀 = 11 частин шляху в 𝐶, вiдповiдний iнтервал
iнтегрування 𝑅 ≈ 23,30.

Наближаємо кожну з цих двох функцiй скiнченною кiлькiстю доданкiв
з їх розкладу Фур’є–Бора (2.19):

𝑓(𝑥) =
∑︁

𝑘∈Z̃[𝜏 ]∘

𝑎𝑘e
2𝜋i(𝑘|𝑥), 𝑥 ∈ R. (2.43)
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Рис. 2.8. Функцiя 𝑓 та апроксиманти (2.41) зображено з тими самими позначеннями
що i на рис. 2.7, але для дрiбнiших параметрiв: 𝑀 = 17, 𝑁2 = 121, та 𝑅 ≈ 37,43.

Рис. 2.9. Функцiю 𝑓 (2.41) зображено для параметрiв: 𝑁2 = 9, 𝑀 = 10 та 𝑅 ≈ 21,64.
Також тонкою лiнiєю зображено перiодичну апроксимацiю 𝑓 cos для 𝑛 = 50 коефiцiєн-
тiв обчислених за формулою (2.48).

Рис. 2.10. Тут зображено тi самi наближення, що i на рис. 2.9, але функцiї зображе-
но на промiжку [200, 215]. Спостерiгаємо, що аперiодичнi наближення продовжують
повторювати графiк 𝑓 на вiдмiну вiд перiодичного.

Для двох функцiй 𝑓 , якi розглядаємо, легко встановити вiдповiднi функ-
цiї 𝐹 на торi T = (R × R)/̃︀𝐿 та точно обчислити коефiцiєнти Фур’є–
Бора 𝑎𝑘 використовуючи (2.20).

З iншого боку, наближення залежить вiд вибору сiтки подрiбнен-
ня ̃︁𝐿𝑁 , яка в даному випадку має вигляд (1/𝑁)̃︀𝐿 = (1/𝑁)̃︂Z[𝜏 ] (та-
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Рис. 2.11. Тут зображено тi самi наближення, що i на рис. 2.9, але функцiї зображено
на промiжку [−115,−100].

𝑘 𝑎exact𝑘 𝑎int𝑘 𝑎sum𝑘

−1
2
− 1

2
𝜏 -0,1065-0,0367i -0,1065-0,0371i -0,1086-0,0581i

−1
2

0,0243+0,0287i 0,0236+0,0292i 0,0269+0,0711i

−1
2
+ 1

2
𝜏 0,0026+0,0153i 0,0035+0,0155i 0,0233-0,0332i

−1
2
𝜏 -0,0683+0,0407i -0,0680+0,0412i -0,0517+0,0542i

0 0,3618 0,3618 0,3367

1
2
𝜏 -0,0683-0,0407i -0,0680-0,0412i -0,0517-0,0542i

1
2
− 1

2
𝜏 0,0026-0,0153i 0,0035-0,0155i 0,0233+0,0332i

1
2

0,0243-0,0287i 0,0236-0,0292i 0,0269-0,0711i

1
2
+ 1

2
𝜏 -0,1065+0,0367i -0,1065+0,0371i -0,1086+0,0581i

Табл. 2.1. Порiвняння обчислених коефiцiєнтiв 𝑎𝑘 для наближень 𝑓 exact, 𝑓 int, та 𝑓 sum.
Параметри спiвпадають з рис. 2.13.

ким чином iндекс [̃︁𝐿𝑁 : ̃︀𝐿] дорiвнює 𝑁 2). Це визначає точки, що бу-
дуть спроєктованi у точки даних та набiр чисел 𝑘 якi слiд включити
до апроксимуючої суми (2.43), а саме набiр �̃� з 𝑘 = (𝑘, 𝑘′) ∈ ̃︂Z[𝜏 ]∘
обирається як представники групи ̃︂Z[𝜏 ]∘/𝑁̃︂Z[𝜏 ]∘ дуальної до групи
((1/𝑁)̃︂Z[𝜏 ])/̃︀𝐿. Обираємо 𝑘 з найменшим |𝑘|, тому 𝐾 складається з еле-
ментiв 𝑘 ∈ Z[𝜏 ], по одному для кожного класу конґруентностi Z[𝜏 ] за
модулем 𝑁Z[𝜏 ], обраних так, що |𝑘| є мiнiмальним для кожного кла-
су.
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Рис. 2.12. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 (2.42). Пунктирна лiнiя — графiк 𝑓 sum, а
штрихова — 𝑓 int. Обидва наближення обчислено для 𝑁2 = 81 точок сiтки у 𝐶, 𝑀 = 17

шляхiв у 𝐶, а вiдповiдний iнтервал iнтегрування задається числом 𝑅 ≈ 37,01.

Рис. 2.13. Функцiя 𝑓 (2.42) зображена для параметрiв: 𝑁2 = 49, 𝑀 = 11, 𝑅 ≈ 23, 30.
Також тонкою лiнiєю наведено перiодичне наближення 𝑓 cos обчислене для 𝑛 = 50

доданкiв. Пунктирна лiнiя вiдповiдає 𝑓 sum, а штрихова вiдповiдає 𝑓 exact.

Рис. 2.14. Тут наведено тi самi наближення, що i на рис. 2.13, але функцiї зображено
на промiжку [200, 215].

Позначимо через 𝑓 exact(𝑥) скiнченнi суми з формули (2.43), що набли-
жають функцiю 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R:

𝑓 exact(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

𝑎𝑘e
2𝜋i(𝑘|𝑥), 𝑥 ∈ R. (2.44)
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Рис. 2.15. Тут наведено тi самi наближення, що i на рис. 2.13, але функцiї зображено
на промiжку [−115,−100].

𝑥𝑖 𝑓(𝑥𝑖) 𝑓 exact(𝑥𝑖) 𝑓 int(𝑥𝑖) 𝑓 sum(𝑥𝑖) 𝑓 cos(𝑥𝑖)

-100 1 1,0960 1,0796 1,1907 0,8024

-50 1 1,0690 1,0628 0,6269 -0,1948

-15 1 1,1020 1,1637 1,1570 0,8162

-3-5𝜏 1 0,1092 0,0963 0,3515 0,8093

0 1 0,5331 0,5268 1,5952 0,8024

𝜏 -1 -0,0271 -0,0291 0,7757 0,3036

0,25+𝜏 -1 -1,2750 -1,2957 -1,3115 -0,1820

0,5+𝜏 -1 -0,7919 -0,8123 -0,7404 -0,1884

1+𝜏 1 0,0704 0,0971 -0,0128 0,7910

1+1,25𝜏 1 0,9261 0,9625 1,1215 0,8005

1+2,5𝜏 1 1,1233 1,1382 1,0246 0,7991

1+2,75𝜏 1 0,9577 0,9519 1,2470 0,7826

50 1 0,9241 0,9374 1,1735 -0,1948

100 -1 -1,2440 -1,2652 -1,5375 0,8024

500 1 1,0950 1,0639 0,9970 0,8024

Табл. 2.2. Порiвняння значень функцiй 𝑓 (2.42) та її наближень 𝑓 exact, 𝑓 int, 𝑓 sum i 𝑓 cos.

Тепер замiнимо коефiцiєнти 𝑎𝑘 у 𝑓 exact(𝑥) їх наближеннями

𝑎int𝑘 :=
1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑓(𝑥)e−2𝜋i(𝑘|𝑥)d𝑥 (2.45)
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вiдповiдно до (2.22), та позначимо отриману функцiю 𝑓 int(𝑥). Використо-
вуватимемо рiзнi значення 𝑅, якi вiдповiдають набору повних шляхiв у
фундаментальнiй областi, як це зображено на рис. 2.4.

Iнтеграли (2.45) замiнюються на скiнченнi суми, де iнтегрант обчислю-
ється на скiнченному наборi точок, якi походять з проєкцiй {𝑢1, . . . , 𝑢𝑁2}
отриманих з 𝑁 2 точок в 𝐶:

𝑎sum𝑘 :=
1

𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗). (2.46)

Остаточна апроксимацiя функцiї 𝑓 exact(𝑥) позначається 𝑓 sum(𝑥), це i є
наближення над яким працювали:

𝑓 sum(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

⎧⎨⎩ 1

𝑁 2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗)

⎫⎬⎭ e2𝜋𝑖(𝑘|𝑥). (2.47)

Воно обчислюється з точок даних у R, є скiнченною сумою експоненцiй-
них функцiй з частотами з модуля Фур’є функцiї 𝑓 , використовує дис-
кретнi групи, що походять з перiодичностi схеми перерiзiв та проєкцiй.
За побудовою функцiя 𝑓 sum є майже перiодичною та наближає функцiю 𝐹

на всiй прямiй, що обвиває тор.
Отже, маємо чотири функцiї: 𝑓 , 𝑓 exact, 𝑓 int, 𝑓 sum, усi визначенi для всiх

𝑥 ∈ R. Три наближенi функцiї залежать вiд кiлькостi 𝑀 частин шляху,
що проходять через фундаментальну область, та вiд кiлькостi 𝑁 2 точок
сiтки ̃︁𝐿𝑁 у фундаментальнiй областi 𝐶. Кожне з цих чисел обмежує повну
суму ряду Фур’є–Бора до однакового скiнченного набору частот 𝐾.

Обчислення та графiки, наведенi нижче, дозволяють порiвняти цi
функцiї. Також наведемо перiодичне Фур’є наближення за допомогою
функцiї косинуса

𝑓 cos(𝑥)=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘 cos

(︂
𝑘

2
𝜋𝑥

)︂
, де 𝑎𝑘=

1

2

2∫︁
0

𝑓(𝑥) cos

(︂
𝑘

2
𝜋𝑥

)︂
d𝑥. (2.48)
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Передбачувано, що 𝑓 cos не може добре наближати 𝑓 поза деяким iнтерва-
лом 𝐼, i вона не наближає. Насправдi, 𝑓 cos не є хорошим вибором навiть
для певної обмеженої областi 𝐼.

Дослiдження аперiодичних наближень показує, що вони дуже близькi
до оригiналiв, але спостерiгається дивна нечiткiсть наближень на iнтер-
валi [−𝜏 2, 0]. Пояснення цього феномену досить цiкаве та демонструє той
факт, що метод наближень чутливий до тонких властивостей аперiодич-
ностi. Той набiр Фiбоначчi, який використовували у наших прикладах
є сингулярним, тобто для нього параметризацiя тора не є однозначною.
Λ є однiєю з двох рiзних множин у 𝑋(Λ), якi перетворюються у тi са-
мi точки на торi T. Друга множина вiдрiзняється вiд Λ тим, що вона
мiстить точку {−𝜏} замiсть {−1}. Розклад Фур’є виконується на то-
рi T та однаково працює з обома цими множинами, а от функцiї най-
меншої вiдстанi до цих точок — рiзнi. Цiєї рiзницi не помiчає функцiя 𝐹 ,
але помiчає 𝐹 , при цьому Фур’є аналiз коливається мiж двома сцена-
рiями.

Подальшi подрiбнення сiтки не можуть покращити ситуацiю на цьо-
му iнтервалi. Але, якщо використаємо елемент з 𝑋(Λ) для якого перехiд
на тор буде 1 − 1, то даний феномен не матиме мiсця. У даному випад-
ку досить зсунути вiкно таким чином, щоб його кiнцi не належали Z[𝜏 ],
наприклад 1

2 + [−1, 1𝜏 ].

2.3. Шифрування зображень
за допомогою квазiкристалiв

Даний параграф дисертацiї присвячено ‘класичнiй’ задачi криптографiї,
а саме захисту даних, що передаються або зберiгаються вiд розголошен-
ня та спотворення. Ця проблема часто виникає, коли створення та ви-
користання даних роз’єднано в часi або просторi. У сучаснiй криптогра-
фiї iснує багато пiдходiв до цiєї проблеми, якi можна роздiлити на три
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основнi групи за типом ключiв: без ключа, симетричнi ключi та публiчнi
ключi [29,47].

У цьому параграфi запропоновано переставний симетричний метод
шифрування, оснований на аперiодичних точкових наборах, що у фiзич-
нiй лiтературi називаються квазiкристалами, а у математичнiй — модель-
ними множинами [26, 45]. Процес шифрування є строго аперiодичним та
розривним у кожнiй точцi. Кодування є стiйким, оскiльки обчислення
виконуються у цiлих числах та не мiстять помилку обчислення, частково
пошкодженi данi можуть бути успiшно декодованi без зростання кiлько-
стi пошкодженої iнформацiї. У заключнiй частинi обговорено змiннi, що
можуть входити до ключа шифрування.

У цьому параграфi буде наведено додатковi властивостi одновимiрних
множини перерiзiв та проєкцiй, що спрощують їх побудову та застосуван-
ня. Отже, множина перерiзiв та проєкцiй це дискретний детермiнований
аперiодичний набiр точок Λ у скiнченно-вимiрному дiйсному евклiдовому
просторi. Багато в чому квазiкристали нагадують ґратки (окрiм симетрiї
зсуву), тому подекуди їх називають аперiодичними ґратками.

Загальна iдея пропонованого пiдходу наступна. Беремо заданi цифровi
данi та встановлюємо вiдповiднiсть один-до-одного мiж iнформацiйними
байтами та натуральними числами N, далi пов’язуємо пiдмножину чи-
сел з N та фрагмент квазiкристала Λ (див. першi два рядки схеми на
рис. 2.16). На цьому етапi данi розташовано на точках квазiкристала. Да-
лi до точок квазiкристала застосовується ⋆-перетворення (див. другий i
третiй рядки схеми на рис. 2.16), яке є вирiшальним кроком процедури
шифрування. У результатi отримуємо точки квазiкристала, що мiстять
нашi данi, у змiшаному виглядi на вiкнi Ω. Єдине що залишається — це
встановити вiдповiднiсть мiж вмiстом вiкна Ω та бажаною сiткою для
виводу iнформацiї (див. два останнi рядки схеми на рис. 2.16).

Зауважимо, що це саме ⋆-перетворення позначали (·)′ у попереднiх
параграфах 2.1 та 2.2, тут використовуємо позначення ⋆ аби дотриматись
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термiнологiї робiт, що цитуються у даному параграфi.

Рис. 2.16. Схема найпростiшого шифру, основаного на квазiкристалi Λ(Ω).

Перш нiж зафiксовано криптозмiннi, не вiдомо, яку саме частину ква-
зiкристала буде використано для шифрування, навiть, якщо вiдомий об-
сяг даних шифрування, це одна з причин, якi обумовлюють нескiнченну
кiлькiсть можливих ключiв шифрування.

Процедура побудови точок квазiкристала є надзвичайно гнучкою: во-
ни можуть обчислюватись в один потiк або розбиватись на кiлька блокiв
для паралельного обчислення.

У роботi деталiзуємо лише найпростiшу з можливих версiй квазiкри-
стала, котра використовує лише вiдноснi положення точок квазiкристала
i не залежить вiд значень точок 𝑎+ 𝑏𝜏 , 𝑎, 𝑏 ∈ Z, в той час як цiлi числа 𝑎
та 𝑏 також добре застосовуються у шифруваннi.

2.3.1. Математичнi складовi методу шифрування Теоретичнi вi-
домостi, що стосуються одновимiрних квазiкристалiв дещо iншi нiж у
загальному випадку, оскiльки вони детальнiше вивченi, зокрема у робо-
тах [26,45,89,90,96].

Оберемо двi прямi 𝑉1 : 𝑦 = 𝜏𝑥 та 𝑉2 : 𝑦 = 𝜏 ′𝑥 на квадратнiй ґратцi Z2

(див. рис. 2.17), де 𝜏 та 𝜏 ′ це два iррацiональнi числа. Найпростiший вибiр
цих чисел 𝜏 = 1

2(1 +
√
5) i 𝜏 ′ = 1

2(1−
√
5). Одна з прямих, наприклад 𝑉1,

грає роль фiзичного простору (простору квазiкристала) на яку проєкту-
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Рис. 2.17. Побудова одновимiрного квазiкристала з квадратної ґратки цiлих чисел.

ється ‘перерiз’ ґратки Z2. У iншому напрямку 𝑉2, обираємо скiнченний
iнтервал Ω. Точка ґратки Z2 стає точкою квазiкристала, пiсля проєкцiї
на 𝑉1, за умови, якщо її проєкцiя на 𝑉2 потрапляє у вiкно Ω, тобто якщо
вона до проєкцiї належала ‘перерiзу’.

Позначимо через Z[𝜏 ] множину дiйсних чисел вигляду (𝑎 + 𝑏𝜏), з цi-
лими 𝑎 та 𝑏. Як i у параграфi 2.1 розглянемо ⋆-перетворення мiж точкою
квазiкристала (𝑎+ 𝑏𝜏) та точкою (𝑎+ 𝑏𝜏 ′) вiкна Ω, яке задається спiввiд-
ношенням

⋆ : Z[𝜏 ] −→ Z[𝜏 ′],

(𝑎+ 𝑏𝜏) ↦→ (𝑎+ 𝑏𝜏 ′), 𝑎, 𝑏 ∈ Z.

Iснує необмежена кiлькiсть iррацiональних пар, що можуть бути вико-
ристанi у нашiй конструкцiї. Наприклад, можна обрати 𝜏 i 𝜏 ′ як спряженi
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розв’язки двох нескiнченних серiй рiвнянь 𝑥2 = 𝑚𝑥 + 1, 𝑚 = 1, 2, . . . та
𝑥2 = 𝑚𝑥− 1, 𝑚 = 3, 4, . . ..

Одновимiрний квазiкристал або множина перерiзу та проєкцiї Λ𝜏(Ω)

описується таким чином.

Означення 2.10. Нехай Ω це скiнченний iнтервал, а 𝜏 i 𝜏 ′ — iррацiо-
нальнi числа, тодi

Λ𝜏(Ω) = {𝑎+ 𝑏𝜏 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑎+ 𝑏𝜏 ′ ∈ Ω},

де Ω — це вiкно квазiкристала Λ𝜏(Ω).

Варто пiдкреслити, що означений тут квазiкристал Λ𝜏(Ω) є нескiнчен-
ною та однорiдно дискретною точковою множиною, в той час як вiкно Ω

це скiнченний iнтервал, щiльно покритий ⋆-перетворенням точок з Λ𝜏(Ω).
З означення Λ𝜏(Ω) можна вивести ряд властивостей квазiкриста-

ла [45,96], зокрема аперiодичнiсть та розривнiсть ⋆-перетворення та iсну-
вання лише двох або трьох рiзних вiдстаней мiж сусiднiми точками ква-
зiкристала Λ𝜏(Ω). Наведемо двi наступнi теореми.

Твердження 2.11 ( [89]). Нехай Ω — це напiввiдкритий iнтервал. Для
кожної множини Λ𝜏(Ω) iснують додатнi числа Δ1,Δ2 ∈ Z[𝜏 ], такi,
що вiдстань мiж двома сусiднiми точками у Λ𝜏(Ω) набуває значень
з множини {Δ1,Δ2,Δ1 + Δ2}. Вiдстанi залежать лише вiд 𝜏, 𝜏 ′ та
довжини вiкна Ω.

Залежнiсть кiлькостi можливих вiдстаней мiж сусiднiми точками ква-
зiкристала вiд довжини вiкна виражається спiввiдношенням

{𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|𝑛 ∈ Z} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{Δ1, Δ2, Δ1 +Δ2},

якщо |Δ⋆
1 −Δ⋆

2| > |Ω|,

{Δ1, Δ2},

якщо |Δ⋆
1 −Δ⋆

2| = |Ω|.
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Зауважимо, що не iснує аналогiчних вiдстаней для перетворених то-
чок 𝑥⋆ у вiкнi Ω, тому ⋆-перетворення не можна розглядати як передба-
чуване перетворення.

Можна встановити загальну властивiсть масштабування квазiкриста-
лiв:

Твердження 2.12 ( [89]). Для довiльних iррацiональних чисел 𝜏 , 𝜏 ′,
𝜏 ̸= 𝜏 ′ та обмеженого iнтервалу Ω, iснують 𝜏 ′ ∈ (−1, 0), 𝜏 > 0, 𝑠 ∈ R
та Ω̃ (що задовольняють умовi max{1 + 𝜏 ′,−𝜏 ′} < |Ω̃| ≤ 1), такi що

Λ𝜏(Ω) = 𝑠Λ𝜏(Ω̃).

Бiльш того, вiдстанi мiж сусiднiми точками у Λ𝜏(Ω̃) рiвнi числам
𝜏 , 1 + 𝜏 , 1 + 2𝜏 , коли |Ω̃| ≠ 1 та числам 𝜏 , 1 + 𝜏 , коли |Ω̃| = 1.

Остаточно пiдкреслимо, що одновимiрний квазiкристал Λ𝜏(Ω) — це
нескiнченний дискретний аперiодичний набiр точок, однозначно визна-
чений вибором 𝜏 , 𝜏 ′ та вiкна Ω = [𝑐, 𝑐 + 𝑑), де 𝑐 та 𝑑 довiльнi дiйснi
числа. За твердженням 2.11, не втрачаючи загальностi, можемо розгля-
дати 𝜏 ′ ∈ (−1, 0), 𝜏 > 0, 𝑐 = 0 та 𝑑 ∈ (max{1 + 𝜏 ′,−𝜏 ′}, 1]. Бiльш того,
в умовах твердження 2.11 можна уникнути проблеми коли тi самi части-
ни рiзних квазiкристалiв Λ1 i Λ2, таких, що Λ1 = 𝑠Λ2 призводять до того
самого шифрування.

У випадку вищих розмiрностей досить застосувати декартiв добуток
одновимiрних квазiкристалiв, наприклад, у ортогональних напрямках.

Розглянемо два приклади одновимiрних квазiкристалiв Λ𝜏(Ω).

Приклад 2.13. Вiзьмемо два коренi квадратного рiвняння 𝑥2 = 𝑥 + 1:
𝜏 = 1+

√
5

2 та 𝜏 ′ = 1−
√
5

2 . Тодi 𝜏 + 𝜏 ′ = 1, 𝜏𝜏 ′ = −1. Оберемо Ω = [0, 𝑑),
𝑑 = 𝜏

2 , в цьому випадку задовольняються умови твердження 2.11: 𝜏 ′ ≈
−0,62 ∈ (−1, 0) та 𝜏 ≈ 1,62 > 0. Тодi вiдстанi мiж сусiднiми точками
квазiкристала Λ𝜏([0, 𝑑)) наступнi Δ1 = 𝜏 , Δ2 = 1 + 𝜏 i Δ3 = 1 + 2𝜏 .

У якостi початкової точки для побудови квазiкристала Λ𝜏([0, 𝑑)) мож-
на обрати будь-яку точку 𝑥 = 𝑎+𝑏𝜏 таку, що 𝑥′ = 𝑎+𝑏𝜏 ′ ∈ [0, 𝑑). Оберемо,
наприклад, точку 𝑥 = 0.
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На вiдмiну вiд означення (2.6), яке не є конструктивним, маємо не-
обхiдну iнформацiю для швидкої побудови точок квазiкристала. Можемо
рухатись лiворуч або праворуч вiд початкової точки додаючи або вiднi-
маючи одну за одною вiдстанi Δ1, Δ2 або Δ3.

Припустимо, що встановлено, що 𝑥 є точкою Λ𝜏([0, 𝑑)), тобто, що 𝑥′ ∈
[0, 𝑑), тодi права сусiдня точка до 𝑥 є однiєю з трьох

𝑥+ 𝜏, 𝑥+ 1 + 𝜏 або 𝑥+ 1 + 2𝜏.

Щоб визначити яка саме з них пiдходить, перевiряємо одне за одним
включення 𝑥+ 𝜏 ′ ∈ [0, 𝑑), 𝑥+1+ 𝜏 ′ ∈ [0, 𝑑) або 𝑥+1+2𝜏 ′ ∈ [0, 𝑑). Перше
включення яке справдилось визначає нову точку квазiкристала.

Вищенаведеним способом було отримано двi пiдмножини квазiкриста-
лiв Λ𝜏([0, 𝑑))

{. . . ,−1−2𝜏, −𝜏, 0, 1+𝜏, 2+2𝜏, 2+3𝜏, 3+4𝜏, . . .} ↔

↔ {. . . , Δ2, Δ1, Δ2, Δ2, Δ1, Δ2, . . .};

{. . . ,−𝜏, 0, 1 + 𝜏, 2 + 3𝜏, 3 + 4𝜏, . . .}↔

↔ {. . . ,Δ1, Δ2, Δ3, Δ2, . . .}.

Другий рядок у кожному з прикладiв мiстить вiдповiдну послiдов-
нiсть вiдстаней (порядок перевiрки чи належить спряжена точка вiкну).
Два наведенi квазiкристали вiдрiзняються порядком у якому три можли-
вi вiдстанi Δ1, Δ2 та Δ3 були використанi для побудови точок. Перший
випадок використано як другий рядок схеми на рис. 2.16.

Приклад 2.14. Наступний квазiкристал Λ𝜏(Ω) побудовано з викорис-
танням iррацiональностей 𝜏 = 1 +

√
2, 𝜏 ′ = 1 −

√
2, якi є коре-

нями рiвняння 𝑥2 = 2𝑥 + 1. Умови твердження 2.9 виконуються:
𝜏 ′ ≈ −0,42 ∈ (−1, 0) та 𝜏 ≈ 2,42 > 0. Оберемо Ω = [0, 1), у цьому випадку
лише двi рiзнi вiдстанi Δ1 = 𝜏 та Δ2 = 1 + 𝜏 мiж точками квазiкристала
Λ𝜏([0, 1)).
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Використовуючи нульову точку як початкову, отримаємо множину пе-
рерiзу та проєкцiї

{. . . ,−1−3𝜏,−2𝜏,−𝜏, 0, 1+𝜏, 1+2𝜏, 2+3𝜏, 2+4𝜏, 3+5𝜏, . . .}

↔ {. . . , Δ2, Δ1, Δ1, Δ2, Δ1, Δ2, Δ1, Δ2, . . .}.

Можливi випадки коли точка 𝑥′ розташована досить близько до межi
iнтервалу Ω, у цьому випадку процедура визначення належностi 𝑥′ ∈ Ω

чи не належностi 𝑥′ /∈ Ω точки вiкну займатиме багато часу. Цього можна
уникнути викидаючи з розгляду точки 𝑥′, що розташованi до меж Ω на
вiдстанi меншiй за деяке наперед задане число 𝜀.

Дiйснi числа вигляду 𝑎+ 𝑏𝜏 вважаються такими, що заданi двома цi-
лими компонентами кортежу (𝑎, 𝑏). Оскiльки необхiднi операцiї вичерпу-
ються додаванням та вiднiманням, то усi операцiї виконуються абсолютно
точно.

Застосуємо найпростiшу версiю симетричного шифрування за допо-
могою квазiкристала до двовимiрних цифрових даних, а саме до ши-
фрування растрових зображень. Вважаємо, що данi задано на двови-
мiрнiй ґратцi яка має скiнченну кiлькiсть точок 𝑛1 та 𝑛2 у кожному
з напрямкiв. Застосуємо вiдповiднi скiнченнi фрагменти квазiкристалiв
Λ(𝑖)(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2 та їх декартiв добуток в ортогональних напрямках
Λ(Ω) = Λ(1)(Ω1)⊗ Λ(2)(Ω2).

Як було зазначено вище, основним iнструментом є ⋆-перетворення мiж
скiнченними множинами Λ𝑖(Ω𝑖) та їх образами у Ω𝑖

Λ𝑖(Ω𝑖) ←→ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Швидкий метод побудови квазiкристалiв Λ𝑖(Ω𝑖) вимагає заданих зна-
чень 𝑛1, 𝑛2, 𝜏𝑖, 𝜏 ′𝑖 i Ω𝑖, а також двох початкових точок Λ𝑖(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2.

Припустимо, що задано растрове зображення 𝑃 (𝐿) на точках (𝑥, 𝑦)

фрагменту прямокутної ґратки, тодi кожна з координат даних обробля-
ється незалежно, використовуючи фрагмент квазiкристала, як показано
на рис. 2.16.
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Основний алгоритм шифрування:

• Будуємо два рiзних одновимiрних квазiкристали Λ(1) та Λ(2) розмiрiв
𝑛1 та 𝑛2, що вiдповiдають заданим даним 𝑃 (𝐿). (Кожен з фрагментiв
та вiкно можуть бути розташованi будь-де на вiдповiдних осях.)

• Спiвставляємо один-до-одного послiдовностi координат 𝑥 з точками
Λ(1), та аналогiчно спiвставляємо координати 𝑦 з точками Λ(2). (Та-
ким чином, 𝑥 перетворюється на точку 𝑥1 + 𝑥2𝜏 з Λ(1), а 𝑦 перетво-
рюється на точку 𝑦1 + 𝑦2𝜏 з Λ(2), де 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 — цiлi числа.)

• Ключовий крок шифрування це ⋆-перетворення Λ(1) ⊗ Λ(2) у вiдпо-
вiдне вiкно Ω1 ⊗ Ω2

Λ(1)(Ω1) −→ Ω1, Λ(2)(Ω2) −→ Ω2;

𝑥1 + 𝑥2𝜏1 ↦→ 𝑥1 + 𝑥2𝜏
′
1, 𝑦1 + 𝑦2𝜏2 ↦→ 𝑦1 + 𝑦2𝜏

′
2.

(Послiдовнiсть координат вихiдних даних драматично змiнюється
через розривнiсть ⋆-перетворення.)

• Останнiм кроком є вiдображення зашифрованих точок, якi зараз на-
лежать Ω1 та Ω2, у послiдовнiсть цiлих чисел вздовж осей 𝑥 та 𝑦.

Даний алгоритм переставляє точки з даними не змiнюючи самi данi
у кожнiй точцi. Прямим узагальненням є розглянути можливi значення
функцiї даних як ще один дискретний набiр точок i застосувати до нього
той самий алгоритм шифрування. У цьому випадку матимемо справу з
тривимiрною задачею i використаємо декартiв добуток трьох квазiкрис-
талiв.

Усi перетворення, що застосовуються у даному алгоритмi — однозна-
чнi, тому можуть бути використанi для дешифрування. Крiм цього, це
дозволяє використовувати алгоритм iтеративно. При втратi чи пошко-
дженнi частини зображення дешифрування вiдбудеться, оскiльки кожна
точка вiдновлюється незалежно вiд iнших.
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Для певних типiв даних цей алгоритм шифрування залишає слiди
в ортогональних напрямках, див. рис. 2.18b. Зауважимо, що причиною
цього недолiку є не застосування квазiкристала, а внутрiшнi властивостi
даних (повторюванiсть iнформацiї — кольору, яка не шифрується) та той
факт, що перестановка кожної з координат вiдбувається незалежно. Цьо-
го недолiку можна уникнути рiзними шляхами, один з них був згаданий
вище — це перехiд до тривимiрного випадку. Iншу можливiсть проiлю-
стровано на рис. 2.18c: двовимiрнi данi розглядаються у виглядi впоряд-
кованого одновимiрного масиву (друга модифiкацiя алгоритму). Ще один
досить швидкий спосiб полягає у введеннi додаткової циклiчної переста-
новки, що залежить вiд квазiкристала (перша модифiкацiя алгоритму),
див. рис. 2.18d.

a b c d

Рис. 2.18. Застосування алгоритмiв шифрування: a — початкове зображення; b —
основний алгоритм; c — друга модифiкацiя; d — перша модифiкацiя.

Основний алгоритм Перша модифiкацiя Друга модифiкацiя

3 секунди 6 секунд 192 секунди

Табл. 2.3. Час роботи програми.

Час, що займають обчислення за трьома наведеними алгоритмами по-
рiвнюється у таблицi 2.3. Обчислення виконувались з допомогою проце-
сора Pentium M 1.70 GHz та 1 Gb RAM. Використовувалось тестове зо-
браження Lenna розмiром 512 × 512 пiкселiв у 8-бiтнiй сiрiй шкалi (див.
рис. 2.19 та 2.23). Другу модифiкацiю алгоритму тестували на зображеннi
Lenna розмiром 200× 200-пiкселiв з 8-бiтною сiрою шкалою. Зауважимо,
що для обчислень зображення не розбивалось на блоки.
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Поданий алгоритм для шифрування кожного з одновимiрних наборiв
даних вимагає наступнi криптозмiннi:

• 𝜏 та 𝜏 ′ — iррацiональнi числа, якi є розв’язками одного з рiвнянь
𝑥2 = 𝑚𝑥+ 1, 𝑚 = 1, 2, . . . або 𝑥2 = 𝑚𝑥− 1, 𝑚 = 3, 4, . . .;

• 𝑎 та 𝑏 — цiлi числа, що визначають початкову точку для побудови
квазiкристала;

• 𝑋 набуває значень {‘+’, ‘–’} i визначає напрямок в якому будується
квазiкристал вiдносно початкової точки;

• 𝑠𝑚𝑙 або 𝑠𝑙 — порядок можливих вiдстаней у якому вони перевiря-
ються при побудовi квазiкристала;

• 𝜀— вiдстань вiд кiнцiв вiкна Ω поза якою розглядаються точки, отри-
манi ⋆-перетворенням;

• 𝑐 та 𝑑 — числа, що визначають вiкно Ω = [𝑐, 𝑐+ 𝑑);

• 𝐼 — натуральне число, що визначає кiлькiсть iтерацiй шифрування
з заданим квазiкристалом.

Таким чином, ключ має наступну структуру:

𝜏_𝜏 ′_𝑎_𝑏_𝑐_𝑑_𝑠𝑚𝑙_𝑋_𝜀_𝐼.

Бiльш складна система шифрування може бути створена, використо-
вуючи властивостi двовимiрних квазiкристалiв, якi не є декартовим до-
бутком одновимiрних. Завдяки ⋆-перетворенню квазiкристали можуть бу-
ти використанi для генерування випадкових чисел [53].

Зауважимо, що програмно реалiзований метод шифрування є перес-
тавним, тому ймовiрно може бути зламаний перебором. На скiльки вiдо-
мо автору, випробування запропонованого методу шифрування на стiй-
кiсть не проводились, оцiнити метод можемо лише вiзуально порiвнюю-
чи шифрування зображень, якi є стандартними тестовими зображеннями
(Lenna, Baboon та sailboat), та виходячи з математичних властивостей
квазiкристалiв та ⋆-перетворення.
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Рис. 2.19. Основний алгоритм шифрування без iтерацiй.

Рис. 2.20. Основний алгоритм шифрування без iтерацiй.

Рис. 2.21. Перша модифiкацiя основного алгоритму без iтерацiй.
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Рис. 2.22. Перша модифiкацiя основного алгоритму без iтерацiй.

Рис. 2.23. Перша модифiкацiя основного алгоритму без iтерацiй.

Рис. 2.24. Друга модифiкацiя основного алгоритму без iтерацiй.
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Рис. 2.25. Перша модифiкацiя основного алгоритму з 7 iтерацiями.

Рис. 2.26. Основний алгоритм шифрування з 5 iтерацiями.

Рис. 2.27. Перша модифiкацiя основного алгоритму з 5 iтерацiями.
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Проте в данiй роботi докладно викладено всi необхiднi математичнi
компоненти, що дозволять будувати та застосовувати квазiкристали для
будь-яких iнших систем шифрування, кодування, стиснення та iн.

Ряд прикладiв шифрування стандартних тестових растрових зобра-
жень наведено на рис. 2.19–2.27.
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Роздiл 3

Орбiт-функцiї та ортогональнi полiноми

Дослiдження проведенi у даному роздiлi обґрунтованi, з одного боку,
iнтенсивним зростанням кiлькостi тривимiрних даних та потребою у їх
обробцi та аналiзi, а, з iншого боку, тим фактом, що у задачах сучасної
математики та математичнiй фiзицi, зокрема, все частiше виникає потре-
ба використовувати системи координат та ґратки, що не є прямокутни-
ми. Важливим прикладом є задача дискретизацiї комплексного аналiзу,
зокрема, факторизацiя умов Кошi–Рiмана, яка була не надто вдало роз-
глянута на прямокутнiй ґратцi у 1944 роцi у роботi Лелонг-Серранд [80]
та було успiшно розв’язана на ґратках правильних трикутникiв у роботi
Диннiкова та Новiкова [34] та серiї iнших робiт, що продовжили побудову
дискретного комплексного аналiзу Новiкова–Диннiкова.

Ефективним iнструментом для дослiджень пов’язаних з непрямоку-
тними системами координат є кореневi та ваговi ґратки дiаграм Динкiна–
Коксетера. Цi ґратки, мiж iншим, породжують елементи скiнченного по-
рядку, якi застосовуються при дослiдженнi та наближеннi багатовимiрних
симплексiв. У даному роздiлi дослiджуються спецiальнi функцiї, якi були
вперше введенi у 2005 роцi Ї. Патерою [124] i називаються 𝐶-, 𝑆-, та 𝐸-
функцiями або орбiт-функцiями. Вони визначаються для вагових ґраток
i мають властивiсть симетрiї вiдносно дiї афiнної групи Вейля. Оскiльки
афiнна група Вейля мiстить, як пiдгрупу, групу зсувiв у R𝑛, то орбiт-
функцiї можна застосовувати для перетворень аналогiчних перетворенню
Фур’є, що породжує широкий спектр їх застосувань. Надзвичайно цiка-
вим є зв’язок орбiт-функцiй з важливими класами ортогональних полi-
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номiв, що дає можливiсть алгоритмiчно будувати цi полiноми у явному
виглядi, дискретизувати їх на рiзних ґратках та природно узагальнювати
вiдомi полiноми до випадкiв бiльшої кiлькостi змiнних.

У даному роздiлi детально вивчаються тривимiрнi спецiальнi орбiт-
функцiй, оскiльки саме вони необхiднi для обробки та аналiзу тривимiр-
них даних. Основою для їх побудови є сiм напiвпростих груп Лi рангу
три: SU(2)× SU(2)× SU(2), SU(3)× SU(2), O(5)× SU(2), G(2)× SU(2),
SU(4), O(7), Sp(6), що вiдповiдають алгебрам Лi: 𝐴1×𝐴1×𝐴1, 𝐴2×𝐴1,
𝐶2 × 𝐴1, 𝐺2 × 𝐴1, 𝐴3, 𝐵3, 𝐶3.

Загалом третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено орбiт-
функцiям, ортогональним полiномам та правилам галуження орбiт групи
Вейля, його органiзовано таким чином.

У першому параграфi вивчаються властивостi орбiт-функцiй, зокрема
тривимiрних: побудовано явний вигляд їх орбiт, стабiлiзаторiв, фундамен-
тальних областей, розроблено їх дискретизацiю та доведено дискретну ор-
тогональнiсть. Також у параграфi 3.1 отримано явний вигляд операторiв
другого порядку для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї та 𝑆-орбiт-функцiї
є вiдповiдно розв’язками крайових задач Неймана та Дiрiхле.

У параграфi 3.2 орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) простих алгебр Лi 𝐴𝑛

зведено до об’єднання орбiт груп Вейля максимальних редуктивних пiд-
алгебр алгебри 𝐴𝑛. Для усiх випадкiв 𝑛 ≤ 8 та нескiнченних серiй
𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1, 𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛 i 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛 побудовано
матрицi, що перетворюють точки орбiт 𝑊 (𝐴𝑛) у точки орбiт пiдалгебр.
Таким чином, знайдено правила галуження орбiт групи Вейля, що мо-
жуть бути застосованi для розкладу добуткiв орбiт-функцiй та до теорiї
зображень простих алгебр Лi. Крiм цього, у параграфi 3.2 доведено ек-
вiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-функцiй спецiальним функцiям багатьох
змiнних, запропонованим Клiмиком та Патерою у роботах [73,74].

Останнiй параграф роздiлу присвячено побудовi нескiнченних сiмей
ортогональних полiномiв 𝑛 змiнних. Запропоновано три методи побудови
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ортогональних полiномiв виходячи з орбiт-функцiй. Доведено еквiвалент-
нiсть кiлькох вiдомих сiмей ортогональних полiномiв, зокрема, полiномiв
Чебишева, Якобi, Макдональда та Курнвiндера полiномам орбiт-функцiй.
Отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй, що дозволяють алгоритмiч-
но будувати сiм’ї ортогональних полiномiв двох та трьох змiнних. Для
кожної з простих алгебр Лi рангiв два та три у явному виглядi знайдено
базовi полiноми та правила редукцiї полiномiв двох та трьох змiнних до
полiномiв iнших алгебр за максимальними пiдгрупами простих груп Лi.

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [79,102–106].

3.1. Простi групи Лi та орбiт-функцiї

Поняття орбiт-функцiй 𝑛 змiнних суттєво залежать вiд напiвпростих груп
Лi рангу 𝑛, що лежать в основi їх означень, тому цей роздiл почнемо з
необхiдних означень та стандартних властивостей [16,60,67].

Скiнченнi групи, що породжуються дзеркальними вiдображеннями у
𝑛-вимiрному дiйсному Евклiдовому просторi R𝑛, зазвичай називають гру-
пами Коксетера [60, 61]. Скiнченнi групи Коксетера подiляються на два
класи: кристалографiчнi та некристалографiчнi. Кристалографiчнi групи
також називаються групами Вейля напiвпростих груп Лi або алгебр Лi
i вони є групами симетрiй певних ґраток у R𝑛. Iснує чотири нескiнченнi
серiї таких груп (вiдповiдно до допустимих рангiв 𝑛) та п’ять окремих
виняткових груп рангiв 2, 4, 6, 7 та 8. Некристалографiчнi скiнченнi гру-
пи Коксетера — це групи симетрiй правильних 2𝐷 многогранникiв (дiе-
дральнi групи) та двi винятковi групи для 𝑛 = 3 (iкосаедральна група
порядку 120) та для 𝑛 = 4 група порядку 1202.

Нехай дiйсний Евклiдiв простiр R𝑛 натягнуто на простi коренi напiв-
простої групи Лi 𝐺. Позначимо базис простих коренiв як 𝛼-базис, взагалi
кажучи, вiн неортогональний та мiстить простi коренi щонайбiльше двох
рiзних довжин. Якщо напiвпроста група 𝐺 не є простою, то 𝛼-базиси її
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простих компонент взаємно ортогональнi. Розглянемо базис фундамен-
тальних ваг — 𝜔-базис, який є Z-дуальним до базису простих коренiв.
Для груп Лi з коренями рiзних довжин зручно додатково ввести дуаль-
нi базиси до 𝛼- та 𝜔-базисiв, а саме �̌�-базис та �̌�-базис вiдповiдно. При
потребi також використовуватимемо стандартний ортонормований базис
{𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛} Евклiдового простору R𝑛.

Зауваження 3.1. Зазвичай коренева система та система простих коре-
нiв виникають при класифiкацiї та визначаються не для простої групи
Лi, а для простої алгебри Лi, але, у лiтературi, часто використовують па-
ралельно термiни група Лi та алгебра Лi, коли це стосується кореневих
та вагових систем i мова йде саме про них, а не про алгебри чи групи, якi
їм вiдповiдають.

Наприклад, коренева система алгебри 𝐴1 складається з двох коренiв,
має один простий корiнь i, вiдповiдно, її ранг є одиницею. Але алгебра
Лi — тривимiрна та вiдповiдає групi Лi спецiальних лiнiйних перетворень
порядку три.

Для усiх простих груп Лi 𝐺 вiдомi їх матрицi Картана C, це 𝑛 × 𝑛-
матрицi, що мiстять усю ключову iнформацiю про групу, зокрема спiв-
вiдношення мiж 𝛼- та 𝜔-базисами:

𝛼 = C𝜔, 𝜔 = C−1𝛼,

де

C𝑖𝑗 =

(︂
2⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑗⟩
⟨𝛼𝑗, 𝛼𝑗⟩

)︂
, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}.

Тут i далi позначаємо через ⟨·, ·⟩ скалярний добуток у R𝑛. Не обмежуючи
загальностi, можна прийняти, що довжини довгого та короткого простих
коренiв визначаються спiввiдношеннями

⟨𝛼довгий, 𝛼довгий⟩ = 2, ⟨𝛼короткий, 𝛼короткий⟩ = 1.
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Дуальнi базиси визначаються наступними спiввiдношеннями

�̌�𝑖 =
2𝛼𝑖

⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑖⟩
, �̌�𝑖 =

2𝜔𝑖

⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑖⟩
, ⟨𝛼𝑖, �̌�𝑗⟩ = ⟨�̌�𝑖, 𝜔𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗,

тут i далi 𝛿𝑖𝑗 — це дельта-символ Кронекера.
Коренева ґратка 𝑄 та вагова ґратка 𝑃 групи 𝐺 утворюються усiма

цiлими лiнiйними комбiнацiями 𝛼-базису та 𝜔-базису,

𝑄 = Z𝛼1+Z𝛼2 + · · ·+ Z𝛼𝑛, 𝑃 = Z𝜔1 + Z𝜔2 + · · ·+ Z𝜔𝑛.

В загальному випадку 𝑄 ⊆ 𝑃 , але для груп Лi рангу 3 рiвнiсть не має
мiсця. Аналогiчно визначаються дуальнi ґратки

�̌� = Z�̌�1 + Z�̌�2 + · · ·+ Z�̌�𝑛, 𝑃 = Z�̌�1 + Z�̌�2 + · · ·+ Z�̌�𝑛.

У ваговiй ґратцi 𝑃 означимо конус домiнантних ваг 𝑃+ та конус строго
домiнантних ваг 𝑃++

𝑃 ⊃ 𝑃+ = Z≥0𝜔1 + · · ·+ Z≥0𝜔𝑛 ⊃ 𝑃++ = Z>0𝜔1 + · · ·+ Z>0𝜔𝑛.

Для кожної простої групи Лi 𝐺 iснує єдиний старший корiнь 𝜉

𝜉 = 𝑚1𝛼1 +𝑚2𝛼2 + · · ·+𝑚𝑛𝛼𝑛 = 𝑞1�̌�1 + 𝑞2�̌�2 + · · ·+ 𝑞𝑛�̌�𝑛. (3.1)

Коефiцiєнти 𝑚𝑖 та 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 є натуральними числами, що визнача-
ються однозначно i добре вiдомi для всiх простих груп Лi [60,67].

Групою Вейля 𝑊 (𝐺) напiвпростої групи Лi 𝐺 є скiнченна група по-
роджена в R𝑛 дзеркальними вiдображеннями вiдносно (𝑛 − 1)-вимiрних
дзеркал (гiперплощин), що ортогональнi до простих коренiв групи 𝐺

та проходять через початок координат R𝑛. Для простого кореня 𝛼𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛 вiдповiдне вiдображення 𝑟𝛼𝑖

задається спiввiдношенням

𝑟𝑖𝑥 = 𝑟𝛼𝑖
𝑥 = 𝑥− 2⟨𝑥, 𝛼𝑖⟩

⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑖⟩
𝛼𝑖 = 𝑥− ⟨𝑥, �̌�𝑖⟩𝛼𝑖, 𝑥 ∈ R𝑛. (3.2)

Нехай зафiксовано деяку напiвпросту групу Лi, тодi для будь-якої точ-
ки 𝜆 ∈ R𝑛 можна визначити її орбiту пiд дiєю групи Вейля 𝑊 (𝜆). Орбiту
точки

𝜆 = 𝑎1𝜔1 + 𝑎2𝜔2 + · · ·+ 𝑎𝑛𝜔𝑛
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з додатними координатами 𝑎𝑖 > 0 будемо називати породжуючою i
позначати 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛). Очевидно, що кожна група мiстить тривiаль-
ну одноточкову орбiту (0, . . . , 0). Кiлькiсть точок у породжуючiй орбiтi
|𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)| спiвпадає з порядком |𝑊 | групи Вейля. Iснує загальний
метод побудови орбiт групи Вейля для простих груп, далi побудуємо їх
явно для усiх напiвпростих груп Лi рангу 𝑛 = 3.

Розглянемо корiнь 𝛼0 = −𝜉 та вiдповiдне дзеркальне вiдображення 𝑟0

𝑟0𝑥 = 𝑟𝜉𝑥+
2𝜉

⟨𝜉, 𝜉⟩
,

де

𝑟𝜉𝑥 = 𝑥− 2⟨𝑥, 𝜉⟩
⟨𝜉, 𝜉⟩

𝜉, 𝑥 ∈ R𝑛.

Дiаграма Динкiна доповнена вершиною 𝛼0 та ребрами якi вiдповiда-
ють кутам мiж 𝛼0 та 𝛼𝑖 називається розширеною дiаграмою Динкiна.

Розширимо набiр з 𝑛 дзеркальних вiдображень 𝑟𝛼𝑖
, що заданi рiвнян-

ням (3.2) та породжують групу Вейля 𝑊 , щойно означеним вiдображен-
ням 𝑟0. У результатi отримаємо груповi перетворення простору R𝑛, по-
родженi 𝑛 + 1 вiдображеннями 𝑟0, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, якi називаються афiнною
групою Вейля 𝑊 aff .

Фундаментальною областю 𝐹 (𝐺) ⊂ R𝑛 для афiнної групи Вейля
𝑊 aff(𝐺) називається опуклий многогранник з вершинами

{︀
0, 𝜔1

𝑞1
, . . . , 𝜔𝑛

𝑞𝑛

}︀
,

де 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — це коефiцiєнти розкладу старшого кореня у термiнах
�̌�𝑖. Використовуючи коефiцiєнти𝑚𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 розкладу старшого коре-
ня (3.1) у термiнах 𝛼𝑖 можемо подати вершини фундаментальної областi
у виглядi{︂

0,
�̌�1

𝑚1
,
�̌�2

𝑚2
, . . . ,

�̌�𝑛

𝑚𝑛

}︂
.

Група 𝑊 aff має нескiнченний порядок та вiдображає 𝐹 (𝐺) вiдносно її
(𝑛− 1)-вимiрних граней у весь Евклiдiв простiр,

𝑊 aff𝐹 = R𝑛. (3.3)
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Нехай 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R≥0, задамо точки фундаментальної областi
у явному виглядi

𝐹 (𝐺) = {𝑥1�̌�1+𝑥2�̌�2+ · · ·+𝑥𝑛�̌�𝑛 | 𝑥0+𝑥1𝑚1+ · · ·+𝑥𝑛𝑚𝑛=1}. (3.4)

Позначимо внутрiшню частину фундаментальної областi int(𝐹 ) та
розглянемо точку 𝑥 ∈ 𝐹 . Групою iзотропiї точки 𝑥 ∈ 𝐹 є

Stab𝑊 aff(𝑥) = {𝑤 ∈ 𝑊 aff | 𝑤𝑥 = 𝑥}.

Група iзотропiї тривiальна Stab𝑊 aff(𝑥) = 1, якщо 𝑥 ∈ int(𝐹 ), тобто 𝑥𝑖 > 0,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. У рештi випадкiв пiдгрупа iзотропiї Stab𝑊 aff(𝑥) породжує-
ться дзеркальними вiдображеннями 𝑟𝑖 для яких 𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Дiаграма Динкiна пiдгрупи iзотропiї Stab𝑊 aff(𝑥) отримується з розшире-
ної дiаграми Динкiна з якої викидаються вершини (та приєднанi до них
ребра), що вiдповiдають кореням 𝛼𝑖 для яких 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Вiдпо-
вiдний пiдграф завжди власний, оскiльки завжди iснує кiлька 𝑥𝑖 > 0.

Визначимо сiтку-розбиття (подрiбнення) фундаментальної областi
𝐹𝑀 ⊂ 𝐹 , щiльнiсть якого залежить вiд довiльного натурального числа𝑀 .
Виберемо розбиття 𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛 ∈ Z≥0 числа 𝑀 на доданки з коефiцiєн-
тами старшого кореня, тодi

𝐹𝑀=

{︃
𝑠1
𝑀
�̌�1+

𝑠2
𝑀
�̌�2+ · · ·+

𝑠𝑛
𝑀
�̌�𝑛 | 𝑠𝑖 ∈ Z≥0, 𝑠0+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝑚𝑖=𝑀

}︃
.

Кiлькiсть точок сiтки 𝐹𝑀 позначатимемо |𝐹𝑀 |, а об’єм фундаменталь-
ної областi 𝐹 вiдносно евклiдової мiри позначимо |𝐹 |.

Зауваження 3.2. У випадку прямого добутку груп 𝐺 = 𝐺′ ×𝐺′′, де 𝐺′

та 𝐺′′ простi, фундаментальна область 𝐺 будується виходячи з графу,
який є об’єднанням вiдповiдних дiаграм Динкiна, додатковi ребра мiж
пiдграфами не будуються, оскiльки добуток прямий. Те саме має мiсце
для сiток 𝐹𝑀 ′,𝑀 ′′, але для кожної простої групи числа 𝑀 ′ та 𝑀 ′′ можна
обирати незалежно.
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Якщо два рiзних числа 𝑀1 та 𝑀2 задовольняють умову подiльностi
𝑀1 mod 𝑀2 = 0, то вiдповiднi сiтки для тiєї самої напiвпростої групи 𝐺
пов’язанi спiввiдношенням 𝐹𝑀2

⊂ 𝐹𝑀1
.

Якщо 𝐺 = 𝐺′ × 𝐺′′ (або 𝐺 = 𝐺′ × 𝐺′′ × 𝐺′′′, i т.п.) аналогiчне
твердження справедливе для наборiв сiток, тобто, якщо 𝑀 ′

1 mod 𝑀 ′
2 = 0

i 𝑀 ′′
1 mod 𝑀 ′′

2 = 0 тодi 𝐹𝑀 ′
2,𝑀

′′
2
⊂ 𝐹𝑀 ′

1,𝑀
′′
1
.

Розглянемо елементи з𝑊 , якi утворенi парною кiлькiстю дзеркальних
вiдображень та пiдгрупу, яка породжена ними

𝑊e = {𝑟𝑖1𝑟𝑖2 · · · 𝑟𝑖2𝑘|𝑘 ∈ N, 𝑟𝑖𝑙 ∈ 𝑊, 𝑙 = 1, 2𝑘}. (3.5)

𝑊e — нормальна пiдгрупа iндесу 2 групи Вейля, тобто 2|𝑊e| = |𝑊 |.
Позначимо орбiту точки 𝜆 ∈ 𝑃 вiдносно дiї парної пiдгрупи групи

Вейля 𝑊e як 𝑊e(𝜆), а розмiрнiсть орбiти позначимо |𝑊e(𝜆)|, тодi для
деякого 𝑟𝑖 ∈ 𝑊

𝑊 (𝜆) =

⎧⎨⎩𝑊e(𝜆) ∪𝑊e(𝑟𝑖𝜆), якщо 𝜆 ∈ 𝑃++;

𝑊e(𝜆), якщо 𝜆 ∈ 𝑃+ ∖ 𝑃++.
(3.6)

Очевидно, що виконується одне з спiввiдношень |𝑊e(𝜆)| = 1
2 |𝑊 (𝜆)|, якщо

𝜆 ∈ 𝑃++, або |𝑊e(𝜆)| = |𝑊 (𝜆)|, якщо 𝜆 ∈ 𝑃+ ∖ 𝑃++.
Зауважимо, що кожна орбiта парної пiдгрупи 𝑊e мiстить рiвно одну

точку з 𝑃𝑒 := 𝑃+ ∪ 𝑟𝑖𝑃++, 𝑟𝑖 ∈ 𝑊 .
Аналогiчно можна ввести поняття афiнної парної пiдгрупи

𝑊 aff
𝑒 = {𝑟𝑖1𝑟𝑖2 · · · 𝑟𝑖2𝑘|𝑘 ∈ N, 𝑟𝑖𝑙 ∈ 𝑊 aff , 𝑙 = 1, . . . , 2𝑘},

та її фундаментальну область

𝐹𝑒 = 𝐹 ∪ 𝑟𝑖𝐹, (3.7)

де 𝐹 — фундаментальна область 𝑊 aff (3.4) та 𝑟𝑖 ∈ 𝑟0, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛.
Та сама формула має мiсце i для сiтки фундаментальної областi 𝐹𝑒

𝐹𝑒𝑀 = 𝐹𝑀 ∪ 𝑟𝑖𝐹𝑀 , 𝑟𝑖 ∈ 𝑊 aff .
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Зауваження 3.3. З формули (3.7) випливає, що фундаментальна
область 𝑊e не єдина, отже її можна обирати виходячи зi зручностi для
певного застосування.

Для початку розглянемо просту компактну групу Лi рангу один SU(2);
її алгебра Лi в класифiкацiї Динкiна це 𝐴1, яка вiдповiдає найменшiй
можливiй нерозв’язнiй алгебрi Лi sl(2,C) i має розмiрнiсть три. Її (1×1)-
матриця Картана — це число C = (2). Коренева система 𝐴1 складається
з двох коренiв ±𝛼. Ґратки коренiв та ваг мають вигляд

𝑄 = {Z𝛼}, 𝑃 = {Z𝜔}, де 𝛼 = C𝜔, тобто 𝜔 = 1
2𝛼.

Таким чином 𝑃 = 𝑄 ∪ (𝑄+ 𝜔).
Група Вейля 𝑊 (𝐴1) має порядок 2, це група дзеркальних вiдображень

вiдносно нуля на прямiй R: 𝑊 = {1,−1} та 𝑊e = {1}. Внаслiдок цього
орбiта групи Вейля, що мiстить точку 𝑥 ̸= 0, також мiстить точку −𝑥,
але орбiта парної пiдгрупи складається з єдиної точки або 𝑥 або −𝑥.

Фундаментальна область 𝐹 це iнтервал з кiнцями 𝐹 = {0, 𝜔}.
Сiтка 𝐹𝑀 ⊂ 𝐹 визначається додатнiм цiлим числом 𝑀 та складається

з 𝑀 + 1 точки

𝐹𝑀 =
{︀
0, 1

𝑀 ,
2
𝑀 , . . . ,

𝑀−1
𝑀 , 1

}︀
.

Розгляд простих груп рангу два опустимо, оскiльки iнформацiя про
них мiститься у строго напiвпростих групах рангу три. Компактнi напiв-
простi групи Лi рангу три є найважливiшими з точки зору прикладних
застосувань. Для кожної з них обчислимо всю необхiдну iнформацiю для
означення, побудови та дискретизацiї тривимiрних орбiт-функцiй, зокре-
ма дiаграми Динкiна, на яких короткi простi коренi 𝛼 позначимо зафар-
бованими кругами та над кожним з простих коренiв вкажемо його кое-
фiцiєнт у розкладi старшого кореня. Слiд зазначити, що прямокутнi або
частково-прямокутнi ґратки можуть мiстити лише ваговi ґратки груп Лi
SU(2)× SU(2)× SU(2), O(5)× SU(2), O(7) та Sp(6).
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Рис. 3.1. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1; 𝑥, 𝑦 та 𝑧

вказують вiдповiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}.
Праворуч: сiтка 𝐹2,1,3(𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1).

Алгебра Лi 𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1 (група Лi SU(2) × SU(2) × SU(2)).
Цей випадок є прямою сумою трьох копiй алгебри 𝐴1, дiаграма Дин-

кiна, матриця Картана та обернена до неї мають вигляд
1i
𝛼1

1i
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 0 0
0 2 0
0 0 2

)︁
, C−1 = 1

2

(︁
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)︁
.

Всi простi коренi мають однакову довжину
√
2. Базиси простих коре-

нiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдношеннями

𝛼𝑖 = 2𝜔𝑖, 𝜔𝑖 =
1
2𝛼𝑖, �̌�1 = 𝛼1, �̌�1 = 𝜔1, 𝑖 = 1, 2, 3.

Обчисливши кореневий та ваговий базиси у ортонормованому базисi
{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отримаємо

𝛼𝑖 =
√
2𝑒𝑖, 𝜔𝑖 =

1√
2
𝑒𝑖, �̌�𝑖 =

1√
2
𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3.

Старшi коренi для простих пiдгруп 𝐴1 задаються формулами

𝜉 = 𝛼1, 𝜉 = 𝛼2, 𝜉 = 𝛼3.

Фундаментальна область — куб (див. рис. 3.1) з вершинами

𝐹 (𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1) = {0, 𝜔𝑖, 𝜔𝑖 + 𝜔𝑗, 𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3},

де 𝑗 < 𝑖 ∈ 1, 2, 3.
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Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1)| = |�̌�1| · |�̌�2| · |�̌�3| =
1

2
√
2
.

Сiтка 𝐹𝑀,𝑀 ′,𝑀 ′′ ⊂ 𝐹 визначається незалежним вибором трьох нату-
ральних чисел 𝑀 , 𝑀 ′ i 𝑀 ′′ та складається з усiх точок

𝐹𝑀,𝑀 ′,𝑀 ′′(𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1) =

=
{︁

𝑠1
𝑀 �̌�1 +

𝑠′1
𝑀 ′ �̌�2 +

𝑠′′1
𝑀 ′′ �̌�3 | 𝑠1≤𝑀, 𝑠′1≤𝑀 ′, 𝑠′′1≤𝑀 ′; 𝑠1, 𝑠

′
1, 𝑠
′′
1 ∈ Z≥0

}︁
.

Сiтка буде кубiчною у випадку 𝑀 = 𝑀 ′ = 𝑀 ′′, та паралелепiпедальною
у рештi випадкiв.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀,𝑀 ′,𝑀 ′′ обчислюється за формулою

|𝐹𝑀,𝑀 ′,𝑀 ′′(𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1)| =

= |𝐹𝑀(𝐴1)| · |𝐹𝑀 ′(𝐴1)| · |𝐹𝑀 ′′(𝐴1)| = (𝑀 + 1)(𝑀 ′ + 1)(𝑀 ′′ + 1).

Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з восьми точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1) = {(±𝑎, ±𝑏, ±𝑐)}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 8, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 4,

|𝑊(0,0,0)| = 1, |𝑊(𝑎,0,0)| = |𝑊(0,𝑏,0)| = |𝑊(0,0,𝑐)| = 2.

Алгебра Лi 𝐴2 × 𝐴1 (група Лi SU(3) × SU(2)). Дiаграма Дин-
кiна, матриця Картана та обернена до неї мають вигляд

1i
𝛼1

1i
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

)︁
, C−1 = 1

6

(︁
4 2 0
2 4 0
0 0 3

)︁
.

Всi простi коренi мають однакову довжину
√
2. Базиси простих коре-

нiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдношеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 𝜔2, 𝜔1 =
2
3𝛼1 +

1
3𝛼2, �̌�1 = 𝛼1, �̌�1 = 𝜔1,

𝛼2 = −𝜔1 + 2𝜔2, 𝜔2 =
1
3𝛼1 +

2
3𝛼2, �̌�2 = 𝛼2, �̌�2 = 𝜔2,

𝛼3 = 2𝜔3, 𝜔3 =
1
2𝛼3, �̌�3 = 𝛼3, �̌�3 = 𝜔3.
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Рис. 3.2. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐴2 ×𝐴1; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують
вiдповiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, фундамен-
тальна область 𝐴2 лежить у площинi 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 = 0. Праворуч: сiтка 𝐹2,3(𝐴2 × 𝐴1).

Для геометричної вiзуалiзацiї обчислимо 𝜔- та 𝛼-базиси у ортонормо-
ваному базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}

𝛼1 = (1, −1, 0) = 𝑒1 − 𝑒2,

𝛼2 = (0, 1, −1) = 𝑒2 − 𝑒3,

𝛼3 =
√
2√
3
(1, 1, 1) =

√
2√
3
(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3),

𝜔1 = (23 ,−
1
3 ,−

1
3) =

2
3𝑒1 −

1
3𝑒2 −

1
3𝑒3 = �̌�1,

𝜔2 = (13 ,−
1
3 ,−

2
3) =

1
3𝑒1 +

1
3𝑒2 −

2
3𝑒3 = �̌�2,

𝜔3 =
1√
6
(1, 1, 1) = 1√

6
(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3) = �̌�3.

Старшi коренi для простих пiдгруп 𝐴2 та 𝐴1 задаються формулами

𝜉 = 𝛼1 + 𝛼2, 𝜉 = 𝛼3.

Фундаментальна область — цилiндр (див. рис. 3.2) з правильним три-
кутником у основi та з висотою 𝜔3, його вершини

𝐹 (𝐴2 × 𝐴1) = {0, 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔1 + 𝜔3, 𝜔2 + 𝜔3}.

Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐴2 × 𝐴1)| = 1
2([�̌�1, �̌�2], �̌�3) =

1
2 ·

1
3 ·

1
3 ·

1√
6

⃒⃒⃒
2 −1 −1
1 1 −2
1 1 1

⃒⃒⃒
= 1

2
√
6
.
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Сiтка 𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐴2×𝐴1) ⊂ 𝐹 (𝐴2×𝐴1) визначається незалежним вибором
двох натуральних чисел 𝑀 i 𝑀 ′ та складається з точок

𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐴2 × 𝐴1) =

=
{︁

𝑠1
𝑀 �̌�1 +

𝑠2
𝑀 �̌�2 +

𝑠′1
𝑀 ′ �̌�3 | 𝑠1 + 𝑠2 ≤𝑀, 𝑠′1 ≤𝑀 ′; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠

′
1 ∈ Z≥0

}︁
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐴2 × 𝐴1) обчислюється за формулою

|𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐴2 × 𝐴1)| = |𝐹𝑀(𝐴2)| · |𝐹𝑀 ′(𝐴1)| =

=
(︁
(𝑀 + 1)2 − 𝑀(𝑀+1)

2

)︁
(𝑀 ′ + 1).

Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з дванадцяти точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)((𝐴2 × 𝐴1)) = {(𝑎, 𝑏, ±𝑐), (−𝑎, 𝑎+ 𝑏, ±𝑐), (𝑎+ 𝑏, −𝑏, ±𝑐),

(𝑏, −(𝑎+ 𝑏), ±𝑐), (−(𝑎+ 𝑏), 𝑎, ±𝑐), (−𝑏, −𝑎, ±𝑐)}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 12, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 6, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 6, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 6,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 3, |𝑊(0,𝑏,0)| = 3, |𝑊(0,0,𝑐)| = 2, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Алгебра Лi 𝐶2 × 𝐴1 (група Лi O(5) × SU(2)). Дiаграма Динкi-
на, матриця Картана та обернена до неї мають вигляд

2y
𝛼1

1i
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 −1 0
−2 2 0
0 0 2

)︁
, C−1 = 1

2

(︁
2 1 0
2 2 0
0 0 1

)︁
.

Оскiльки простий корiнь 𝛼1 є коротким, то вiдноснi довжини простих
коренiв наступнi: ⟨𝛼1, 𝛼1⟩ = 1, ⟨𝛼2, 𝛼2⟩ = ⟨𝛼3, 𝛼3⟩ = 2.

Базиси простих коренiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдно-
шеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 𝜔2, 𝜔1 = 𝛼1 +
1
2𝛼2, �̌�1 = 2𝛼1, �̌�1 = 2𝜔1,

𝛼2 = −2𝜔1 + 2𝜔2, 𝜔2 = 𝛼1 + 𝛼2, �̌�2 = 𝛼2, �̌�2 = 𝜔2,

𝛼3 = 2𝜔3, 𝜔3 =
1
2𝛼3, �̌�3 = 𝛼3, �̌�3 = 𝜔3.
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Рис. 3.3. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐶2 ×𝐴1; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують
вiдповiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, фундамен-
тальна область 𝐶2 — рiвнобедрений прямокутний трикутник, що лежить у площинi
𝑧 = 0, його прямий кут у вершинi 1

2
�̌�1. Праворуч: сiтка 𝐹3,2(𝐶2 × 𝐴1).

Обчисливши кореневий та ваговий базиси у ортонормованому базисi
{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отримаємо

𝛼1 = (0, 1, 0) = 𝑒2,

𝛼2 = (1,−1, 0) = 𝑒1 − 𝑒2,

𝛼3 = (0, 0,
√
2) =

√
2𝑒3,

𝜔1 = (12 ,
1
2 , 0) =

1
2𝑒1 +

1
2𝑒2, �̌�1 = (1, 1, 1),

𝜔2 = (1, 0, 0) = 𝑒1, �̌�2 = (1, 0, 0),

𝜔3 = (0, 0, 1√
2
) = 1√

2
𝑒3, �̌�3 = (0, 0, 1√

2
).

Старшi коренi для простих пiдгруп 𝐶2 та 𝐴1 задаються формулами

𝜉 = 2𝛼1 + 𝛼2, 𝜉 = 𝛼3.

Фундаментальна область 𝐹 (𝐶2×𝐴1) — цилiндр з трикутною основою
(див. рис. 3.3) з вершинами

𝐹 (𝐶2 × 𝐴1) =
{︀
0, 1

2�̌�1, �̌�2, �̌�3,
1
2�̌�1 + �̌�3, �̌�2 + �̌�3

}︀
.

Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐶2 × 𝐴1)| = 1
4([�̌�2, �̌�1], �̌�3) =

1
4 ·

1√
2

⃒⃒⃒
1 0 0
1 1 0
0 0 1

⃒⃒⃒
= 1

4
√
2
.
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Сiтка 𝐹𝑀,𝑀 ′ ⊂ 𝐹 визначається незалежним вибором двох натуральних
чисел 𝑀 i 𝑀 ′ та складається з усiх точок

𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐶2 × 𝐴1) =

=
{︁

𝑠1
𝑀 �̌�1 +

𝑠2
𝑀 �̌�2 +

𝑠′1
𝑀 ′ �̌�3 | 2𝑠1 + 𝑠2 ≤𝑀, 𝑠′1 ≤𝑀 ′; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠

′
1 ∈ Z≥0

}︁
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐶2 × 𝐴1) обчислюється за формулою

|𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐶2 × 𝐴1)| = |𝐹𝑀(𝐶2)| · |𝐹𝑀 ′(𝐴1)| =

=
(︀[︀

𝑀
2

]︀
+ 1
)︀ (︀
𝑀 + 1−

[︀
𝑀
2

]︀)︀
(𝑀 ′ + 1),

де [ · ] позначає цiлу частину числа.
Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з 16 точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐶2 × 𝐴1) = {±(𝑎, 𝑏, 𝑐), ±(𝑎, 𝑏,−𝑐), ±(−𝑎, 𝑎+ 𝑏, 𝑐),

±(𝑎+ 2𝑏,−𝑏, 𝑐), ±(𝑎+ 2𝑏,−(𝑎+ 𝑏), 𝑐), ±(−𝑎, 𝑎+ 𝑏,−𝑐),

±(𝑎+ 2𝑏,−(𝑎+ 𝑏),−𝑐), ±(𝑎+ 2𝑏,−𝑏,−𝑐)}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 16, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 8, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 8, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 8,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 4, |𝑊(0,𝑏,0)| = 4, |𝑊(0,0,𝑐)| = 2, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Алгебра Лi 𝐺2 × 𝐴1 (група Лi 𝐺2 × SU(2)). Дiаграма Динкiна,
матриця Картана та обернена до неї мають вигляд

2i
𝛼1

3y
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 −3 0
−1 2 0
0 0 2

)︁
, C−1 = 1

2

(︁
4 6 0
2 4 0
0 0 1

)︁
.

Оскiльки простий корiнь 𝛼2 є коротким, то вiдноснi довжини простих
коренiв наступнi ⟨𝛼2, 𝛼2⟩ = 1 та ⟨𝛼1, 𝛼1⟩ = ⟨𝛼3, 𝛼3⟩ = 2.

Базиси простих коренiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдно-
шеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 3𝜔2, 𝜔1 = 2𝛼1 + 3𝛼2, �̌�1 = 𝛼1, �̌�1 = 𝜔1,

𝛼2 = −𝜔1 + 2𝜔2, 𝜔2 = 𝛼1 + 2𝛼2, �̌�2 = 3𝛼2, �̌�2 = 3𝜔2,

𝛼3 = 2𝜔3, 𝜔3 =
1
2𝛼3, �̌�3 = 𝛼3, �̌�3 = 𝜔3.
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Рис. 3.4. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐺2 ×𝐴1; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують
вiдповiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, фундамен-
тальна область 𝐺2 — половина рiвностороннього трикутника, що лежить у площинi
𝑧 = 0. Праворуч: сiтка 𝐹4,3(𝐺2 × 𝐴1).

Обчисливши 𝛼- та 𝜔-базиси у ортонормованому базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отри-
маємо

𝛼1 = (
√
2, 0, 0) =

√
2𝑒1, 𝜔1 = ( 1√

2
,
√
3√
2
, 0) = 1√

2
𝑒1 +

√
3√
2
𝑒2,

𝛼2 = (− 1√
2
, 1√

6
, 0) = − 1√

2
𝑒1 +

1√
6
𝑒2, 𝜔2 = (0,

√
2√
3
, 0) =

√
2√
3
𝑒2,

𝛼3 = (0, 0,
√
2) =

√
2𝑒3, 𝜔3 = (0, 0, 1√

2
) = 1√

2
𝑒3,

�̌�1 = ( 1√
2
,
√
3√
2
, 0),

�̌�2 = (0,
√
6, 0),

�̌�3 = (0, 0, 1√
2
).

Старшi коренi для простих пiдгруп задаються формулами

𝜉 = 2𝛼1 + 3𝛼2, 𝜉 = 𝛼3.

Фундаментальна область 𝐹 — цилiндр з трикутною основою (див.
рис. 3.4). Її вершини наступнi

𝐹 (𝐺2 × 𝐴1) = {0, 1
2�̌�1,

1
3�̌�2, �̌�3,

1
2�̌�1 + �̌�3,

1
3�̌�2 + �̌�3}.
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Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐺2 × 𝐴1)| = 1
2⟨[

1
2�̌�1,

1
3�̌�2], �̌�3⟩ = 1

2 ·
1

2
√
2
· 1√

3
· 1√

2

⃒⃒⃒⃒
1
√
3 0

0
√
2 0

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
=

√
6

24
,

тут [·, ·] позначає векторний добуток.
Сiтка 𝐹𝑀,𝑀 ′ ⊂ 𝐹 визначається незалежним вибором двох натуральних

чисел 𝑀 i 𝑀 ′ та складається з усiх точок

𝐹𝑀,𝑀 ′(𝐺2 × 𝐴1) =

=
{︁

𝑠1
𝑀 �̌�1 +

𝑠2
𝑀 �̌�2 +

𝑠′1
𝑀 ′ �̌�3 | 2𝑠1 + 3𝑠2 ≤𝑀, 𝑠′1 ≤𝑀 ′; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠

′
1 ∈ Z≥0

}︁
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀,𝑀 ′ обчислюється за формулою

|𝐹𝑀,𝑀 ′′(𝐺2 × 𝐴1)| = |𝐹𝑀(𝐺2)| · |𝐹𝑀 ′(𝐴1)| =

=

⎛⎝[︀𝑀
3

]︀
+ 1 +

𝑀
3∑︁

𝑖=0

[︀
𝑀−3𝑖

2

]︀⎞⎠ (𝑀 ′ + 1),

де [ · ] позначає цiлу частину числа.
Орбiта групи Вейля породжуючої точки складається з 24 точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐺2 × 𝐴1) = {±(𝑎, 𝑏, 𝑐), ±(−𝑎, 3𝑎+ 𝑏, 𝑐), ±(𝑎+ 𝑏,−𝑏, 𝑐),

±(2𝑎+ 𝑏,−(3𝑎+ 𝑏), 𝑐), ±(−(𝑎+ 𝑏), 3𝑎+ 2𝑏, 𝑐),

±(−(2𝑎+ 𝑏), 3𝑎+ 2𝑏, 𝑐), ±(𝑎, 𝑏,−𝑐), ±(−𝑎, 3𝑎+ 𝑏,−𝑐),

±(𝑎+ 𝑏,−𝑏,−𝑐), ±(2𝑎+ 𝑏,−(3𝑎+ 𝑏),−𝑐),

±(−(𝑎+ 𝑏), 3𝑎+ 2𝑏,−𝑐), ±(−(2𝑎+ 𝑏), 3𝑎+ 2𝑏,−𝑐)}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 24, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 12, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 12, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 12,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 6, |𝑊(0,𝑏,0)| = 6, |𝑊(0,0,𝑐)| = 2, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Алгебра Лi 𝐴3 (група Лi SU(4)). Дiаграма Динкiна, матриця Кар-
тана та обернена до неї мають вигляд

1i
𝛼1

1i
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

)︁
, C−1 = 1

4

(︁
3 2 1
2 4 2
1 2 3

)︁
.
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Рис. 3.5. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐴3; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують вiдпо-
вiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, фундаментальна
область 𝐴3 — тетраедр. Праворуч: сiтка 𝐹3(𝐴3).

Всi простi коренi мають однакову довжину
√
2. Базиси простих коре-

нiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдношеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 𝜔2, 𝜔1 =
3
4𝛼1 +

1
2𝛼2 +

1
4𝛼3,

𝛼2 = −𝜔1 + 2𝜔2 − 𝜔3, 𝜔2 =
1
2𝛼1 + 𝛼2 +

1
2𝛼3,

𝛼3 = −𝜔2 + 2𝜔3, 𝜔3 =
1
4𝛼1 +

1
2𝛼2 +

3
4𝛼3,

�̌�𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3}, �̌�𝑖 = 𝜔𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3}.

Обчисливши кореневий та ваговий базиси у ортонормованому базисi
{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отримаємо

𝛼1 = (1,−1, 0) = 𝑒1 − 𝑒2,

𝛼2 = (0, 1,−1) = 𝑒2 − 𝑒3,

𝛼3 = (13 ,
1
3 ,

4
3) =

1
3(𝑒1 + 𝑒2 + 4𝑒3),

𝜔1 = (56 ,−
1
6 ,−

1
6) =

1
6(5𝑒1 − 𝑒2 − 𝑒3) = �̌�1,

𝜔2 = (23 ,
2
3 ,−

1
3) =

1
3(2𝑒1 + 2𝑒2 − 𝑒3) = �̌�2,

𝜔3 = (12 ,
1
2 ,

1
2) =

1
2(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3) = �̌�3.
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Старший корiнь 𝜉 задається формулою

𝜉 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3.

Фундаментальна область — тетраедр (див. рис. 3.5) з вершинами

𝐹 (𝐴3) = {0, �̌�1, �̌�2, �̌�3}.

Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐴3)| = 1
6⟨[�̌�1, �̌�2], �̌�3⟩ = 1

6 ·
1
6 ·

1
3 ·

1
2 ·
⃒⃒⃒
5 −1 −1
2 2 −1
1 1 1

⃒⃒⃒
= 1

12 ,

тут [·, ·] позначає векторний добуток.
Сiтка 𝐹𝑀 ⊂ 𝐹 визначається вибором натурального числа 𝑀 та скла-

дається з усiх точок

𝐹𝑀(𝐴3) =
{︀

𝑠1
𝑀 �̌�1 +

𝑠2
𝑀 �̌�2 +

𝑠3
𝑀 �̌�3 | 𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3 ≤𝑀 ; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ Z≥0

}︀
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀 обчислюється за формулою

|𝐹𝑀(𝐴3)| =
1

2

𝑀∑︁
𝑖=0

(𝑀 + 1− 𝑖)(𝑀 + 2− 𝑖).

Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з 24 точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐴3) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐), (−𝑎, 𝑎+𝑏, 𝑐), (𝑎+𝑏, −𝑏, 𝑏+𝑐),

(𝑎, 𝑏+𝑐, −𝑐), (𝑏, −(𝑎+𝑏), 𝑎+𝑏+𝑐), (−𝑎, 𝑎+𝑏+𝑐, −𝑐),

(−(𝑎+𝑏), 𝑎, 𝑏+𝑐), (𝑎+𝑏, 𝑐, −(𝑏+𝑐)), (𝑎+𝑏+𝑐, −(𝑏+𝑐), 𝑐),

(𝑏, 𝑐, −(𝑎+𝑏+𝑐)), (𝑏+𝑐, −(𝑎+𝑏+𝑐), 𝑎+𝑏), (−𝑏, −𝑎, 𝑎+𝑏+𝑐),

(−(𝑎+𝑏), 𝑎+𝑏+𝑐, −(𝑏+𝑐)), (−(𝑎+𝑏+𝑐), 𝑎, 𝑏),

(𝑎+𝑏+𝑐, −𝑐, −𝑏), (𝑏+𝑐, −𝑐, −(𝑎+𝑏)), (−𝑏, 𝑏+𝑐 −(𝑎+𝑏+𝑐)),

(𝑐, −(𝑎+𝑏+𝑐), 𝑎), (−(𝑏+𝑐), −𝑎, (𝑎+𝑏)),

(−(𝑎+𝑏+𝑐), 𝑎+𝑏, −𝑏), (𝑐, −(𝑏+𝑐), −𝑎),

(−(𝑏+𝑐), 𝑏, −(𝑎+𝑏)), (−𝑐, −(𝑎+𝑏), 𝑎), (−𝑐, −𝑏, −𝑎)}.
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Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 24, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 12, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 12, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 12,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 4, |𝑊(0,𝑏,0)| = 6, |𝑊(0,0,𝑐)| = 4, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Рис. 3.6. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐵3; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують вiд-
повiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, грань, що ви-
значається вершинами {0, �̌�1,

1
2
�̌�2} лежить у площинi 𝑧 = 0. Праворуч: сiтка 𝐹4(𝐵3).

Алгебра Лi 𝐵3 (група Лi O(7)). Дiаграма Динкiна, матриця Кар-
тана та обернена до неї мають вигляд

1i
𝛼1

2i
𝛼2

2y
𝛼3

C =
(︁

2 −1 0
−1 2 −2
0 −1 2

)︁
, C−1 = 1

2

(︁
2 2 2
2 4 4
1 2 3

)︁
.

Оскiльки простий корiнь 𝛼3 є коротким, то вiдноснi довжини простих
коренiв наступнi ⟨𝛼3, 𝛼3⟩ = 1 i ⟨𝛼2, 𝛼2⟩ = ⟨𝛼1, 𝛼1⟩ = 2.

Базиси простих коренiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдно-
шеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 𝜔2, 𝜔1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3,

𝛼2 = −𝜔1 + 2𝜔2 − 2𝜔3, 𝜔2 = 𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3,

𝛼3 = −𝜔2 + 2𝜔3, 𝜔3 =
1
2𝛼1 + 𝛼2 +

3
2𝛼3,

�̌�1 = 𝛼1, �̌�1 = 𝜔1,

�̌�2 = 𝛼2, �̌�2 = 𝜔2,

�̌�3 = 2𝛼3, �̌�3 = 2𝜔3.
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У ортонормованому базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отримаємо

𝛼1 = (1,−1, 0) = 𝑒1 − 𝑒2, 𝜔1 = (1, 0, 0) = 𝑒1,

𝛼2 = (0, 1,−1) = 𝑒2 − 𝑒3, 𝜔2 = (1, 1, 0) = 𝑒1 + 𝑒2,

𝛼3 = (0, 0, 1) = 𝑒3, 𝜔3 = (12 ,
1
2 ,

1
2) =

1
2(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3),

�̌�1 = (1, 0, 0) = 𝑒1,

�̌�2 = (1, 1, 0) = 𝑒1 + 𝑒2,

�̌�3 = (1, 1, 1) = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3.

Старший корiнь 𝜉 задається формулою

𝜉 = 𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3.

Фундаментальна область 𝐹 зображена на рис. 3.6 та має вершини

𝐹 (𝐵3) = {0, �̌�1,
1
2�̌�2,

1
2�̌�3}.

Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐵3)| = 1
6⟨[�̌�1,

1
2�̌�2],

1
2�̌�3⟩ = 1

6 ·
1
2 ·

1
2

⃒⃒⃒
1 0 0
1 1 0
1 1 1

⃒⃒⃒
= 1

24 ,

тут [·, ·] позначає векторний добуток.
Сiтка 𝐹𝑀 ⊂ 𝐹 визначається вибором натурального числа 𝑀 та скла-

дається з усiх точок

𝐹𝑀(𝐵3) =
{︀

𝑠1
𝑀 �̌�1+

𝑠2
𝑀 �̌�2+

𝑠3
𝑀 �̌�3 | 𝑠1 + 2𝑠2 + 2𝑠3≤𝑀 ; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ N

}︀
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀 обчислюється за формулою

|𝐹𝑀(𝐵3)| =
(︀[︀

𝑀
2

]︀
+ 1
)︀ (︀[︀

𝑀
2

]︀ [︀
𝑀+1
2

]︀
+𝑀 + 1− 𝑀+2

2

[︀
𝑀
2

]︀)︀
+

[𝑀2 ]∑︁
𝑖=0

𝑖2,

де [ · ] позначає цiлу частину числа.
Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з 48 точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐵3) = {±(𝑎, 𝑏, 𝑐),±(−𝑎, 𝑎+ 𝑏, 𝑐),±(𝑎+ 𝑏, −𝑏, 2𝑏+ 𝑐),
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±(𝑎, 𝑏+ 𝑐, −𝑐),±(𝑏, −(𝑎+ 𝑏), 2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐),±(−𝑎, 𝑎+ 𝑏+ 𝑐, −𝑐),

±(−(𝑎+ 𝑏), 𝑎, 2𝑏+ 𝑐),±(𝑎+ 𝑏+ 𝑐, −(𝑏+ 𝑐), 2𝑏+ 𝑐),

±(𝑏, 𝑎+ 𝑏+ 𝑐, −(2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐)),±(𝑏+ 𝑐, −(𝑎+ 𝑏+ 𝑐), 2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐),

±(−𝑏, −𝑎, 2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐),±(−(𝑎+ 𝑏), 𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −(2𝑏+ 𝑐)),

±(𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −(𝑏+ 𝑐), 𝑐),±(−(𝑎+ 𝑏+ 𝑐), 𝑎, 2𝑏+ 𝑐),

±(𝑎+ 𝑏+ 𝑐, 𝑏, −(2𝑏+ 𝑐)),±(𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −(𝑎+ 𝑏+ 𝑐), 𝑐),

±(𝑏+ 𝑐, 𝑎+ 𝑏, −(2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐)),±(−𝑏, 𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −(2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐)),

±(𝑏+ 𝑐, −(𝑎+ 2𝑏+ 𝑐), 2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐),±(−(𝑎+ 2𝑏+ 𝑐), 𝑎+ 𝑏, 𝑐),

±(𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −𝑏, −𝑐),±(−(𝑏+ 𝑐), −𝑎, 2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐),

±(−(𝑎+ 𝑏+ 𝑐), 𝑎+ 2𝑏+ 𝑐, −(2𝑏+ 𝑐))}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 48, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 24, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 24, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 24,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 6, |𝑊(0,𝑏,0)| = 12, |𝑊(0,0,𝑐)| = 8, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Рис. 3.7. Лiворуч: фундаментальна область 𝐹 алгебри Лi 𝐶3; 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вказують вiд-
повiдно на ортогональнi напрямки ортонормованого базису {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, грань, що ви-
значається вершинами {0, 1

2
�̌�1,

1
2
�̌�2} лежить у площинi 𝑧 = 0. Праворуч: сiтка 𝐹4(𝐶3).

Алгебра Лi 𝐶3 (група Лi Sp(6)). Дiаграма Динкiна, матриця Кар-
тана та обернена до неї мають вигляд

2y
𝛼1

2y
𝛼2

1i
𝛼3

C =
(︁

2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

)︁
, C−1 = 1

2

(︁
2 2 1
2 4 2
2 4 3

)︁
.



209

Оскiльки простий корiнь 𝛼3 є довгим, то вiдноснi довжини простих
коренiв наступнi ⟨𝛼1, 𝛼1⟩ = ⟨𝛼2, 𝛼2⟩ = 1 i ⟨𝛼3, 𝛼3⟩ = 2.

Базиси простих коренiв та фундаментальних ваг пов’язанi спiввiдно-
шеннями

𝛼1 = 2𝜔1 − 𝜔2, 𝜔1 = 𝛼1 + 𝛼2 +
1
2𝛼3,

𝛼2 = −𝜔1 + 2𝜔2 − 𝜔3, 𝜔2 = 𝛼1 + 2𝛼2 + 𝛼3,

𝛼3 = −2𝜔1 + 2𝜔3, 𝜔3 = 𝛼1 + 2𝛼2 +
3
2𝛼3,

�̌�1 = 2𝛼1, �̌�1 = 2𝜔1,

�̌�2 = 2𝛼2, �̌�2 = 2𝜔2,

�̌�3 = 𝛼3, �̌�3 = 𝜔3.

У ортонормованому базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} отримаємо

𝛼1 = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0) = 1√

2
(𝑒1 − 𝑒2),

𝛼2 = (0, 1√
2
,− 1√

2
) = 1√

2
(𝑒2 − 𝑒3),

𝛼3 = (0, 0,
√
2) =

√
2𝑒3,

𝜔1 = ( 1√
2
, 0, 0) = 1√

2
𝑒1, �̌�1 = (

√
2, 0, 0),

𝜔2 = ( 1√
2
, 1√

2
, 0) = 1√

2
(𝑒1 + 𝑒2), �̌�2 = (

√
2,
√
2, 0),

𝜔3 = ( 1√
2
, 1√

2
, 1√

2
) = 1√

2
(𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3), �̌�3 = ( 1√

2
, 1√

2
, 1√

2
).

Старший корiнь 𝜉 задається формулою

𝜉 = 2𝛼1 + 2𝛼2 + 𝛼3.

Фундаментальна область 𝐹 зображена на рис. 3.7 та має вершини

𝐹 (𝐶3) =
{︀
0, 1

2�̌�1,
1
2�̌�2, �̌�3

}︀
.

Об’єм фундаментальної областi обчислюється за формулою

|𝐹 (𝐶3)| = 1
6⟨[

1
2�̌�1,

1
2�̌�2], �̌�3⟩ = 1

6 ·
1
2 ·

1
2 ·
√
2 ·
√
2 · 1√

2

⃒⃒⃒
1 0 0
1 1 0
1 1 1

⃒⃒⃒
=

√
2

24
,

тут [·, ·] позначає векторний добуток.
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Сiтка 𝐹𝑀 ⊂ 𝐹 визначається вибором натурального числа 𝑀 та скла-
дається з усiх точок

𝐹𝑀(𝐶3) =
{︀

𝑠1
𝑀 �̌�1+

𝑠2
𝑀 �̌�2+

𝑠3
𝑀 �̌�3 | 2𝑠1+2𝑠2+𝑠3≤𝑀 ; 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ N

}︀
.

Кiлькiсть точок у сiтцi 𝐹𝑀 обчислюється за формулою

|𝐹𝑀(𝐶3)| =
(︀[︀

𝑀
2

]︀
+ 1
)︀ (︀[︀

𝑀
2

]︀ [︀
𝑀+1
2

]︀
+𝑀 + 1− 𝑀+2

2

[︀
𝑀
2

]︀)︀
+

[𝑀2 ]∑︁
𝑖=0

𝑖2,

де [ · ] позначає цiлу частину числа.
Орбiта групи Вейля породжуючої точки 𝑎𝜔1 + 𝑏𝜔2 + 𝑐𝜔3, 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

завжди складається з 48 точок

𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐶3) = {±(𝑎, 𝑏, 𝑐), ±(−𝑎, 𝑎+𝑏, 𝑐), ±(𝑎+𝑏, −𝑏, 𝑏+𝑐),

±(𝑎, 𝑏+2𝑐, −𝑐), ±(𝑏, −(𝑎+𝑏), 𝑎+𝑏+𝑐), ±(−𝑎, 𝑎+𝑏+2𝑐, −𝑐),

±(−(𝑎+𝑏), 𝑎, 𝑏+𝑐), ±(𝑎+𝑏, 𝑏+2𝑐, −(𝑏+𝑐)),

±(𝑎+𝑏+2𝑐, −(𝑏+2𝑐), 𝑏+𝑐), ±(𝑏, 𝑎+𝑏+2𝑐, −(𝑎+𝑏+𝑐)),

±(𝑏+2𝑐, −(𝑎+𝑏+2𝑐), 𝑎+𝑏+𝑐), ±(−𝑏, −𝑎, 𝑎+𝑏+𝑐),

±(−(𝑎+𝑏), 𝑎+2𝑏+2𝑐, −(𝑏+𝑐)), ±(𝑎+2𝑏+2𝑐, −(𝑏+2𝑐), 𝑐),

±(−(𝑎+𝑏+2𝑐), 𝑎, 𝑏+𝑐), ±(𝑎+𝑏+2𝑐, 𝑏, −(𝑏+𝑐)),

±(𝑎+2𝑏+2𝑐, −(𝑎+𝑏+2𝑐), 𝑐), ±(𝑏+2𝑐, 𝑎+𝑏, −(𝑎+𝑏+𝑐)),

±(−𝑏, 𝑎+2𝑏+2𝑐, −(𝑎+𝑏+𝑐)), ±(𝑏+2𝑐, −(𝑎+2𝑏+2𝑐), 𝑎+𝑏+𝑐),

±(−(𝑎+2𝑏+2𝑐), 𝑎+𝑏, 𝑐), ±(𝑎+2𝑏+2𝑐, −𝑏, −𝑐),

±(−(𝑏+2𝑐), −𝑎, 𝑎+𝑏+𝑐), ±(−(𝑎+𝑏+2𝑐), 𝑎+2𝑏+2𝑐, −(𝑏+𝑐))}.

Розмiрностi орбiт для довiльних точок задаються спiввiдношеннями

|𝑊(𝑎,𝑏,𝑐)| = 48, |𝑊(𝑎,𝑏,0)| = 24, |𝑊(𝑎,0,𝑐)| = 24, |𝑊(0,𝑏,𝑐)| = 24,

|𝑊(𝑎,0,0)| = 6, |𝑊(0,𝑏,0)| = 12, |𝑊(0,0,𝑐)| = 8, |𝑊(0,0,0)| = 1.

Зафiксувавши термiнологiю та обчисливши всi необхiднi складовi для
напiвпростих груп Лi рангу три переходимо до означення трьох класiв
орбiт-функцiй (спецiальних функцiй 𝑓 : R𝑛 → C) та вивчення їх власти-
востей.
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3.1.1. Означення орбiт-функцiй. Для точок з конуса домiнантних
ваг 𝜆 ∈ 𝑃+ та для точок Евклiдового простору 𝑥 ∈ R𝑛 означимо 𝐶-
функцiю таким чином

𝐶𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩, 𝑥 ∈ R𝑛, (3.8)

де 𝑊 — група Вейля напiвпростої алгебри Лi.
Якщо у означеннi 𝐶-функцiї замiнити орбiту групи Вейля на орбiту її

парної пiдгрупи 𝑊𝑒𝜆, то отримаємо ще один клас орбiт-функцiй, а саме
𝐸-функцiї, що визначаються для точок 𝜆 ∈ 𝑃𝑒

𝐸𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊𝑒

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩, 𝑥 ∈ R𝑛. (3.9)

Останнiй, третiй, клас орбiт-функцiй, а саме 𝑆-функцiї, визначаються
аналогiчним чином для точок з конуса строго домiнантних ваг 𝜆 ∈ 𝑃++,
але знак кожного з доданкiв залежить вiд кiлькостi 𝑝(𝑤) елементарних
дзеркальних вiдображень 𝑟𝑖, якi необхiднi для отримання точки 𝑤𝜆 з то-
чки 𝜆

𝑆𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

(−1)𝑝(𝑤)e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩, 𝑥 ∈ R𝑛. (3.10)

Зрозумiло, що та сама точка орбiти 𝑤𝜆 може бути отримана з 𝜆 рiзною
послiдовнiстю дзеркальних вiдображень, але усi ‘шляхи’ матимуть дов-
жину тiєї самої парностi, тому знак у сумi визначається однозначно i
означення є коректним.

Зауваження 3.4. У роботах Клiмика та Патери [70–72] орбiт-функцiї
було визначено дещо iнакше, а саме, точка 𝜆 обиралась з домiнантної ка-
мери Вейля, а не з конуса домiнантних ваг, та компоненти орбiт-функцiї
(доданки) вiдповiдали точкам орбiти O(𝜆), а не перетворенням групи Вей-
ля, як у нашому випадку. Групи Вейля розглядались для простих, а не
напiвпростих груп Лi. Наведена тут форма орбiт-функцiй важлива для
доведення дискретної ортогональностi. При цьому, для точок 𝜆 ∈ 𝑃++

нашi означення повнiстю спiвпадають.
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3.1.2. Властивостi орбiт-функцiй. Усi три набори функцiй визнача-
ються виходячи з напiвпростих груп Лi скiнченного порядку i кiлькiсть
змiнних спiвпадає з рангом вiдповiдної алгебри.

Загалом 𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiї є скiнченними сумами експонент, тому
вони є неперервними та мають неперервнi похiднi всiх порядкiв.

Використовуючи тотожнiсть ⟨𝜆, 𝑟𝑖𝑥⟩ = ⟨𝑟𝑖𝜆, 𝑥⟩ для вiдображення 𝑟𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, отримаємо наступнi властивостi симетрiї орбiт-функцiй

𝐶𝜆(𝑟𝑖𝑥) = 𝐶𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐶𝜆(𝑥), 𝑆𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝑆𝜆(𝑟𝑖𝑥) = −𝑆𝜆(𝑥). (3.11)

Нехай 𝑏 ∈ R, тодi орбiт-функцiї допускають масштабування:

𝐶𝑏𝜆(𝑥) = 𝐶𝜆(𝑏𝑥), 𝑆𝑏𝜆(𝑥) = 𝑆𝜆(𝑏𝑥), 𝐸𝑏𝜆(𝑥) = 𝐸𝜆(𝑏𝑥).

Для породжуючих точок 𝐸𝜆(𝑥) =
1
2

(︁
𝐶𝜆(𝑥) + 𝑆𝜆(𝑥)

)︁
, та з (3.11) отри-

маємо

𝐸𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐸𝜆(𝑟𝑖𝑥) =
1
2 (𝐶𝜆(𝑥)− 𝑆𝜆(𝑥)) = 𝐸𝜆(𝑥). (3.12)

Зауважимо, що у одновимiрному випадку (алгебра 𝐴1) 𝐶-функцiї та
𝑆-функцiї є сумою та рiзницею двох експонент з степенями протилежних
знакiв, тому спiвпадають з тригонометричними функцiями косинус та
синус вiдповiдно, що i обумовило їх назви. 𝐸-функцiя в одновимiрному
випадку є експонентою з точнiстю до сталого множника.

𝑆-функцiї антисиметричнi вiдносно (𝑛 − 1)-вимiрних граней фунда-
ментальної областi 𝐹 , тому вони є нульовими на межi 𝐹 . 𝐶-функцiї си-
метричнi вiдносно (𝑛 − 1)-вимiрних граней фундаментальної областi 𝐹 ,
їх нормальнi похiднi є 𝑆-функцiями i тому нульовi на межi 𝐹 .

Для деяких простих алгебр Лi, орбiти групи Вейля складаються з пар,
якi породжують у орбiт-функцiях комплексно спряженi доданки. Такими
алгебрами є: 𝐴1, 𝐺2, 𝐸7, 𝐸8, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷2𝑛, отже їх 𝐶-функцiї завжди
дiйснi. Для алгебр 𝐴𝑛≥2, 𝐸6 та 𝐷2𝑛−1 дiйснi функцiї можна побудувати
симетризувавши спецiальним чином координати 𝜆.
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Оскiльки фундаментальнi областi для групи Вейля 𝑊 та її парної
пiдгрупи 𝑊e вiдрiзняються, то, для зручностi, введемо спiльне умовне
позначення ̃︀𝐹 для фундаментальних областей усiх орбiт-функцiй.

Нехай 𝜑(𝑥) та 𝜓(𝑥) — це двi довiльнi квадратично iнтегровнi функцiї,
тодi скалярний добуток цих функцiй на областi ̃︀𝐹 визначається форму-
лою:

⟨𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥)⟩ :=
∫︁
̃︀𝐹 𝜑(𝑥)𝜓(𝑥)d𝑥, (3.13)

де 𝜓(𝑥) позначає комплексне спряження, а iнтегрування вiдбувається вiд-
носно Евклiдової мiри.

Нехай 𝜆, 𝜆′ ∈ 𝑃+, тодi будь-яка пара орбiт-функцiй з того самого класу
(𝐶-, 𝐸- або 𝑆-функцiї) є ортогональною на вiдповiднiй фундаментальнiй
областi вiдносно скалярного добутку (3.13):

⟨𝐶𝜆(𝑥), 𝐶𝜆′(𝑥)⟩ = |Stab(𝜆)| · |𝑊 | · |𝐹 | · 𝛿𝜆𝜆′, (3.14)

⟨𝑆𝜆(𝑥), 𝑆𝜆′(𝑥)⟩ = |𝑊 | · |𝐹 | · 𝛿𝜆𝜆′, (3.15)

⟨𝐸𝜆(𝑥), 𝐸𝜆′(𝑥)⟩ = |Stab(𝜆)| · |𝑊e| · |𝐹e| · 𝛿𝜆𝜆′, (3.16)

тут 𝛿𝜆𝜆′ — дельта-символ Кронекера, |𝑊 | — порядок групи Вейля,
|Stab(𝜆)| — порядок стабiлiзатора точки 𝜆, а |𝐹 | та |𝐹e| — об’єми фун-
даментальних областей. Нагадаємо, що вся необхiдна iнформацiя для
груп рангу три була обчислена на початку цього параграфу, зокрема
|𝐹e| = 2|𝐹 | та для породжуючих точок 2|𝑊𝑒| = |𝑊 |.

Доведення рiвностей (3.14), (3.15) та (3.16) випливає з ортогональнос-
тi звичайних експонент та того факту, що задана вага 𝜆 ∈ 𝑃 завжди
належить рiвно однiй орбiтi.

Класи 𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiй є повними на фундаментальних областях.
Їх повнота випливає з повноти експонент, тобто: у обраному класi орбiт-
функцiй не iснує функцiї 𝜑(𝑥) такої, що ⟨𝜑(𝑥), 𝜑(𝑥)⟩ > 0 та в той же час
⟨𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥)⟩ = 0 для усiх функцiй 𝜓(𝑥) з того ж класу.

Таким чином, кожен з класiв орбiт-функцiй утворює ортогональний
базис у гiльбертовому просторi квадратично iнтегровних функцiй ℒ2( ̃︀𝐹 ),
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тому такi функцiї можуть бути розкладенi в ряд за 𝐶-, 𝑆- або 𝐸-
функцiями.

Нехай неперервну змiнну 𝑥 задано в ортонормованому базисi з коорди-
натами 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Припустимо, що точку 𝜆, яка нумерує та визначає
орбiт-функцiю, також задано у ортонормованому 𝑒-базисi, тодi скалярнi
добутки у експоненцiйних компонентах орбiт-функцiй перетворюються на
суми попарних добуткiв координат. Оператор Лапласа у ортогональних
координатах має вигляд

Δ =
𝜕2

𝜕𝑥1
+

𝜕2

𝜕𝑥2
+ · · ·+ 𝜕2

𝜕𝑥𝑘
, де 𝑘 = 𝑛 (або 𝑘 = 𝑛+ 1 для 𝐴𝑛).

Оскiльки оператор Лапласа має те саме власне значення для кожної з
експонент, якi є доданками орбiт-функцiй, а саме число −4𝜋2⟨𝜆, 𝜆⟩, то
орбiт-функцiї 𝐶𝜆(𝑥), 𝐸𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥), заданi у ортонормованому базисi, є
власними функцiями оператора Лапласа:

Δ𝐶𝜆(𝑥) = −4𝜋2⟨𝜆, 𝜆⟩𝐶𝜆(𝑥),

Δ𝐸𝜆(𝑥) = −4𝜋2⟨𝜆, 𝜆⟩𝐸𝜆(𝑥),

Δ𝑆𝜆(𝑥) = −4𝜋2⟨𝜆, 𝜆⟩𝑆𝜆(𝑥).

На жаль, побудова орбiт-функцiй у ортонормованих координатах є
надзвичайно громiздкою, оскiльки орбiти груп Вейля природно обчислю-
ються у ваговому або кореневому базисi, тому для для змiнної 𝑥 оберемо
канонiчний ваговий базис, а для 𝜆 оберемо дуальний йому �̌�-базис. По-
значимо Δ оператор Лапласа, такий, що 𝜕𝑥𝑖

це похiдна за напрямком 𝜔𝑖.
Нехай C — матриця Картана, тодi

Δ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

C𝑖𝑗

⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑖⟩
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗
.

Таке означення оператора Лапласа є коректним, оскiльки матриця ска-
лярних добуткiв простих коренiв є додатно визначеною, бiльш того, за
нашим означенням матриця C𝑖𝑗

⟨𝛼𝑖,𝛼𝑖⟩ симетрична, тому її можна дiагоналi-
зувати i оператор Лапласа зведеться до суми других похiдних.
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Використовуючи 𝜔-базиси побудованi в явному виглядi на початку
роздiлу для усiх напiвпростих алгебр рангу три, можна отримати явний
вигляд операторiв другого порядку, для яких орбiт-функцiї трьох змiнних
будуть власними функцiями.

Твердження 3.5. Орбiт-функцiї 𝐶𝜆(𝑥), 𝐸𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R3, визна-
ченi в 𝜔-базисi для напiвпростих груп Лi рангу 3, є власними функцiя-
ми наступних диферецiальних операторiв другого порядку Δ з власними
значеннями −4𝜋⟨𝜆, 𝜆⟩:

𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1 : Δ = 𝜕21 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐴2 × 𝐴1 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐶2 × 𝐴1 : Δ = 2𝜕21 − 2𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐺2 × 𝐴1 : Δ = 3𝜕21 − 5𝜕1𝜕2 + 𝜕22 + 𝜕23 ,

𝐴3 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 − 𝜕2𝜕3 + 𝜕23 ,

𝐵3 : Δ = 𝜕21 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕22 − 2𝜕2𝜕3 + 2𝜕23 ,

𝐶3 : Δ = 2𝜕21 − 2𝜕1𝜕2 + 2𝜕22 − 2𝜕2𝜕3 + 𝜕23 .

Зауважимо, що власнi значення операторiв Лапласа, записаних у 𝜔-
базисi, обчислюються складнiше, оскiльки 𝜆 задано у �̌�-базисi, який не є
ортонормованим, але ця задача є технiчною, оскiльки для тривимiрного
випадку усi необхiднi нам вектори обчислено у явному виглядi на поча-
тку параграфа. На границi 𝜕𝐹 фундаментальної областi 𝐶-функцiї ма-
ють нульову нормальну похiдну (оскiльки вона спiвпадає з 𝑆-функцiєю,
яка є антисиметричною), а 𝑆 — є нульовими на границi фундаментальної
областi 𝐹 для усiх простих груп Лi, тому вони є розв’язками класичних
крайових задач математичної фiзики для оператора Лапласа та фунда-
ментальної областi алгебри Лi за якою вони означенi.

Твердження 3.6. 𝐶𝜆-функцiї є власними функцiями оператора Лапласа
на 𝑛-вимiрному симплексi 𝐹 , що задовольняють крайову умову Неймана

𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

= 0, де 𝜈 — нормаль до 𝜕𝐹.
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𝑆𝜆-функцiї є є власними функцiями оператора Лапласа на 𝑛-
вимiрному симплексi 𝐹 , що задовольняють крайову умову Дiрiхле

𝑓(𝑥)|𝜕𝐹 = 0.

3.1.3. Дискретизацiя орбiт-функцiй. Сiтка фундаментальної обла-
стi напiвпростої групи може визначатись не одним натуральним числом,
а кiлькома, проте, для зручностi, позначимо її ̃︁𝐹𝑀 , а кiлькiсть точок у нiй
|̃︁𝐹𝑀 |, та зауважимо, що у означеннi рiзних класiв орбiт-функцiй маємо
справу з рiзними фундаментальними областями, а саме

̃︁𝐹𝑀 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐹𝑀 для 𝐶-функцiй,

int(𝐹𝑀) для 𝑆-функцiй,

𝐹𝑀

⋃︀
𝑟𝑖𝐹𝑀 для 𝐸-функцiй.

Задача дискретизацiї 𝐸-функцiй зводиться до задачi дискретизацiї
фундаментальної областi напiвпростої групи Лi, тому бiльшiсть необ-
хiдної iнформацiї вже отримана та може бути використана, але, оскiль-
ки фундаментальна область парної пiдгрупи афiнної групи Вейля є
об’єднанням 𝐹 та її дзеркального вiдображення вiдносно однiєї з граней,
то дискретнi точки, якi потрапляють на згадану грань, подвоюються. Во-
ни можуть бути легко встановленi та викинутi з розгляду, але для цього
має бути обрана грань симетрiї, що суттєво залежить вiд конкретного
застосування. Внаслiдок цього далi наведемо деталi лише для 𝐶- та 𝑆-
функцiй, оскiльки вони є унiверсальними для всiх випадкiв.

У випадку якщо 𝑥 ∈ 𝐹𝑀 (тобто координати 𝑥 є рацiональними чи-
слами), то компоненти 𝐶-, 𝑆- i 𝐸-функцiй є коренями з одиницi. Таким
чином, iснує скiнченна кiлькiсть орбiт-функцiй, що набувають рiзних зна-
чень у точках 𝐹𝑀 i цi функцiї ортогональнi на сiтцi. Кiлькiсть попарно
ортогональних функцiй на 𝐹𝑀 спiвпадає з кiлькiстю точок 𝐹𝑀 , вклю-
чаючи границю у випадку 𝐶- та 𝐸-функцiй та виключаючи границю у
випадку 𝑆-функцiй.
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Нехай два вектори задано у 𝜔-базисi:

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑢1𝜔1 + 𝑢2𝜔2 + · · ·+ 𝑢𝑛𝜔𝑛,

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛) = 𝑣1𝜔1 + 𝑣2𝜔2 + · · ·+ 𝑣𝑛𝜔𝑛,

тодi їх скалярний добуток обчислюється як матричний добуток

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢C̃𝑣𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑢𝑖𝑣𝑗⟨𝜔𝑖, 𝜔𝑗⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑢𝑖𝑣𝑗
⟨𝛼𝑗, 𝛼𝑗⟩

2
C−1𝑖,𝑗 ,

тут C̃𝑖,𝑗 =
⟨𝛼𝑗 ,𝛼𝑗⟩

2 C−1𝑖,𝑗 , де C — матриця Картана.
Якщо вектори задано у 𝛼-базисi:

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝛼𝑛,

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) = 𝑦1𝛼1 + 𝑦2𝛼2 + · · ·+ 𝑦𝑛𝛼𝑛,

тодi їх скалярний добуток обчислюється як матричний добуток

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥Ĉ𝑦𝑡 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗⟨𝛼𝑖, 𝛼𝑗⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗
⟨𝛼𝑗, 𝛼𝑗⟩

2
C𝑖,𝑗,

тут Ĉ𝑖,𝑗 =
⟨𝛼𝑗 ,𝛼𝑗⟩

2 C𝑖,𝑗 , де C — матриця Картана.
Квадрати довжин простих коренiв ⟨𝛼𝑗, 𝛼𝑗⟩ графiчно зображено у дiа-

грамах Динкiна простих груп Лi [60,67]. Нагадаємо також, що

⟨𝛼𝑖, �̌�𝑗⟩ = ⟨�̌�𝑖, 𝜔𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 𝛿𝑖,𝑗.

Дискретний скалярний добуток двох функцiй

𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥) : 𝐹𝑀 → C,

що залежить вiд сiтки та визначений бiлiнiйною формою:

⟨𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥)⟩𝑀 =

|𝐹𝑀 |∑︁
𝑖=1

𝜀(𝑥𝑖)𝜑(𝑥𝑖)𝜓(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑀 . (3.17)
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Група Вейля природно дiє на вiдповiдному їй максимальному торi T =

R𝑛/�̌�. Групу iзотропiї точки 𝑥 ∈ T позначимо

Stab(𝑥) = {𝑤 ∈ 𝑊 | 𝑤𝑥 = 𝑥},

а її порядок |Stab(𝑥)|. Орбiтою групи Вейля точки 𝑥 з максимального то-
ра T є𝑊 (𝑥) = {𝑤𝑥 ∈ T | 𝑤 ∈ 𝑊}. Розмiрнiсть цiєї орбiти i є коефiцiєнтом
дискретного скалярного добутку

𝜀(𝑥𝑖) = |𝑊 (𝑥)| = |𝑊 |
|Stab(𝑥)|

.

𝐶- та 𝑆-функцiй визначенi для конуса домiнантних ваг, враховуючи
параметризацiю евклiдового простору максимальним тором, для дискре-
тизацiї достатньо набору орбiт-функцiй визначених на точках 𝜆 ∈ Λ𝑀 :

Λ𝑀={𝑡1𝜔1+ · · ·+𝑡𝑛𝜔𝑛 | 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ Z≥0, 𝑡0 + 𝑡1𝑞1+ · · ·+𝑡𝑛𝑞𝑛=𝑀}.

Оскiльки коефiцiєнти розкладу старшого кореня та дуальнi їм коефiцi-
єнти є тими самими наборами з точнiстю до перестановки елементiв, то
|𝐹𝑀 | = |Λ𝑀 |. Позначимо |Stab(𝜆)| порядок групи iзотропiї точки 𝜆 ∈ 𝐹𝑀

пiд дiєю групи Вейля. З викладеного вище та неперервної ортогонально-
стi орбiт-функцiй випливає твердження.

Твердження 3.7. 𝐶- та 𝑆-функцiї визначенi для 𝜆, 𝜆′ ∈ Λ𝑀 попарно
ортогональнi

⟨𝐶𝜆(𝑥), 𝐶𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛|Stab(𝜆)|𝛿𝜆𝜆′, (3.18)

⟨𝑆𝜆(𝑥), 𝑆𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛𝛿𝜆𝜆′. (3.19)

Для тривимiрних орбiт-функцiй порядки груп Вейля, матрицi Карта-
на та кiлькiсть точок у сiтцi було отримано та наведено на початку даного
роздiлу.

Розглянемо задачу обчислення порядкiв стабiлiзаторiв для простих
груп рангiв не вище за три. Стабiлiзатор точки 𝜆 з 𝐹𝑀 може бути обчисле-
ний наступним методом: у 𝜔-базисi точка має координати 𝜆 =

(︀
𝑠1
𝑀 ,

𝑠2
𝑀 ,

𝑠3
𝑀

)︀
,
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𝐴3 𝐵3 𝐶3

𝑥 | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥) | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥) | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥)

[𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3] 1 24 1 48 1 48

[𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 0] 2 12 2 24 2 24

[𝑠0, 𝑠1, 0, 𝑠3] 2 12 2 24 2 24

[𝑠0, 0, 𝑠2, 𝑠3] 2 12 2 24 2 24

[0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3] 2 12 2 24 2 24

[𝑠0, 𝑠1, 0, 0] 6 4 8 6 8 6

[𝑠0, 0, 𝑠2, 0] 4 6 4 12 4 12

[0, 𝑠1, 𝑠2, 0] 6 4 4 12 4 12

[𝑠0, 0, 0, 𝑠3] 6 4 6 8 6 8

[0, 𝑠1, 0, 𝑠3] 4 6 6 8 4 12

[0, 0, 𝑠2, 𝑠3] 6 4 4 12 8 6

[𝑠0, 0, 0, 0] 24 1 48 1 48 1

[0, 0, 𝑠2, 0] 24 1 8 6 16 3

[0, 𝑠1, 0, 0] 24 1 48 1 16 3

[0, 0, 0, 𝑠3] 24 1 24 2 48 1

Табл. 3.1. Значення стабiлiзаторiв та 𝜀(𝑥) для простих груп Лi рангу 3.

розглядаємо набiр [𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3], такий, що 𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ Z≥0 i 𝑠0 + 𝑠1 + 𝑠2

+ 𝑠3 = 𝑀 та пов’язуємо його з розширеною дiаграмою Динкiна, пiсля
чого розглядаємо пiддiаграму, що вiдповiдає нульовим значенням. Цiй
дiаграмi i вiдповiдає шукана група Вейля порядку | Stab𝑊 (𝑥)|. Наведемо
необхiднi для цього розширенi дiаграми Динкiна:

𝐴3
g
𝑠1

g
𝑠2

g
𝑠3

g𝑠0
�� QQ 𝐵3

g
𝑠1

g
𝑠2

g𝑠0w
𝑠3

𝐶3
g
𝑠0

w
𝑠1

w
𝑠2

g
𝑠3

𝐴2
g
𝑠1

g
𝑠2

g𝑠0
� A 𝐶2

g
𝑠0

w
𝑠1

g
𝑠2

𝐺2
g
𝑠0

g
𝑠1

w
𝑠3

Значення стабiлiзаторiв та коефiцiєнтiв 𝜀(𝑥) для 𝐶-функцiй наведено
у таблицях 3.1, 3.2, 3.3 для груп Лi рангiв 1, 2 та 3; у цих таблицях
𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 > 0.
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𝐴2 𝐶2 𝐺2

𝑥 | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥) | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥) | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥)

[𝑠0, 𝑠1, 𝑠2] 1 6 1 8 1 12

[𝑠0, 𝑠1, 0] 2 3 2 4 2 6

[𝑠0, 0, 𝑠2] 2 3 2 4 2 6

[0, 𝑠1, 𝑠2] 2 3 2 4 2 6

[𝑠0, 0, 0] 6 1 8 1 12 1

[0, 𝑠1, 0] 6 1 4 2 4 2

[0, 0, 𝑠2] 6 1 8 1 6 3

Табл. 3.2. Значення стабiлiзаторiв та 𝜀(𝑥) для простих груп Лi рангу 2.

𝐴1

𝑥 | Stab𝑊 (𝑥)| 𝜀(𝑥)

[𝑠0, 𝑠1] 1 2

[𝑠0, 0] 2 1

[0, 𝑠1] 2 1

Табл. 3.3. Значення стабiлiзаторiв та 𝜀(𝑥) для простої групи Лi рангу 1 𝐴1.

Зауваження 3.8. Коефiцiєнти 𝜀(𝑥) для чотирьох напiвпростих груп ран-
гу три 𝐴1×𝐴1×𝐴1, 𝐴2×𝐴1, 𝐶2×𝐴1 та 𝐺2×𝐴1 обчислюються як добутки
коефiцiєнтiв їх простих компонент.

Для рiзних фiксованих 𝑚 ∈ 𝑅𝑛 набiр експонент {e2𝜋i⟨𝑚,𝑥⟩, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛}
визначає дискретне та неперервне перетворення Фур’є на R𝑛. Так само
орбiт-функцiї, якi є симетризованою версiєю експонент, визначають ана-
лог перетворення Фур’є.

Нехай неперервно диференцiйовну функцiю 𝑓(𝑥) задано на сiтцi 𝐹𝑀

фундаментальної областi деякої напiвпростої алгебри Лi, тодi її можна
наблизити/iнтерполювати за допомогою дискретних 𝐶- тa 𝑆-функцiй:

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑀

𝑐𝜆𝐶𝜆(𝑥), 𝑐𝜆 = |𝑊𝜆|−1|𝐹 |−1⟨𝑓(𝑥), 𝐶𝜆(𝑥)⟩;
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𝑓(𝑥) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑀

𝑐′𝜆𝑆𝜆(𝑥), 𝑐′𝜆 = |𝑊 |−1|𝐹 |−1⟨𝑓(𝑥), 𝑆𝜆(𝑥)⟩.

Для дискретного Фур’є аналiзу означимо iнтерполюючi функцiї, якi
задамо в термiнах розкладу за функцiями 𝐶𝜆(𝑥) i 𝑆𝜆(𝑥) з коефiцiєнтами
𝑎𝜆 i 𝑏𝜆, якi необхiдно обчислити

𝐶𝑀(𝑥) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑀

𝑎𝜆𝐶𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, (3.20)

𝑆𝑀(𝑥) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑀

𝑏𝜆𝑆𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛. (3.21)

Нехай деяку функцiю 𝑓(𝑥) задано на сiтцi ̃︁𝐹𝑀 , iнтерполяцiя 𝑓 полягає
у знаходженнi вiдповiдно коефiцiєнтiв 𝑎𝜆 або 𝑏𝜆 таких, що

𝐶𝑀(𝑥) = 𝑓(𝑥), або 𝑆𝑀(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈̃︂𝐹𝑀 . (3.22)

Цi двi лiнiйнi системи мають квадратнi невиродженi матрицi, тому одно-
значно розв’язуються.

𝑎𝜆 =
⟨𝑓, 𝐶𝜆⟩𝑀
⟨𝐶𝜆, 𝐶𝜆⟩𝑀

= (det(𝐶)|𝑊 |𝑀𝑛|Stab(𝜆)|)−1
∑︁
𝑥∈𝐹𝑀

𝜀(𝑥)𝑓(𝑥)𝐶𝜆(𝑥);

𝑏𝜆 =
⟨𝑓, 𝑆𝜆⟩𝑀
⟨𝑆𝜆, 𝑆𝜆⟩𝑀

= (det(𝐶)𝑀𝑛)−1
∑︁

𝑥∈int(𝐹𝑀 )

𝑓(𝑥)𝑆𝜆(𝑥).

Важливо зауважити, що пiсля пiдстановки 𝑎𝜆 або 𝑏𝜆 у апроксиманти,
ми отримаємо матричну задачу 𝑣 = 𝐷𝑓 , де 𝑣 ∈ C|𝐹𝑀 |, 𝑓 ∈ C|Λ𝑀 |×1, i
𝐷 ∈ C|Λ𝑀 |×|𝐹𝑀 |, а 𝐷 залежить вiд орбiт-функцiй i не залежить вiд 𝑓 , тому
для фiксованих сiток матрицi коефiцiєнтiв𝐷 можуть бути обчисленi один
раз та збереженi, що дозволить суттєво економити час обчислення.

3.2. Алгебра Лi 𝐴𝑛: спецiальнi функцiї
та правила галуження

Група перестановок S𝑛+1 порядку (𝑛+1)! перетворює впорядкований на-
бiр чисел [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛, 𝑙𝑛+1] переставляючи числа у ньому.
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Розглянемо ортонормований базис в R𝑛+1,

𝑒𝑖 ∈ R𝑛+1, ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛+ 1, (3.23)

нехай набiр чисел 𝑙𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1 — це координати точки 𝜇 ∈ R𝑛+1

у 𝑒-базисi:

𝜇 =
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑙𝑘𝑒𝑘, 𝑙𝑘 ∈ R.

Переставляючи координати 𝑙𝑘 точки 𝜇 група S𝑛+1 породжує набiр то-
чок, який є орбiтою 𝜇. Серед точок орбiти є єдина домiнантна точка
така, що

𝑙1 ≥ 𝑙2 ≥ · · · ≥ 𝑙𝑛 ≥ 𝑙𝑛+1.

Позначимо точку з такими координатами 𝜆, а орбiту до якої вона нале-
жить позначимо 𝑊𝜆. Якщо усi координати домiнантної точки рiзнi, то 𝑊𝜆

складається з (𝑛+ 1)! рiзних точок.
Розглянемо 𝑛-вимiрний пiдпростiр (гiперплощина) ℋ ⊂ R𝑛+1 визначе-

ний спiввiдношенням

ℋ =

{︃
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑙𝑘𝑒𝑘 | 𝑙𝑘 ∈ R,
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑙𝑘 = 0

}︃
. (3.24)

𝐴𝑛 — проста алгебра Лi компактної групи Лi SU(𝑛+1). У загальному
випадку для рангу (1 ≤ 𝑛 < ∞) дiаграма Динкiна–Коксетера, матриця
Картана C та обернена до неї C−1 мають вигляд:

i
𝛼1

i
𝛼2

i
𝛼3

. . . i
𝛼𝑛−1

i
𝛼𝑛

C=

⎛⎜⎝
2 −1 0 0 0 ... 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 ... 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 ... 0 0 0 0... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 ... 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 ... 0 0 −1 2

⎞⎟⎠ ,

C−1 =
1

𝑛+ 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1·𝑛 1·(𝑛−1) 1·(𝑛−2) 1·(𝑛−3) ... 1·3 1·2 1·1

1·(𝑛−1) 2·(𝑛−1) 2·(𝑛−2) 2·(𝑛−3) ... 2·3 2·2 2·1
1·(𝑛−2) 2·(𝑛−2) 3·(𝑛−2) 3·(𝑛−3) ... 3·3 3·2 3·1
1·(𝑛−3) 2·(𝑛−3) 3·(𝑛−3) 4·(𝑛−3) ... 4·3 4·2 4·1... ... ... ... ... ... ... ...

1·3 2·3 3·3 4·3 ... (𝑛−2)·3 (𝑛−2)·2 (𝑛−2)·1
1·2 2·2 3·2 4·2 ... (𝑛−2)·2 (𝑛−1)·2 (𝑛−1)·1
1·1 2·1 3·1 4·1 ... (𝑛−2)·1 (𝑛−1)·1 𝑛·1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Простi коренi 𝛼𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 алгебри 𝐴𝑛 утворюють 𝛼-базис просто-
ру R𝑛. Побудуємо їх у гiперплощинi ℋ:

𝛼𝑖 = 𝑒𝑖 − 𝑒𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Цим вибором зафiксовано довжини
√
2 та вiдноснi кути (2𝜋3 та 𝜋

2 ) мiж
простими коренями.

Важливо, що у випадку алгебри 𝐴𝑛 всi коренi мають однакову довжи-
ну, тому має мiсце рiвнiсть 𝜔𝑖 = �̌�𝑖 i це дозволяє нам опускати символ ‘ˇ’
у даному параграфi. Дуальний 𝜔-базис та 𝛼-базис пов’язанi матрицею
Картана:

⟨𝛼𝑖, 𝜔𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, 𝛼 = C𝜔, 𝜔 = C−1𝛼.

Оберемо координати для домiнантної точки 𝜆 ∈ ℋ у 𝑒- та 𝜔-базисах:

𝜆 =
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗𝑒𝑗 =: (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛+1)𝑒 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖𝜔𝑖 =: (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)𝜔,
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 = 0.

Використовуючи C знайдемо спiввiдношення мiж 𝜆𝑖 та 𝑙𝑗:

𝑙1 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜆𝑘C
−1
𝑘1 , 𝑙𝑛+1 = −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘C
−1
𝑘𝑛 , коли 𝑗=2, . . . , 𝑛, то

𝑙𝑗 = 𝜆1(C
−1
1 𝑗−C−11 𝑗−1)+𝜆2(C

−1
2 𝑗−C−12 𝑗−1)+ · · ·+𝜆𝑛(C−1𝑛 𝑗−C−1𝑛 𝑗−1).

У явному виглядi

𝜆𝑖 = 𝑙𝑖 − 𝑙𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.25)

Оберненi формули значно складнiшi

𝑙 = 𝐴𝜆, (3.26)

де 𝑙 = (𝑙1, . . . , 1𝑛+1)𝑒, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)𝜔, та 𝐴 — (𝑛+1)× 𝑛 матриця:

𝐴 = 1
𝑛+1

⎛⎜⎝
𝑛 𝑛−1 𝑛−2 ··· 2 1
−1 𝑛−1 𝑛−2 ··· 2 1
−1 −2 𝑛−2 ··· 2 1... ... ... ... ... ...
−1 −2 −3 ··· −(𝑛−1) 1
−1 −2 −3 ··· −(𝑛−1) −𝑛

⎞⎟⎠ .
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Група Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) породжується дзеркальними вiдображеннями 𝑟𝑖:

𝑟𝑖𝑥 = 𝑥− 2
⟨𝛼𝑖,𝛼𝑖⟩⟨𝑥, 𝛼𝑖⟩𝛼𝑖 =

= (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1)𝑒−(𝑥𝑖−𝑥𝑖+1)(𝑒𝑖−𝑒𝑖+1) =

= (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+2, . . . , 𝑥𝑛+1)𝑒.

Очевидно, що цi перестановки породжують групу S𝑛+1, отже 𝑊 (𝐴𝑛) iзо-
морфна S𝑛+1, а точки орбiт 𝑊𝜆(S𝑛+1) та 𝑊𝜆(𝐴𝑛) спiвпадають.

Нехай 𝜆 ∈ 𝑃 задано у 𝜔-базисi, а 𝑥 ∈ R𝑛 задано у 𝛼-базисi:

𝜆 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝜔𝑗, 𝜇 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜇𝑗𝜔𝑗, 𝜆𝑗, 𝜇𝑗 ∈ Z

та

𝑥 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗𝛼𝑗, 𝑥𝑗 ∈ R,

тодi орбiт-функцiї алгебри 𝐴𝑛 мають наступний вигляд

𝐶𝜆(𝑥) =
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

e
2𝜋i

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜇𝑗𝑥𝑗

=
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

𝑛∏︁
𝑗=1

e2𝜋i𝜇𝑗𝑥𝑗 , (3.27)

𝑆𝜆(𝑥) =
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

(−1)𝑝(𝜇)e
2𝜋i

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜇𝑗𝑥𝑗

=
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

(−1)𝑝(𝜇)
𝑛∏︁

𝑗=1

e2𝜋i𝜇𝑗𝑥𝑗 , (3.28)

𝐸𝜆(𝑥) =
∑︁
𝜇∈𝑊 𝑒

𝜆

e
2𝜋i

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜇𝑗𝑥𝑗

=
∑︁
𝜇∈𝑊 𝑒

𝜆

𝑛∏︁
𝑗=1

e2𝜋i𝜇𝑗𝑥𝑗 . (3.29)

Зауваження 3.9. На вiдмiну вiд параграфа 3.1, у параграфах 3.2 та 3.3
компоненти орбiт-функцiй вiдповiдають орбiтi точки 𝑊𝜆, а не усiй групi
Вейля 𝑊 .

Спiввiдношення (3.26) дозволяють переписати 𝜆 та 𝑥 у орбiт-функцiях
в ортогональному базисi R𝑛+1

𝐶𝜆(𝑥) =
∑︁

𝑠∈S𝑛+1

e2𝜋𝑖(𝑠(𝜆),𝑥), (3.30)
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𝑆𝜆(𝑥) =
∑︁

𝑠∈S𝑛+1

(sgn 𝑠)e2𝜋𝑖(𝑠(𝜆),𝑥), (3.31)

𝐸𝜆(𝑥) =
∑︁

𝑠∈Alt𝑛+1

e2𝜋𝑖(𝑠(𝜆),𝑥), (3.32)

де sgn 𝑠— знак перестановки, а Alt𝑛+1 — знакозмiнна група, що дiє на (𝑛+
1)-вимiрних числових векторах, знакозмiнна група є пiдгрупою iндексу
два у групi перестановок i може бути ототожнена з парною пiдгрупою
групи Вейля алгебри 𝐴𝑛.

Розглянемо (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1) матрицю

𝑀 =

(︃
e2𝜋𝑖𝜆1𝑥1 e2𝜋𝑖𝜆1𝑥2 ... e2𝜋𝑖𝜆1𝑥𝑛+1

e2𝜋𝑖𝜆2𝑥1 e2𝜋𝑖𝜆2𝑥2 ... e2𝜋𝑖𝜆2𝑥𝑛+1

... ... ... ...
e2𝜋𝑖𝜆𝑛+1𝑥1 e2𝜋𝑖𝜆𝑛+1𝑥2 ... e2𝜋𝑖𝜆𝑛𝑥𝑛+1

)︃
. (3.33)

Взявши до уваги властивостi орбiт-функцiй (3.11) та (3.12), отримаємо

𝐶𝜆(𝑥) = det(𝑀), 𝑆𝜆(𝑥) = det+(𝑀), 𝐸𝜆(𝑥) = sdet(𝑀), (3.34)

де det+ — перманент (антивизначник), а sdet = 1
2(det+det+) — напiвви-

значник. Виходячи з вищенаведеного маємо твердження.

Твердження 3.10. Спецiальнi симетричнi багатозмiннi експоненцiйнi
функцiї введенi у роботi [73] еквiвалентнi 𝐶-функцiям простої алгебри
Лi 𝐴𝑛.

Спецiальнi антисиметричнi багатозмiннi експоненцiйнi функцiї вве-
денi у роботi [73] еквiвалентнi 𝑆-функцiям простої алгебри Лi 𝐴𝑛.

Спецiальнi знакозмiннi багатозмiннi експоненцiйнi функцiї введенi
у роботi [74] еквiвалентнi 𝐸-функцiям простої алгебри Лi 𝐴𝑛.

Зауваження 3.11. Вищенаведене твердження дає можливiсть визначи-
ти новi спецiальнi функцiї багатьох змiнних, виходячи з експонент або
тригонометричних функцiй, вiдповiдних визначникiв, антивизначникiв та
напiввизначникiв; а також дискретних груп перетворень для яких базове
групове перетворення є змiною знаку 𝑖-ї координати. Такi функцiї утво-
рять ортогональнi системи та матимуть ряд iнших корисних властиво-
стей, оскiльки будуть еквiвалентнi орбiт-функцiям простої алгебри Лi 𝐵𝑛.
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3.2.1. Галуження орбiт групи Вейля алгебри 𝐴𝑛. У цьому пара-
графi розглядаємо орбiти групи Вейля𝑊 (𝐴𝑛) простих алгебр Лi типу 𝐴𝑛,
𝑛 ≥ 1, цi алгебри Лi вiдповiдають групам спецiальних лiнiйних перетво-
рень SL(𝑛+1,C) або їх компактним дiйсним аналогам SU(𝑛+1). Точки𝑊𝜆

рiвновiддаленi вiд початку координат, а також група 𝑊 (𝐴𝑛) iзоморфна
групi перестановок 𝑛+1 елемента. З геометричної точки зору, одна орбiта
утворює опуклий многогранник у R𝑛, гранi усiх розмiрностей якого є еле-
ментами скiнченного порядку та алгоритмiчно описуються за дiаграмою
Динкiна [25].

Задача класифiкацiї можливих редукцiй групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) була
розв’язана понад 50 рокiв тому у роботах [15, 33], використовуючи цi ре-
зультати побудуємо розклади орбiт групи Вейля у об’єднання орбiт мен-
ших розмiрностей.

У фiзичнiй лiтературi подiбнi задачi називаються обчисленням правил
галуження [91] та пов’язанi з незвiдними скiнченновимiрними зображен-
нями простих алгебр Лi (що еквiвалентно правилам галуження вагових
систем зображень). Такi задачi також виникають при описi порушення
симетрiй у фiзичних системах.

Розклади орбiт та правила галуження подiбнi, оскiльки стосуються
точок орбiти, але мiж ними iснують i певнi вiдмiнностi, зокрема:

• Ваговi системи суттєво розгалужуються при зростаннi розмiрностi
зображення, в той час як розмiрнiсть орбiти завжди обмежена i
збiльшитись може лише вiдстань точок орбiти вiд початку коорди-
нат. Вагова система зазвичай складається з кiлькох 𝑊 -орбiт, при
цьому задача виокремлення орбiт (обчислення коефiцiєнтiв домiнан-
тних ваг) є досить складною, проте задачi розкладу добуткiв зо-
бражень у суму незвiдних успiшно розв’язуються з використанням
вагових систем.

• Точка вагової системи зображення з необхiднiстю є точкою вагової
ґратки алгебри Лi, отже у вiдповiдному базисi її координати цiлi, як
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i координати пiсля редукцiї. У випадку окремої орбiти групи Вейля
точки 𝜆 її координати є довiльними дiйсними числами.

Правило галуження для пари 𝑊 (𝐴𝑛) → 𝑊 (𝐿), де 𝐿 є максимальною
редуктивною пiдалгеброю𝐴𝑛 — це лiнiйне перетворення мiж Евклiдовими
просторами R𝑛 → R𝑚, де 𝑚 це ранг пiдалгебри 𝐿. На вiдмiну вiд пере-
творень окремих точок орбiти (якi залежать вiд вибору базису), правила
галуження є єдиними. Нижче побудуємо лiнiйнi перетворення у виглядi
𝑛×𝑚 матриць проєкцiї. Вибiр певних базисiв дозволяє отримати цiлi ма-
тричнi елементи для усiх матриць проєкцiї. В усiх випадках дотримуємось
нумерацiї та позначень Динкiна для коренiв, ваг та дiаграм.

Метод дослiдження наступний. Розглянемо пару алгебр Лi 𝐿 ⊃ 𝐿′

рангiв 𝑛 та 𝑚 вiдповiдно, де 𝐿 є простою, а 𝐿′ — максимальною реду-
ктивною. Задача редукцiї орбiти для пари 𝑊 (𝐿) ⊃ 𝑊 (𝐿′) вважається
розв’язною, коли побудовано 𝑛×𝑚 матрицю 𝑃 , з такою властивiстю, що
будь-яка орбiта з𝑊 (𝐿) проєктується за допомогою 𝑃 в точки вiдповiдних
орбiт 𝑊 (𝐿′). Обчислення правила галуження для певної орбiти зводиться
до застосування 𝑃 до точок орбiти та сортування спроєктованих точок
на орбiти 𝑊 (𝐿′).

Задача обчислення точок орбiти групи Вейля була детально розгля-
нута напочатку роздiлу в термiнах дзеркальних вiдображень, додатковi
данi обчислено та наведено також у роботах [20,54].

Орбiта групи Вейля однопараметричної групи Лi 𝑈1 тривiальна i скла-
дається лише з тотожного елемента. Незвiднi зображення 𝐴1 всi однови-
мiрнi, вiдповiдно орбiти 𝑊 (𝐴1) складаються з однiєї точки i нумеруються
цiлими числами. Символ (𝑘) може позначати орбiту {𝑘,−𝑘} алгебри 𝐴1

або 𝑈1-орбiту точки {𝑘}, що саме — зазвичай зрозумiло з контексту. На-
приклад, орбiта (𝑝)(𝑞), де 𝑝 ∈ Z>0, 𝑞 ∈ Z, групи Вейля 𝑊 (𝐴1 × 𝐴1)

складається з двох елементiв {(𝑝)(𝑞), (−𝑝)(𝑞)}.
Орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) точки (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛−1, 𝑞𝑛) та точки

(𝑞𝑛, 𝑞𝑛−1, . . . , 𝑞2, 𝑞1), 𝑞𝑗 ≥ 0 для усiх 𝑗 будемо називати контраградiєнтни-
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ми. Правила галуження контраградiєнтних орбiт тiсно пов’язанi, оскiль-
ки цi орбiти або спiвпадають, або можуть бути зведенi одна до одної за-
мiною компонент домiнантних ваг 𝑞𝑘 ↔ 𝑞𝑛−𝑘. Будемо розглядати лише
одного представника з контраградiєнтної пари.

Орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) мають наступну симетрiю: для кожної
точки орбiти (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), точка (−𝑎𝑛,−𝑎𝑛−1, . . . ,−𝑎2,−𝑎1) також на-
лежить цiй орбiтi.

Вiдомо, що фундаментальнi зображення (тобто зображення зi стар-
шою вагою 𝜔𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑛) мають ваговi системи, що складаються лише
з однiєї орбiти групи Вейля 𝑊𝜔𝑗

. Тому правила галужень для фундамен-
тальних зображень спiвпадають з розкладами (галуженнями) орбiт.

Кiлькiсть точок у орбiтi групи Вейля, що промаркована єдиною до-
мiнiнтною вагою (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), визначається додатнiми 𝑎𝑗. У теорiї зо-
бражень застосовуються обмеження 𝑎𝑗 ∈ Z≥0. Тут будемо розглядати
бiльш загальний випадок, вимагаючи лише 𝑎𝑗 ∈ R≥0. Якщо усi 𝑎𝑗 строго
додатнi, то орбiта 𝑊 (𝐴𝑛) мiстить (𝑛+1)! точок.

Для спрощення позначень у подальшому використовуватимемо лише
символи для алгебр i опускатимемо символи їх груп Вейля, тобто вжива-
тимемо ‘орбiта 𝐴𝑘’ замiсть ‘орбiта 𝑊 (𝐴𝑘)’.

Матриця проєкцiї 𝑃 для заданої пари алгебр Лi 𝐿 ⊃ 𝐿′ обчислюється
виходячи одного вiдомого правила галуження. Класифiкацiя пiдалгебр,
по сутi, є доведенням правила галуження. Зазвичай правило галуження
задано для зображення найменшої розмiрностi, пiсля чого матриця буду-
ється використовуючи ваговi системи наявних зображень.

Спочатку впорядкуємо у лексикографiчному порядку ваги 𝐿 та 𝐿′,
пiсля чого встановлюємо вiдповiднiсть один-до-одного мiж впорядкова-
ними вагами з обох бокiв. Матриця отримується з умови, що кожна вага
з 𝐿 повинна перейти у вiдповiдну їй вагу з 𝐿′.

Приклад 3.12. Розглянемо випадок 𝐴3 ⊃ 𝐶2. Найменша орбiта 𝐴3 мiс-
тить чотири точки. Найменша орбiта 𝐶2 також мiстить чотири точки.
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Точнiше iснує двi 4-точковi орбiти 𝐴3 та двi такi орбiти 𝐶2. Кожна з двох
орбiт 𝐴3 може бути використана для побудови матрицi проєкцiї. Двi орбi-
ти 𝐶2 з домiнантними вагами (1, 0) та (0, 1) — рiзнi, оскiльки пов’язанi з
простими коренями рiзної довжини. Вiзьмемо 𝐴3-орбiту домiнантної точ-
ки (1, 0, 0) та спроєктуємо її на 𝐶2-орбiту точки (1, 0)

(1, 0, 0) ↦→ (1, 0), (−1, 1, 0) ↦→ (−1, 1),

(0,−1, 1) ↦→ (1,−1), (0, 0,−1) ↦→ (−1, 0).

Запишемо точки як стовпцi матрицi, тодi матриця проєкцiї будується
з перших трьох точок. Обчислюючи по одному стовпчику отримаємо

( 1 * *0 * * )
(︁

1
0
0

)︁
= ( 10 ) , ( 1 0 *

0 1 * )
(︁
−1
1
0

)︁
= (−11 ) , ( 1 0 1

0 1 0 )
(︁

0
−1
1

)︁
= ( 1
−1 ) .

Зiрочками позначили елементи матрицi, якi ще не обчислено. Матриця
P=(1 0 1

0 1 0) автоматично перетворює четверту точку (0, 0,−1) з орбiти гру-
пи Вейля 𝐴3 так як потрiбно. Ця матриця може бути використана для
проєкцiї будь-якої 𝐴3 орбiти.

Правила галуження для орбiт однакових розмiрностей. Усi
орбiти групи 𝑊 (𝐴𝑛) — 𝑛-вимiрнi за винятком тривiальної одноточкової
орбiти 𝜆 = 0. Має мiсце редукцiя до орбiт тiєї ж розмiрностi коли реду-
кована орбiта має симетрiю 𝑊 (𝐴𝑟×𝐴𝑠×𝑈1), де 𝑟+ 𝑠+1 = 𝑛. Очевидно,
що слiд розглядати лише випадки 𝑟 ≥ 𝑠. З геометричної точки зору, то-
чки орбiти не перемiщуються, а лише перенумеровуються вiдповiдно до
координат заданих в стандартному базисi пiдгрупи.

У цьому параграфi спочатку наведемо випадки найнижчої розмiрно-
стi, частково з метою iлюстрацiї, а частково через те, що вони найчастiше
використовуються у фiзичних застосуваннях. А наприкiнцi розглянемо
нескiнченнi серiї випадкiв 1 ≤ 𝑛 < ∞ для усiх можливих значень ран-
гу 𝑛: 𝑊 (𝐴𝑛)→ 𝑊 (𝐴𝑛−𝑘−1×𝐴𝑘×𝑈1), 0 ≤ 𝑘 ≤ [𝑛−12 ], де [𝑛−12 ] цiла частина
вiд 𝑛−1

2 .
Правила галуження орбiт для 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−1 × 𝑈1. Почнемо роз-

гляд з випадку 𝐴1 ⊃ 𝑈1.
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Група Вейля алгебри 𝐴1 має два елементи, а група 𝑈1 — лише тотожне
перетворення. Орбiта {𝑝,−𝑝} алгебри 𝐴1 редукується до двох орбiт 𝑈1:

(𝑝) ⊃ (𝑝)+(−𝑝), 𝑝 ∈ R>0.

Редукцiя виконується застосуванням 1 × 1 матрицi проєкцiї 𝑃 = (1) до
кожного елемента 𝐴1-орбiти.

Випадок 𝐴2 ⊃ 𝐴1 × 𝑈1:
Цей випадок часто використовується у ядернiй фiзицi та фiзицi ча-

стинок. У термiнах компактних груп Лi це SU(3) ⊃ 𝑈(2) = SU(2)×𝑈(1).
Редукцiя виконується застосуванням до кожного елементу з 𝐴2-орбiти
матрицi проєкцiї P = ( 1 0

1 2 ), та подальшим перегрупуванням результату у
орбiти 𝐴1 × 𝑈1. Правила галуження для трьох типiв 𝐴2-орбiт:

(𝑝, 0) ⊃ (𝑝)(𝑝)+(0)(−2𝑝),

(0, 𝑞) ⊃ (𝑞)(−𝑞)+(0)(2𝑞),

(𝑝, 𝑞) ⊃ (𝑝)(𝑝+2𝑞)+(𝑝+𝑞)(𝑝− 𝑞)+(𝑞)(−2𝑝− 𝑞), де 𝑝, 𝑞 ∈ R>0.

Випадок 𝐴3 ⊃ 𝐴2 × 𝑈1:
Редукцiя виконується застосуванням до кожного елементу з 𝐴3-орбiти

матрицi проєкцiї(︁
1 0 0
0 1 0
1 2 3

)︁
. (3.35)

та подальшим перегрупуванням результату у орбiти 𝐴2 × 𝑈1. Для усiх
семи типiв 𝐴3-орбiт отримали правила галуження:

(𝑝, 0, 0) ⊃ (𝑝, 0)(𝑝)+(0, 0)(−3𝑝),

(0, 𝑞, 0) ⊃ (0, 𝑞)(2𝑞)+(𝑞, 0)(−2𝑞),

(0, 0, 𝑟) ⊃ (0, 0)(3𝑟)+(0, 𝑟)(−𝑟),

(𝑝, 𝑞, 0) ⊃ (𝑝, 𝑞)(𝑝+2𝑞)+(𝑝+𝑞, 0)(𝑝−2𝑞)+(𝑞, 0)(−3𝑝−2𝑞),

(𝑝, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 0)(𝑝+3𝑟)+(𝑝, 𝑟)(𝑝−𝑟)+(0, 𝑟)(−3𝑝−𝑟), (3.36)

(0, 𝑞, 𝑟) ⊃ (0, 𝑞)(2𝑞+3𝑟)+(0, 𝑞+𝑟)(2𝑞−𝑟)+(𝑞, 𝑟)(−2𝑞−𝑟),
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(𝑝, 𝑞, 𝑟) ⊃ (𝑝, 𝑞)(𝑝+2𝑞+3𝑟)+(𝑝, 𝑞+𝑟)(𝑝+2𝑞−𝑟)

+(𝑝+𝑞, 𝑟)(𝑝−2𝑞−𝑟)+(𝑞, 𝑟)(−3𝑝−2𝑞−𝑟),

де 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ R>0.

Приклад 3.13. Проiлюструємо обчислення правил галуження на при-
кладi 𝐴3-орбiти точки (2, 0, 1), що складається з 12 точок. Запишемо ко-
ординати точок орбiти у виглядi вектор-стовпчикiв:(︁

2
0
1

)︁
,
(︁
−2
2
1

)︁
,
(︁

2
1
−1

)︁
,
(︁

0
−2
3

)︁
,
(︁−2

3
−1

)︁
,
(︁

3
−1
0

)︁
,(︁

0
1
−3

)︁
,
(︁

1
−3
2

)︁
,
(︁
−3
2
0

)︁
,
(︁

1
−1
−2

)︁
,
(︁−1
−2
2

)︁
,
(︁−1

0
−2

)︁
.

(3.37)

Домножаючи кожну з точок (3.37) на матрицю проєкцiї (3.35), ми отри-
маємо точки 𝐴2 × 𝑈1-орбiти. У отриманих точках першi двi координа-
ти належать 𝐴2-орбiтi, а третя — 𝑈1-орбiтi. Залишається розсортувати
отриманi точки на окремi орбiти (на практицi для цього досить знайти
представникiв з конуса домiнантних ваг).

Випадок 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−1 × 𝑈1, 𝑛 ≥ 2:
Вищенаведенi випадки включаються у даний. Матриця проєкцiї:⎛⎝ 1 0 0 0 ··· 0 0 0

0 1 0 0 ··· 0 0 0
0 0 1 0 ··· 0 0 0... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ··· 0 1 0
1 2 3 4 ··· 𝑛−2 𝑛−1 𝑛

⎞⎠ .

Випишемо кiлька правил галуження для цього загального випадку:

(𝑝, 0, 0, . . . , 0) ⊃ (𝑝, 0, 0, . . . , 0)(𝑝)+(0, . . . , 0)(−𝑛𝑝),

(0, 𝑞, 0, . . . , 0) ⊃ (0, 𝑞, 0, . . . , 0)(2𝑞)+(𝑞, 0, 0, . . . , 0)(−(𝑛− 1)𝑞),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 0, 0, . . . , 0)(𝑝+𝑛𝑟)+(𝑝, 0, 0, . . . , 0, 𝑟)(𝑝− 𝑟)

+(0, 0, . . . , 0, 𝑟)(−𝑛𝑝− 𝑟).

Зауважимо, що тут та далi 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ R>0.
Правила галуження орбiт для 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1. Усi ви-

падки, що вже було розглянуто, можна включити в даний випадок за
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умови k = 0. Розглянемо детальнiше алгебри з загальним рангом 𝑛 ≥ 3

та 1 ≤ 𝑘 ≤ [𝑛−12 ].
Випадок 𝐴3 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1 × 𝑈1:
Редукцiя виконується застосуванням до кожного елементу з 𝐴3-орбiти

матрицi проєкцiї 𝑃 =
(︁

1 0 0
0 0 1
1 2 1

)︁
, та подальшим перегрупуванням результату

у орбiти 𝐴1 × 𝐴1 × 𝑈1.
Для всiх типiв 𝐴3-орбiт, маємо:

(𝑝, 0, 0) ⊃ (𝑝)(0)(𝑝)+(0)(𝑝)(−𝑝),

(0, 𝑞, 0) ⊃ (0)(0)(2𝑞)+(0)(0)(−2𝑞)+(𝑞)(𝑞)(0),

(0, 0, 𝑟) ⊃ (0)(𝑟)(𝑟)+(𝑟)(0)(−𝑟),

(𝑝, 𝑞, 0) ⊃ (𝑝)(0)(𝑝+2𝑞)+(𝑝+𝑞)(𝑞)(𝑝)+(𝑞)(𝑝+𝑞)(−𝑝)+(0)(𝑝)(−𝑝−2𝑞),

(𝑝, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝)(𝑟)(𝑝+𝑟)+(𝑝+𝑟)(0)(𝑝−𝑟)+(0)(𝑝+𝑟)(𝑟−𝑝)

+(𝑟)(𝑝)(−𝑝−𝑟),

(0, 𝑞, 𝑟) ⊃ (0)(𝑟)(2𝑞+𝑟)+(𝑞)(𝑞+𝑟)(𝑟)+(𝑞+𝑟)(𝑞)(−𝑟)+(𝑟)(0)(−2𝑞−𝑟),

(𝑝, 𝑞, 𝑟) ⊃ (𝑝)(𝑟)(𝑝+2𝑞+𝑟)+(𝑝+𝑞)(𝑟+𝑞)(𝑝+𝑟)+(𝑝+𝑞+𝑟)(𝑞)(𝑝−𝑟)

+(𝑞)(𝑝+𝑞+𝑟)(𝑟−𝑝)+(𝑞+𝑟)(𝑝+𝑞)(−𝑝−𝑟)+(𝑟)(𝑝)(−𝑝−2𝑞−𝑟).

Випадок 𝐴4 ⊃ 𝐴2 × 𝐴1 × 𝑈1:
Цей випадок часто використовується у фiзицi частинок в термiнах

компактних груп Лi SU(5) ⊃ SU(3)×SU(2)×𝑈(1). Редукцiя виконується
застосуванням до кожного елементу з 𝐴4-орбiти матрицi проєкцiї

𝑃 =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
2 4 6 3

)︂
та подальшим перегрупуванням результату у орбiти 𝐴2 × 𝐴1 × 𝑈1.

Наведемо правила галуження для орбiт групи Вейля алгебри Лi 𝐴4

трьох наступних точок:

(𝑝, 0, 0, 0) ⊃ (𝑝, 0)(0)(2𝑝)+(0, 0)(𝑝)(−3𝑝),

(0, 𝑞, 0, 0) ⊃ (0, 𝑞)(0)(4𝑞)+(𝑞, 0)(𝑞)(−𝑞)+(0, 0)(0)(−6𝑞),
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(𝑝, 0, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 0)(𝑟)(2𝑝+3𝑟)+(𝑝, 𝑟)(0)(2𝑝− 2𝑟)+

+(0, 0)(𝑝+𝑟)(3𝑟 − 3𝑝)+(0, 𝑟)(𝑝)(−3𝑝− 2𝑟).

Випадок 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−2 × 𝐴1 × 𝑈1, для непарних 𝑛 ≥ 3:
Матриця проєкцiї

𝑃 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0 ··· 0 0 0 0
0 1 0 0 ··· 0 0 0 0
0 0 1 0 ··· 0 0 0 0... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ··· 0 1 0 0
0 0 0 0 ··· 0 0 0 1

1 2 3 4 ··· 𝑛−3 𝑛−2 𝑛−1 𝑛−1
2

⎞⎟⎟⎠ ,

деякi з правил галуження:

(𝑝, 0, 0, . . . , 0) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0)(0)(𝑝)+(0, . . . , 0)(𝑝)(−𝑛−1
2 𝑝),

(0, 𝑞, 0, . . . , 0) ⊃ (0, 𝑞, 0, . . . , 0)(0)(2𝑞)+(𝑞, 0, 0, . . . , 0)(𝑞)(−𝑛−3
2 𝑞)

+(0, . . . , 0)(0)((1−𝑛)𝑞),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0)(𝑟)(𝑝+𝑛−1
2 𝑟)+(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)(0)(𝑝−𝑟)

+(0, . . . , 0)(𝑝+𝑟)((𝑟−𝑝)𝑛−12 )

+(0, . . . , 0, 𝑟)(𝑝)(−𝑟−𝑛−1
2 𝑝).

Випадок 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−2 × 𝐴1 × 𝑈1, для парних 𝑛 ≥ 4:
Матриця проєкцiї

𝑃 =

⎛⎜⎝
1 0 0 0 ··· 0 0 0 0
0 1 0 0 ··· 0 0 0 0
0 0 1 0 ··· 0 0 0 0... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ··· 0 1 0 0
0 0 0 0 ··· 0 0 0 1
2 4 6 8 ··· 2(𝑛−3) 2(𝑛−2) 2(𝑛−1) 𝑛−1

⎞⎟⎠ ,

деякi з правил галуження:

(𝑝, 0, 0, . . . , 0) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0)(0)(2𝑝)+(0, . . . , 0)(𝑝)((1− 𝑛)𝑝),

(0, 𝑞, 0, . . . , 0) ⊃ (0, 𝑞, 0, . . . , 0)(0)(4𝑞)+(𝑞, 0, . . . , 0)(𝑞)((3− 𝑛)𝑞)

+(0, . . . , 0)(0)(2(1− 𝑛)𝑞),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0)(𝑟)(2𝑝+(𝑛− 1)𝑟)

+(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)(0)(2(𝑝− 𝑟))
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+(0, . . . , 0)(𝑝+𝑟)((𝑛− 1)(𝑟 − 𝑝))

+(0, . . . , 0, 𝑟)(𝑝)(−2𝑟 − (𝑛− 1)𝑝).

Загальний випадок 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1 : 1 ≤ 𝑘 ≤ [𝑛−12 ]:
Матриця проєкцiї у загальному випадку

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼𝑛−𝑘−1 0

0 𝐼𝑘

𝑘+1 2(𝑘+1) · · · (𝑛−𝑘−1)(𝑘+1) (𝑛−𝑘)(𝑘+1) 𝑘(𝑛−𝑘) · · · 2(𝑛−𝑘) 𝑛−𝑘⏟  ⏞  
𝑛−𝑘−1

⏟  ⏞  
1

⏟  ⏞  
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎫⎬⎭ 𝑛−𝑘−1

⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑘

}︁
1

.

Тут i надалi 𝐼𝑘 позначає 𝑘 × 𝑘 одиничну матрицю, а 0 позначає нульову
матрицю.

Деякi з правил галуження:

(𝑝, 0, 0, . . . , 0)⊃(𝑝, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0)((𝑘+1)𝑝)

+(0, . . . , 0)(𝑝, 0, . . . , 0)((𝑘−𝑛)𝑝),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)⊃(𝑝, 0, . . . , 0)(0, . . . , 0, 𝑟)((𝑘+1)𝑝+(𝑛− 𝑘)𝑟)

+(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)(0, . . . , 0)((𝑘+1)(𝑝− 𝑟))

+(0, . . . , 0)(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)((𝑛− 𝑘)(𝑟 − 𝑝))

+(0, . . . , 0, 𝑟)(𝑝, 0, . . . , 0)((−𝑘 − 1)𝑟+(𝑘 − 𝑛)𝑝).

Правила галуження для максимальних напiвпростих пiдал-
гебр алгебри 𝐴𝑛. Простi алгебри Лi 𝐴𝑛 не мiстять напiвпростих пiд-
алгебр того самого рангу 𝑛, тому усi правила галуження орбiт, що роз-
глядатимуться далi, мають ранг строго менший нiж 𝑛. Поступово збiль-
шуватимемо ранг до випадку 𝑛 = 8 та опишемо нескiнченнi серiї, що



235

стосуються груп Вейля класичних алгебр Лi, а саме 𝑊 (𝐴2𝑛) ⊃ 𝑊 (𝐵𝑛),
𝑛 ≥ 3, 𝑊 (𝐴2𝑛−1) ⊃ 𝑊 (𝐶𝑛), 𝑛 ≥ 2, та 𝑊 (𝐴2𝑛−1) ⊃ 𝑊 (𝐷𝑛), 𝑛 ≥ 4.

З цих трьох серiй окремо розглянемо випадки для низьких рангiв.
Випадки коли пiдалгебра є максимальною серед напiвпростих але не є
максимальною серед редуктивних — виключено з розгляду. Матрицi про-
єкцiї для останнiх випадкiв будуються вiдкиданням останнього рядка вiд-
повiдних квадратних матриць, що щойно було наведено. Крапки у матри-
цях проєкцiй позначають нульовi елементи.

Випадок рангу 2:
Iснує лише один такий випадок, а саме 𝐴2 ⊃ 𝐴1, який часто задається

в термiнах груп Лi SU(3) ⊃ O(3), коли групи компактнi, або SL(3,C) ⊃
O(3,C), коли групи комплекснi. Орбiти їхнiх груп Вейля спiвпадають.
Матриця проєкцiї 𝑃 = (2 2), таким чином, маємо редукцiї:

(𝑝, 𝑞) ⊃ (2𝑝+2𝑞)+(2𝑝)+(2𝑞),

(𝑝, 0) ⊃ (2𝑝)+(0),

(0, 𝑞) ⊃ (2𝑞)+(0).

Випадок рангу 3:
Є лише два випадки рангу три, наведемо матрицi проєкцiй:

𝐴3 ⊃ 𝐶2 : ( 1 · 1· 1 · ) , 𝐴3 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1 : ( 1 · 11 2 1 ) .

Приклад 3.14. Розглянемо дванадцятиточкову орбiту, наведену у (3.37)
та застосуємо до неї матрицю проєкцiї 𝑃 = ( 1 · 1· 1 · ). Двi домiнантнi точки
знаходимо записавши спроєктованi точки у виглядi вектора-рядка: (3, 0)
та (1, 1). Отримаємо правило для 𝐴3⊃𝐶2: (2, 0, 1)⊃(3, 0)+(1, 1). Орбiта
(3, 0) мiстить 4 точки, а орбiта (1, 1) мiстить 8 точок.

З точки зору геометрiї, орбiта (2, 0, 1) – це тетраедр з чотирма зрiза-
ними вершинами, а плоска фiгура пiсля проєкцiї — об’єднання квадрата
(3, 0) та восьмикутника (1, 1).

Мiж пiдалгеброю 𝐴1×𝐴1 та пiдалгеброю 𝐴1×𝐴1×𝑈1 iснують суттєвi
вiдмiнностi, розглянемо їх. Використовуючи вiдповiднi матрицi проєкцiй
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отримаємо рiзнi редукцiї для орбiти тiєї самої точки

(1, 0, 0) ⊃ (1)(1), та (1, 0, 0) ⊃ (1)(0)(1)+(0)(1)(−1).

Знехтувавши внеском 𝑈1 у друге правило галуження, отримаємо вiдмiн-
ностi мiж чотирма точками орбiти пiсля реедукцiї у двох випадках:

(1, 0, 0) ⊃ {(1)(1), (−1)(1), (1)(−1), (−1)(−1)},

(1, 0, 0) ⊃ {(1)(0), (−1)(0), (0)(1), (0)(−1)}.

Очевидно, що iснує пiдалгебра 𝐴2 в 𝐴3, не зважаючи на те, що вона
максимальна серед напiвпростих пiдалгебр 𝐴3, вона не є максимальною
серед редуктивних пiдалгебр i спiвпадає з вже розглянутим випадком
пiдалгебри 𝐴2 × 𝑈1.

Випадок рангу 4:
Iснує лише одна проста та максимальна пiдалгебра 𝐴4 серед редуктив-

них:

𝐴4 ⊃ 𝐶2 : ( · 2 2 ·
1 · · 1 ) .

Двi iншi напiвпростi пiдалгебри рангу 3, а саме 𝐴3 та 𝐴1 × 𝐴2 розши-
ряються за допомогою 𝑈1 до максимальних редуктивних пiдалгебр i є
частинними випадками редукцiй розглянутих вище.

Деякi правила галуження:

(𝑝, 0, 0, 0) ⊃ (0, 𝑝)+(0, 0),

(𝑝, 0, 0, 𝑟) ⊃ (0, 𝑝+𝑟)+(0, 𝑝)+(0, 𝑟)+(2𝑟, 𝑝− 𝑟), 𝑝 > 𝑟,

(𝑝, 0, 0, 𝑝) ⊃ (0, 2𝑝)+2(0, 𝑝)+2(2𝑝, 0).

Випадок рангу 5:
У цьому випадку iснує чотири максимальнi пiдалгебри. Алгебри 𝐴3

та 𝐷3 спiвпадають, тому 𝐴5 ⊃ 𝐴3 еквiвалентно 𝐴5 ⊃ 𝐷3, з тим уточнен-
ням, що координати (𝑎, 𝑏, 𝑐) алгебри 𝐴3 вiдповiдають координатам (𝑏, 𝑎, 𝑐)

алгебри 𝐷3.

Pr(𝐴5 ⊃ 𝐴3) =
(︁
· 1 · 1 ·
1 · · · 1
· 1 2 1 ·

)︁
, Pr(𝐴5 ⊃ 𝐶3) =

(︁
1 · · · 1
· 1 · 1 ·
· · 1 · ·

)︁
,
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Pr(𝐴5 ⊃ 𝐴2) = ( · 1 3 2 2
2 2 · 1 · ) , Pr(𝐴5 ⊃ 𝐴1 × 𝐴2) =

(︁
1 · 1 · 1
1 2 1 · ·
· · 1 2 1

)︁
.

Зокрема правила галуження для 6-точкової 𝐴5-орбiти наступнi:

(𝑝, 0, 0, 0, 0) ⊃

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 𝑝, 0) для 𝐴3,

(𝑝, 0, 0) для 𝐶3,

(0, 2𝑝) для 𝐶2,

(𝑝)(𝑝, 0) для 𝐴1 × 𝐴2,

𝑝 ∈ R>0. (3.38)

Випадок рангу 6:
Цей єдиний випадок включається у загальний випадок 𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛:

Pr(𝐴6 ⊃ 𝐵3) =
(︁

1 · · · · 1
· 1 · · 1 ·
· · 2 2 · ·

)︁
,

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0) ⊃ (𝑝, 0, 0)+(0, 0, 0),

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝+𝑟, 0, 0)+(𝑝, 0, 0)+(𝑟, 0, 0)+(𝑝− 𝑟, 𝑟, 0), 𝑝 > 𝑟,

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 𝑝) ⊃ (2𝑝, 0, 0)+2(𝑝, 0, 0)+2(0, 𝑝, 0).

Випадок рангу 7:
Першi два з трьох можливих випадкiв також включаються у загальнi

формули, що будуть наведенi нижче:

Pr(𝐴7 ⊃ 𝐶4) =

(︂
1 · · · · · 1
· 1 · · · 1 ·
· · 1 · 1 · ·
· · · 1 · · ·

)︂
, Pr(𝐴7 ⊃ 𝐷4) =

(︂
1 · · · · · 1
· 1 · · · 1 ·
· · 1 · 1 · ·
· · 1 2 1 · ·

)︂
,

Pr(𝐴7 ⊃ 𝐴1 × 𝐴3) =

(︂
1 · 1 · 1 · 1
1 2 1 · · · ·
· · 1 2 1 · ·
· · · · 1 2 1

)︂
.

Зокрема, для 𝐴7 ⊃ 𝐴1 × 𝐴3, при умовi 𝑝 > 𝑟, маємо:

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ⊃ (𝑝)(𝑝, 0, 0),

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝+𝑟)(𝑝, 0, 𝑟)+(𝑝−𝑟)(𝑝, 0, 𝑟)+(𝑝+𝑟)(𝑝−𝑟, 0, 0),

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑝) ⊃ (2𝑝)(𝑝, 0, 𝑝)+2(0)(𝑝, 0, 𝑝)+4(2𝑝)(0, 0, 0).
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Випадок рангу 8:
Один з трьох випадкiв включається до формули (3.39), а два iншi

мають вигляд:

Pr(𝐴8 ⊃ 𝐵4)=

(︂
1 · · · · · · 1
· 1 · · · · 1 ·
· · 1 · · 1 · ·
· · · 2 2 · · ·

)︂
, Pr(𝐴8 ⊃ 𝐴2 × 𝐴2)=

(︂
1 · 1 1 · 1 1 ·
· 1 1 · 1 1 · 1
1 2 1 2 1 1 · ·
· · 1 1 2 1 2 1

)︂
.

Приклади проавил галуження для другого випадку:

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ⊃ (𝑝, 0)(𝑝, 0),

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑟) ⊃ (𝑝, 𝑟)(𝑝, 𝑟)+(𝑝−𝑟, 0)(𝑝, 𝑟)+(𝑝, 𝑟)(𝑝−𝑟, 0), 𝑝 > 𝑟,

(𝑝, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑝) ⊃ (𝑝, 𝑝)(𝑝, 𝑝)+3(0, 0)(𝑝, 𝑝)+3(𝑝, 𝑝)(0, 0).

Три випадки загального рангу:
Нижче усi випадки наведено з прикладами галужень для орбiт точок

(𝑝, 0, . . . , 0) та (𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟), де параметри 𝑝, 𝑟 є строго додатнiми цiлими
числами, також припускаємо, що 𝑝 > 𝑟. Якщо 𝑝 < 𝑟, то параметри𝑝 та
𝑟у правилах галуження слiд помiняти мiсцями. Випадок 𝑝 = 𝑟 зазвичай
вимагає окремого розгляду.

𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝑛 ≥ 3

𝑃 =

⎛⎜⎜⎝ 𝐼𝑛−1 0 𝐸𝑛−1

0 · · · 0 2 2 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.39)

Тут та надалi 𝐸𝑘 позначає 𝑘 × 𝑘 матрицю з одиницями на кодiагоналi.

(𝑝, 0, 0, . . . , 0)⊃(𝑝, 0, . . . , 0)+(0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟)⊃(𝑝+𝑟, 0, . . . , 0)+(𝑝, 0, . . . , 0)+(𝑟, 0, . . . , 0)

+(𝑝−𝑟, 𝑟, 0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑝)⊃(2𝑝, 0, . . . , 0)+2(𝑝, 0, . . . , 0)+2(0, 𝑝, 0, . . . , 0).

𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 2

𝑃 =

⎛⎜⎜⎝ 𝐼𝑛−1 0 𝐸𝑛−1

0 · · · 0 1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.40)
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(𝑝, 0, 0, . . . , 0) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟) ⊃ (𝑝+𝑟, 0, . . . , 0)+(𝑝− 𝑟, 𝑟, 0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑝) ⊃ (2𝑝, 0, . . . , 0)+2(0, 𝑝, 0, . . . , 0).

𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛, 𝑛 ≥ 4

𝑃 =

⎛⎜⎜⎝ 𝐼𝑛−1 0 𝐸𝑛−1

0 · · · 0 1 2 1 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎠ . (3.41)

(𝑝, 0, 0, . . . , 0) ⊃ (𝑝, 0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑟) ⊃ (𝑝+𝑟, 0, . . . , 0)+(𝑝− 𝑟, 𝑟, 0, . . . , 0),

(𝑝, 0, . . . , 0, 𝑝) ⊃ (2𝑝, 0, . . . , 0)+2(0, 𝑝, 0, . . . , 0).

У випадку правил галуження в просторах однiєї розмiрностi матрицi
проєкцiї є оборотними та можуть бути використанi у зворотному напрям-
ку. Обернена матриця трансформує орбiту 𝑊 (𝐿′) у лiнiйну комбiнацiю
орбiт 𝑊 (𝐿), де 𝐿′ ⊂ 𝐿. Лiнiйна комбiнацiя в загальному випадку матиме
цiлi коефiцiєнти обох знакiв. Не вiдомо нiяких прикладних чи фiзичних
застосувань таких ‘правил галуження’, хоча вони використовуються у
кiльцях зображень Гротендiка.

Ще одне можливе застосування отриманих правил галуження — це
встановлення зв’язку мiж парою максимальних пiдалгебр 𝐿′ та 𝐿′′ тiєї
самої алгебри Лi 𝐿 за допомогою композицiї матриць проєкцiї 𝑃 (𝐿→ 𝐿′)

та 𝑃 (𝐿→ 𝐿′′)

𝑃 (𝐿′ → 𝐿′′) = 𝑃 (𝐿→ 𝐿′′)𝑃−1(𝐿→ 𝐿′).

3.3. Ортогональнi полiноми та орбiт-функцiї

Бiльшiсть спецiальних функцiй та ортогональних полiномiв означених
протягом останнiх десятилiть пов’язанi з групами Лi або їх узагальнен-
нями. Зокрема спецiальнi функцiї математичної фiзики є матричними
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елементами зображень алгебр Лi [143], також нещодавнi узагальнення
класичних гiпергеометричних ортогональних полiномiв на випадок бага-
тьох змiнних базуються на простих групах Лi [31,55,76,83–85,122,142].

У цьому параграфi розглядаємо задачу побудови ортогональних по-
лiномiв 𝑛 змiнних, що пов’язанi з орбiт-функцiями та простими групами
Лi рангу 𝑛. Оскiльки використовуємо функцiї симетричнi або антисиме-
тричнi вiдносно дiї групи Вейля, то отриманi полiноми природнiм чином
виникатимуть в усiх полiномах пов’язаних з кореневими та ваговими ґра-
тками.

На вiдмiну вiд ортогоналiзацiї Грама–Шмiдта мономiального базсу
вiдносно мiри Хаара [55, 85, 122] та на вiдмiну вiд визначникових кон-
струкцiй полiномiв [77, 78, 141] використовуємо розклад добуткiв орбiт
груп Вейля та основнi властивостi характерiв незвiдних скiнченновимiр-
них зображень. Такий теоретико-груповий пiдхiд дає нам ряд суттєвих
переваг та спрощень:

• Область ортогональностi 𝐹 ⊂ R𝑛 вiдома для усiх груп𝐺 та спiвпадає
для характерiв i орбiт-функцiй.

• Ортогональнiсть полiномiв є наслiдком ортогональностi орбiт-
функцiй.

• Побудова сiток та задача дискретизацiї полiномiв зводиться до вже
розв’язаних на початку цього роздiлу задач дискретизацiї орбiт-
функцiй.

• Полiноми будуються в явному виглядi, при цьому надзвичайно ко-
рисними є класи конґруентностi характерiв та орбiт-функцiй, якi об-
числюються виходячи з центру вiдповiдної простої алгебри Лi.

• Полiноми отримують кориснi властивостi орбiт-функцiй, зокрема во-
ни є власними функцiями певних диференцiальних операторiв.

Нижче пропонуємо три алгебраїчнi методи побудови полiномiв з 𝐶-
або 𝑆-функцiй.
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Перший метод полягає у пiдстановцi на мiсце кожної експоненцiйної
компоненти монома з вiдповiдною кiлькiстю змiнних (3.46). У однови-
мiрному випадку отримаємо полiноми Чебишева записанi у лоранiвськiй
формi з симетрично розташованими додатними та вiд’ємними степеня-
ми змiнної; у випадку алгебри 𝐴2 наш результат спiвпадає з результатом
Курнвiндера [75].

Другий метод — ‘тригонометричний’, вiн базується на тому фактi, що
для багатьох простих алгебр Лi (3.50) орбiт-функцiї складаються з пар
експонент, якi у сумi породжують синус чи косинус. Зауважимо, що цей
метод не може застосовуватись до алгебри 𝐴𝑛, якщо 𝑛 > 1.

Третiй метод подiбний до методу Вейля, що застосовується для побу-
дови скiнченновимiрних зображень з фундаментальних зображень. Тобто
𝐶-полiноми мають 𝑛 змiнних, якi є 𝐶-функцiями, по однiй для кожної
фундаментальної ваги 𝜔𝑗. Цей метод призводить до порiвняно простої
рекурсивної конструкцiї, що дозволяє представити будь-яку 𝐶-функцiю
у виглядi не лоранiвського полiнома.

Окрiм загальних методiв, у цьому параграфi виведено рекурсiї, що до-
зволяють будувати полiноми та отримано значну кiлькiсть допомiжного
iнструментарiю та даних, таких як класи конґруентностi та розмiрностi
незвiдних зображень.

3.3.1. Характер зображення та орбiт-функцiї. Нехай Евклiдiв
простiр R𝑛 натягнуто на простi коренi деякої простої групи 𝐺. Вважаємо,
що орбiт-функцiї визначено так, як у параграфi 3.2 та 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑃 задано у
𝜔-базисi, а 𝑥 ∈ R𝑛 задано у �̌�-базисi.

Кiлькiсть експоненцiйних доданкiв у 𝑆-функцiї 𝑆𝜆 завжди спiвпадає з
порядком групи Вейля. Для 𝐶-функцiї 𝐶𝜆 кiлькiсть експоненцiйних до-
данкiв спiвпадає з порядком 𝑊 подiленим на стабiлiзатор точки 𝜆 у 𝑊 ,
зокрема 𝐶(0,0,...,0) = 1 для будь-якої 𝐺. У деяких випадках зручно вiд-
масштабувати 𝐶𝜆 стабiлiзатором непороджуючої точки 𝜆 (для цього су-
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мування вiдносно елементiв 𝑊𝜆 в означеннi 𝐶-функцiї замiнюється на
сумування по всiх елементах 𝑊 , як у параграфi 3.1).

Для усiх простих груп Лi 𝐺 iснує зв’язок мiж 𝐶- та 𝑆-функцiями у
вигладi формули характера Вейля: характер 𝜒𝜆(𝑥) зображення групи 𝐺

з старшою вагою 𝜆 має вигляд:

𝜒𝜆(𝑥) =
𝑆𝜆+𝜌(𝑥)

𝑆𝜌(𝑥)
=
∑︁
𝜇

𝑚𝜆
𝜇𝐶𝜇(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑃+. (3.42)

Тут 𝜌 — це пiвсума додатнiх коренiв 𝐺, яка вiдома для усiх груп 𝐺 i зада-

ється рiвнянням 𝜌 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘. Число 𝑚𝜆
𝜇 — це натуральне число, що назива-

ється числом Костки (кратнiсть домiнантної ваги 𝜇 у ваговiй системi не-
звiдного зображення зi старшою вагою 𝜆). Обчислення чисел Костки ви-
конується за стандартними алгоритмами теорiї зображень [97]. Кратнiсть
старшого доданка у (3.42) завжди одиниця, тобто 𝑚𝜆

𝜆 = 1. Ваги 𝜆 ∈ 𝑃+

можна впорядкувати так, що матриця (𝑚𝜆
𝜇) буде верхньо-трикутною з

одиницями на дiагоналi (див. таблицi в роботi [20]), тодi обернена матри-
ця дозволяє записати 𝐶𝜇(𝑥) як лiнiйну комбiнацiю незвiдних характерiв
з цiлими коефiцiєнтами. Нехай 𝑥 ∈ R𝑛 i 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑃+, тодi

𝐶𝜇(𝑥) =
∑︁
𝜆

�̃�𝜆
𝜇𝜒𝜆(𝑥) = 𝑆−1𝜌

∑︁
𝜆

�̃�𝜆
𝜇𝑆𝜆+𝜌, (3.43)

де (�̃�𝜆
𝜇) — елементи трикутної матрицi, оберненої до (𝑚𝜆

𝜇).
При обчисленнях перевiрка iстиностi рiвностей (3.42) та (3.43) вико-

ристовує той факт, що вони виконуються для розмiрностей зображень та
розмiрностей орбiт.

Приклад 3.15. Розглянемо полiноми 𝐶 та 𝜒 алгебри Лi 𝐺2. Значення𝑚𝜆
𝜇

та (𝑚𝜆
𝜇)
−1 для 5 найменших домiнантних ваг 𝐺2 наведено у таблицях 3.4.

Цi таблицi та формули (3.42), (3.43) дозволяють записати 𝐶-функцiї через
характери i навпаки, наприклад з останнього стовпчика першої таблицi
маємо:

𝜒(1,1) = 4𝐶(0,0) + 4𝐶(0,1) + 2𝐶(1,0) + 2𝐶(0,2) + 𝐶(1,1). (3.44)



243

𝑚𝜆
𝜇 (0,0) (0,1) (1,0) (0,2) (1,1)

(︀
𝑚𝜆

𝜇

)︀−1 (0,0) (0,1) (1,0) (0,2) (1,1) |𝑊𝜇|

(0,0) 1 1 2 3 4 (0,0) 1 −1 −1 0 2 1

(0,1) 1 1 2 4 (0,1) 1 −1 −1 0 6

(1,0) 1 1 2 (1,0) 1 −1 0 6

(0,2) 1 2 (0,2) 1 −2 6

(1,1) 1 (1,1) 1 12

dim 1 7 14 27 64 dim 1 7 14 27 64

Табл. 3.4. Числа Костки 𝑚𝜆
𝜇 та (𝑚𝜆

𝜇)
−1 для 5 найнижчих домiнантних ваг алгебри 𝐺2.

У першому рядку наведено 𝜆, у першому стовпчику наведено 𝜇. Останнiй стовпчик
мiстить розмiрнiсть групи Вейля домiнантної ваги 𝜇. У останньому рядку наведено
розмiрностi незвiдних зображень 𝐺2 зi старшою вагою 𝜆.

Аналогiчно з останнього стовпчика другої таблицi:

𝐶(1,1) = 2𝜒(0,0) − 2𝜒(0,2) + 𝜒(1,1). (3.45)

3.3.2. Ортогональнi полiноми побудованi за орбiт-функцiями.
Будемо розглядати замiни змiнних

T : R𝑛 −→ C𝑛; (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛),

що перетворюють 𝐶(𝑥)- та 𝑆(𝑥)-функцiї у полiноми 𝑛 змiнних. Орто-
гональнiсть полiномiв у областi F випливає з ортогональностi орбiт-
функцiй, де F- образ фундаментальної областi 𝐹 пiд дiєю перетворен-
ня T. Ваговi функцii 𝑓 для обчислення скалярного добутку отримуються
з вагових коефiцiєнтiв орбiт-функцiй та Якобiана det−1

(︁
𝐷(𝑢)
𝐷(𝑥)

)︁
. Їх обчис-

лено та наведено наприкiнцi параграфа для усiх полiномiв двох та трьох
змiнних побудованих рекурентним способом.

Експоненцiйнi пiдстановки. Перший метод є очевидною замiню
експонент на новi змiннi

𝑢𝑗 := e2𝜋i𝑥𝑗 , 𝑥𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.46)
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Полiномiальнi доданки є добутками
𝑛∏︀

𝑗=1

𝑢
𝜇𝑗

𝑗 , де 𝜇𝑗 ∈ Z — координати точок

орбiти у вiдповiдному базисi. Пiд дiєю цього перетворення орбiт-функцiї
𝐶𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥) перетворюються у полiноми Лорана 𝑛 змiнних 𝑢𝑗, де 𝑗 =
{1, 2, . . . , 𝑛}.

Полiноми отриманi за допомогою експоненцiйної пiдстановки є ком-
плекснозначними, допускають вiд’ємнi степенi та мають одиничнi коефi-
цiєнти для 𝐶-полiномiв, та коефiцiєнти 1 або −1 для 𝑆-полiномiв.

Тригонометричнi пiдстановки. Орбiти групи Вейля 𝑊 багатьох
(але не всiх!) простих груп Лi мають таку властивiсть, що дозволяє три-
гонометричну замiну змiнних. Для цього орбiта 𝑊𝜆 має задовольняти
умову

±𝜇 ∈ 𝑊𝜆(𝐿) для всiх 𝜇 ∈ 𝑊𝜆(𝐿). (3.47)

Пара вiдповiдних доданкiв у орбiт-функцiї може бути скомбiнована таким
чином:

e2𝜋i⟨𝜇,𝑥⟩ + e−2𝜋i⟨𝜇,𝑥⟩ = 2 cos(2𝜋⟨𝜇, 𝑥⟩) ∈ 𝐶𝜆(𝑥),

e2𝜋i⟨𝜇,𝑥⟩ − e−2𝜋i⟨𝜇,𝑥⟩ = 2i sin(2𝜋⟨𝜇, 𝑥⟩) ∈ 𝑆𝜆(𝑥),

тодi функцiї 𝐶𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥) стають лiнiйними комбiнацiями синусiв та
косинусiв.

Введемо новi змiннi для 𝐶-функцiй

𝑢𝑗 := cos 2𝜋𝑥𝑗, 𝑥𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.48)

Та новi змiннi для 𝑆-функцiй

𝑢𝑗 := sin 2𝜋𝑥𝑗, 𝑥𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.49)

Використовуючи тригонометричнi тотожностi решта синусiв та косинусiв
може бути виражена у виглядi полiномiв через новi змiннi.

Вочевидь, важливим є питання для яких простих алгебр Лi викону-
ється умова (3.47). У теорiї Лi ця iнформацiя є вiдомою для зображень i,
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вiдповiдно, для орбiт групи Вейля [91], така властивiсть виконується для
наступних алгебр Лi:

𝐴1, 𝐵𝑛 (𝑛 ≥ 3), 𝐶𝑛, 𝐷2𝑛 (𝑛 ≥ 2), 𝐸7, 𝐸8, 𝐹4, 𝐺2. (3.50)

Зауважимо, що у випадку алгебри 𝐴1, саме ця пiдстановка породжує по-
лiноми Чебишева першого та другого роду.

Рекурсивний метод. Оберемо у якостi нових змiнних 𝑛 𝐶-функцiй
фундаментальних ваг:

𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥) := 𝐶𝜔𝑗
(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛; (3.51)

розглянемо одну додаткову змiнну — найменшу з можливих 𝑆-функцiй,

S := 𝑆𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜌 = (1, 1, . . . , 1) =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜔𝑚, (3.52)

яку неможливо отримати за допомогою добутку iнших змiнних. Ця змiн-
на не фiгуруватиме у отриманих полiномах, але буде використовуватись
при побудовi рекурсiй.

Рекурсивний метод побудови 𝐶-полiномiв починається з розкладу до-
бутку змiнних 𝑢𝑗 та 𝐶-функцiй у суму 𝐶-полiномiв. Правильний вибiр
послiдовностi добуткiв дозволяє отримувати все вищi i вищi степенi 𝐶-
полiномiв.

Спочатку знаходимо породжуючi рекурсiї, як розклад добуткiв
𝑢𝑗𝐶(𝑎1,𝑎2,...,𝑎𝑛) для точок 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 з конуса строго домiнантних ваг (тоб-
то породжуючих точок). Пiсля цього будується решта додаткових рекур-
сiй для нижчих ваг, якi необхiднi, щоб розв’язати породжуючу рекурсiю.
Ефективний шлях знаходження розкладiв добуткiв — це розклад добу-
ткiв орбiт замiсть добуткiв орбiт-функцiй. Такi задачi широко вивчались
та для ряду випадкiв отримано явнi розв’язки [54]. Зауважимо, що такi
рекурсiї завжди лiнiйнi, а вiдповiднi матрицi — трикутнi. Нижче обчи-
слимо у явному виглядi рекурсiї для алгебр 𝐿 = 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐶2, i 𝐺2,
а також для 𝐵3 i 𝐶3.

Результатом реурсивних замiн змiнних є наступне твердження.
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Твердження 3.16. Будь-яка 𝐶-функцiя та будь-який характер 𝜒𝜆

простої групи Лi 𝐺 може бути представлений у виглядi полiнома вiд
𝐶-функцiй фундаментальних ваг 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛, тобто у виглядi полiнома
у змiнних 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛.

Доведення. Зафiксуємо домiнантний порядок (природнiй частковий по-
рядок) на ваговiй ґратцi:

𝜆 < 𝜇 ⇔ (𝜆− 𝜇) ∈ 𝑄+,

де 𝑄+ =
∑︀

𝛼∈Δ+

N𝛼, Δ+-додатнi коренi.

Тодi будемо вважати, що

𝑢𝜆1
1 𝑢

𝜆2
2 · · ·𝑢𝜆𝑛

𝑛 < 𝑢𝜇1

1 𝑢
𝜇2

2 · · ·𝑢𝜇𝑛
𝑛 .

Щойно вищевказане вiдношення порядку зафiксовано, можемо впо-
рядкувати полiноми 𝐶𝜆(𝑢), 𝜆 = 𝜆1𝜔1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝜔𝑛. Тодi твердження дово-
диться методом математичної iндукцiї за точками вагової ґратки 𝜆.

Базу iндукцiї становлять додатковi рекурсiї, тобто розклади добуткiв
𝑢𝑗𝐶𝜆, де 𝜆 має принаймнi одну нульовi координату у 𝜔-базисi.

Оскiльки 𝜆 задано у 𝜔-базисi, а 𝑥 задано у �̌�-базисi, то розклад до-
бутку 𝑢𝑗(𝑥)𝐶𝜆(𝑥) еквiвалентний розкладу добутку орбiт групи Вейля
𝑊𝜔𝑗

𝑊𝜆. Для кожної орбiти iснує єдина точка 𝜆′ ∈ 𝑊𝜆, така, що ∀𝜇 ∈ 𝑊𝜆

маємо 𝜇 4 𝜆′. Тодi дагальний вигляд рекурентного спiввiдношення нас-
тупний

𝑢𝑗𝐶𝜆 = 𝐶(𝜆′
1,𝜆

′
2,...𝜆

′
𝑗+1,...,𝜆′

𝑛)
+ 𝐿(𝐶4𝜆′), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.53)

Тут 𝐿(𝐶4𝜆′) — це Z-лiнiйна комбiнацiя орбiт-функцiй 𝐶𝜇, з 𝜇 4 𝜆′. Фор-
мула (3.53) є кроком iндукцiї для кожного 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Отже, довели, що 𝐶𝜆 є полiномом вiд 𝐶-функцiй фундаментальних
ваг 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛.

Аналогiчне твердження для 𝜒𝜆 випливає з того факту, що характер є
лiнiйною комбiнацiєю певних 𝐶-функцiй.
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Рекурсивна побудова 𝑆-полiномiв починається з розкладу добуткiв
змiнних S та 𝑢𝑗 у суми 𝑆-полiномiв. Правильний вибiр послiдовностi до-
буткiв дозволяє отримувати вищi степенi 𝑆-полiномiв. Нижче наведено
приклади рекурсивної побудови 𝑆-полiномiв для алгебр Лi 𝐿 = 𝐴2, 𝐶2,
i 𝐺2. Зi зростанням рангу алгебри Лi, рекурсивна процедура для
𝑆-полiномiв суттєво ускладнюється, порiвняно з процедурою для 𝐶-
полiномiв. Це обумовлено наявнiстю вiд’ємних доданкiв у 𝑆-полiномах та
тим фактом, що 𝑆-функцiї визначенi для породжуючих точок, якi мають
орбiти максимальних розмiрностей. Проте, на противагу 𝐶-полiномам,
при обчисленнi розкладiв добуткiв 𝑆-полiномiв часто має мiсце скорочен-
ня доданкiв.

Iснує альтернативна рекурсивна процедура, яка може бути застосова-
на для 𝑆-полiномiв. Щойно обчислено 𝐶-полiноми, їх можна використати
у формулi (3.42) для знаходження 𝑆-полiномiв у виглядi сум 𝐶-полiномiв
з додатковим множником-змiнною S.

Зауваження 3.17. На практицi використовуються полiноми 𝑆𝜆

S за-
мiсть 𝑆𝜆. Це дозволяє уникнути колiзiї спричиненої тим фактом, що по-
лiноми 𝑆𝜆 залежать вiд 𝑛+1 змiнної S, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛, хоча визначаються у 𝑛-
вимiрному Евклiдовому просторi. Частка 𝑆𝜆

S є добре визначеною, оскiльки
функцiя S(𝑢) не набуває нульових значень всерединi 𝐹 , а на границi 𝐹
обидвi функцiї S та 𝑆𝜆 є нульовими. Iншими словами, використовуємо
характери замiсть 𝑆-орбiт-функцiй.

Зауваження 3.18. Iснує два порiвняно простих способи перевiрки обчис-
лених рекурсiй. Перший — спiвпадiння кiлькостi експоненцiйних доданкiв
у правiй та лiвiй частинах, що спричинено розмiрностями орбiт групи
Вейля.

Другий — спiвпадiння чисел конґруентностi #. Характер 𝜒𝜆, зобра-
ження 𝜆 та 𝐶𝜆- i 𝑆𝜆-полiноми, як i всi точки орбiти групи Вейля вiдповiда-
ють певному класу конґруентностi, що позначається числом конґруентно-
стi #(𝜆), яке є числом, що маркує клас спряженостi до якого належить 𝜆



248

у ґратцi 𝑃 вiдносно дiї кореневої ґратки. Iншими словами, числа конґру-
ентностi # — це елементи фактор-групи 𝑃/𝑄. Кiлькiсть рiзних можливих
значень # спiвпадає з розмiрнiстю центра 𝐺. Пiд час множення орбiт чи-
сла конґруентностi сумуються. Зокрема, усi 𝐶-полiноми у (3.42) мають
бути з одного класу конґруентностi, бiльш того, усi доданки розкладу до-
бутку полiномiв належать одному класу конґруентностi. Простi групи Лi
𝐺2, 𝐹4 та 𝐸8 мають лише один клас конґруентностi.

Кiлькiсть експоненцiйних доданкiв у характерi 𝜒𝜆(𝑥) спiвпадає з роз-
мiрнiстю зображення старшої ваги 𝜆, тому кiлькiсть доданкiв у кожному
𝐶-полiномi з (3.42) спiвпадає з розмiрнiстю зображення.

Мономiальнi симетричнi полiноми. Орбiт-функцiї 𝐶𝜆 є певними
модифiкацiями мономiальних симетричних полiномiв

m𝜆(𝑦) =
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

𝑦𝜇 ≡
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

𝑦𝜇1

1 𝑦
𝜇2

2 · · · 𝑦𝜇𝑛
𝑛 , 𝜆 ∈ 𝑃+. (3.54)

Ця вiдповiднiсть випливає з пiдстановки (3.46), де 𝑦𝑗 = 𝑢𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Для вивчення симетричних ортогональних полiномiв зазвичай вико-

нується замiна 𝑦𝜇 на e𝜇 (e𝜇 розглядається як функцiя у Евклiдовому прос-
торi e𝜇(𝑥) = e⟨𝜇,𝑥⟩ = e𝜇1𝑥1+···+𝜇𝑛𝑥𝑛). За таких умов отримаємо модифiкованi
𝐶-функцiї, якi також називають мономiальними симетричними функцi-
ями

m̂𝜆(𝑥) =
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

e⟨𝜇,𝑥⟩ =
∑︁
𝜇∈𝑊𝜆

e𝜇1𝑥1+···+𝜇𝑛𝑥𝑛. (3.55)

Функцiї m̂𝜆(𝑥) також є власними функцiями оператора Лапла-
са. Зауважимо, що при виборi iнтегральних ортогональних коор-
динат 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛 у випадку алгебри 𝐴𝑛, у такий спосiб, що
𝑚1 ≥ 𝑚2 ≥ · · · ≥ 𝑚𝑛 ≥ 0, полiноми Лорана m𝜆(𝑦) та m̂𝜆(𝑥) перетво-
ряться у звичайнi (не лоранiвськi) полiноми.

Важливо, що добре вiдомi ортогональнi полiноми з теорiї спецiальних
функцiй — полiноми Якобi однiєї змiнної та полiноми Якобi багатьох змiн-
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них є симетричними полiномами Лорана, що визначаються у термiнах m̂𝜆,
𝜆 ∈ 𝑃+, а вiдповiдно i у термiнах 𝐶-функцiй.

Симетричнi полiноми Макдональда. Розглянемо симетричнi по-
лiноми Макдональда, якi є квантовим аналогом полiномiв Якобi та буду-
ються з мономiальних симетричних полiномiв.

Нехай 𝐴 — алгебра над R вiльної Абелової групи 𝑃 , тодi група Вейля
𝑊 дiє на 𝑃 та на 𝐴. Позначимо через 𝐴𝑊 пiдалгебру 𝑊 -iнварiантних еле-
ментiв з 𝐴, а щойно означенi мономiальнi симетричнi функцiї позначимо
m̂𝜆, — вони утворюють базис 𝐴𝑊 .

Розглянемо деяке дiйсне число 𝑞, 0 6 𝑞 < 1 та з кожним коренем 𝛼 з
кореневої системи 𝑅 групи 𝐺 проасоцiюємо змiнну 𝑡𝛼, таку що 𝑡𝛼 = 𝑡𝑤𝛼,
𝑤 ∈ 𝑊 .

Нехай C𝑞,𝑡𝛼 — поле рацiональних функцiй вiд 𝑞 та 𝑡𝛼. Позначимо
C𝑞,𝑡𝛼[e

𝑥1, . . . , e𝑥𝑛] набiр полiномiв Лорана вiд функцiй e𝑥1, e𝑥2, . . . , e𝑥𝑛 з ко-
ефiцiєнтами з C(𝑞, 𝑡𝛼).

Сталий доданок 𝑎0 функцiї
∑︀
𝜆

𝑎𝜆e
𝜆 позначимо як [

∑︀
𝜆

𝑎𝜆e
𝜆]0.

Означимо скалярний добуток для 𝑓, 𝑔 ∈ C𝑞,𝑡𝛼[e
𝑥1, . . . , e𝑥𝑛]

⟨𝑓, 𝑔⟩𝑞,𝑝𝛼 = |𝑊 |−1[𝑓𝑔Δ]0, де Δ =
∏︁
𝛼∈𝑅

∞∏︁
𝑖=1

1− 𝑞2𝑖e𝛼

1− 𝑡2𝛼𝑞2𝑖e𝛼
,

тут 𝑔 означає лiнiйну iнволюцiю, визначену рiвнiстю e𝜆 = e−𝜆.
I. Макдональдом [85] доведено теорему, що однозначно визначає полi-

номи Макдональда 𝑃𝜆, 𝜆 ∈ 𝑃+, а саме:
Iснує єдиний набiр полiномiв 𝑃𝜆 ∈ C𝑞,𝑡𝛼[e

𝑥1, e𝑥2, . . . , e𝑥𝑛]𝑊 , 𝜆 ∈ 𝑃+, що
задовольняють умови

1) 𝑃𝜆 = m̂𝜆 +
∑︁
𝜇<𝜆

𝑎𝜇𝜆m̂𝜇, 𝑎𝜇𝜆 ∈ C𝑞,𝑡𝛼,

2) ⟨𝑃𝜆, 𝑃𝜇⟩𝑞,𝑡𝛼 = 0, якщо 𝜆 ̸= 𝜇.

Iншими словами, полiноми Макдональда будуються методом ортого-
налiзацiї базису для 𝐴𝑊 . Ортогональнiсть доводиться виходячи з того
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факту, що полiноми Макдональда є власними векторами алгебри комуту-
ючих самоспряжених операторiв з одновимiрними власними просторами,
а власнi простори рiзних власних векторiв мають бути ортогональнi.

Замiнивши e𝑥𝑗 на 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 у полiномах 𝑃𝜆 ми отримаємо (для
кожного фiксованого значення 𝑞 та 𝑡𝛼) ортогональнi симетричнi полiноми,
якi називаються симетричними полiномами Макдональда.

Знову замiнивши 𝑦𝑗 на e2𝜋i𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, у полiномах Макдональда
ми отримаємо ортогональнi функцiї, що є скiнченними лiнiйним комбiна-
цiями 𝐶-функцiй.

При певних значеннях 𝑞 та 𝑡𝛼 полiноми Макдональда зводяться до 𝐶-
та 𝑆-функцiй:

• Якщо 𝑡𝛼 = 1, тодi не залежно вiд 𝑞 маємо

𝑃𝜆(𝑦) = m̂𝜆(𝑦) = 𝐶𝜆(𝑥)|𝑦=2𝜋i𝑥.

• Якщо ∀𝛼 ∈ 𝑅 𝑡𝛼 = 𝑞, тодi

𝑃𝜆(𝑦) = 𝜒𝜆(𝑦) =
𝑆𝜆(𝑥)

𝑆𝜌(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑦=𝑥

.

Наслiдок 3.19. Полiномiальнi форми 𝐶- та 𝑆-функцiй отриманi за-
мiною (3.46) є частинними випадками симетричних полiномiв Макдо-
нальда. Полiномiальнi форми орбiт-функцiй, що отриманi тригономет-
ричними пiдстановками та замiною (3.51) еквiвалентнi симетричним
полiномам Макдональда.

Наслiдок 3.20. Симетричнi полiномами Макдональда можна пред-
ставити у виглядi полiномiв вiд фундаментальних 𝐶-функцiй:
𝑢1 = 𝐶𝜔1

, . . . , 𝑢𝑛 = 𝐶𝜔𝑛
. У цьому випадку отримаємо не лоранiвськi по-

лiноми, а полiноми з невiд’ємними степенями.

Орбiт-функцiї та полiноми Чебишева. Не зважаючи на те, що
у лiтературi [32] наявна значна кiлькiсть узагальнень полiномiв Че-
бишева на випадок багатьох змiнних, ми детально розглянемо як во-
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ни з’являються серед ортогональних полiномiв, що походять з орбiт-
функцiй.

Розглянемо два типи орбiт-функцiй алгебри 𝐴1 для 𝑥 ∈ R, 𝑚 ∈ Z>0:

𝐶𝑚(𝑥) = e2𝜋i𝑚𝑥 + e−2𝜋i𝑚𝑥 = 2 cos(2𝜋𝑚𝑥), (3.56)

𝑆𝑚(𝑥) = e2𝜋i𝑚𝑥 − e−2𝜋i𝑚𝑥 = 2i sin(2𝜋𝑚𝑥). (3.57)

При 𝑚 = 0, означення орбiт-функцiй, наведенi на початку цього роздi-
лу, дають формули 𝐶0(𝑥) = 1 та 𝑆0(𝑥) = 0 для усiх 𝑥, але (3.56) дає
формулу 𝐶0(𝑥) = 2. У цьому параграфi дотримуватимемось останнього
нормування щоб отримати класичний вигляд полiномiв Чебишева. Вза-
галi кажучи, для деяких випадкiв може бути корисним вiдмасштабувати
орбiт-функцiю не породжуючої точки її стабiлiзатором.

Експоненцiйна пiдстановка породжує полiноми Чебишева у симетри-
чнiй формi. Розглянемо iншу замiну змiнних:

𝑢 := 𝐶1(𝑥) = e2𝜋i𝑥 + e−2𝜋i𝑥 = 2 cos(2𝜋𝑥),

𝑆 := 𝑆1(𝑥) = e2𝜋i𝑥 − e−2𝜋i𝑥 = 2i sin(2𝜋𝑥).
(3.58)

Рекурсивно за степенями 𝑢 i 𝑆 обчислюємо розклади добуткiв рiзних
орбiт-функцiй. Породжуючi рекурсiї мають вигляд

𝑢𝐶𝑚 = 𝐶𝑚+1 + 𝐶𝑚−1, 𝑆𝐶𝑚 = 𝑆𝑚+1 − 𝑆𝑚−1,

𝑢𝑆𝑚 = 𝑆𝑚+1 + 𝑆𝑚−1, 𝑆𝑆𝑚 = 𝐶𝑚+1 − 𝐶𝑚−1,
𝑚 > 1.

Розв’язуючи рекурсiї для 𝐶-полiномiв,ми починаємо з найнижчих:

𝑢2 = 𝐶2 + 𝐶0 = 𝐶2 + 2 =⇒ 𝐶2 = 𝑢2 − 2,

𝑢𝐶2 = 𝐶3 + 𝐶1 = 𝐶3 + 𝑢 =⇒ 𝐶3 = 𝑢𝐶2 − 𝑢 = 𝑢3 − 3𝑢,

𝑢𝐶𝑚 = 𝐶𝑚+1 + 𝐶𝑚−1 =⇒ 𝐶𝑚+1 = 𝑢𝐶𝑚 − 𝐶𝑚−1, 𝑚 > 3.

Полiноми найменших порядкiв наведено у таблицi 3.5, аналiзуючи її роби-
мо висновок, що 𝐶𝑚 = 2𝑇𝑚, для𝑚 = 0, 1, . . . , де 𝑇𝑚 — полiноми Чебишева
першого роду.
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Рекурсiї для 𝐶-полiномiв, якi отримуються з добутку двох 𝑆-полiномiв
наступнi:

𝑆2 = 𝐶2 − 2 =⇒ 𝐶2 = 𝑆2 + 2,

𝑆𝑆𝑚 = 𝐶𝑚+1 − 𝐶𝑚−1 =⇒ 𝐶𝑚+1 = 𝑆𝑆𝑚 + 𝐶𝑚−1, 𝑚 > 2.

Отже, кожна функцiя 𝐶𝑚 може бути представлена двома шляхами: як
полiном степеня 𝑚 вiд 𝑢 та як полiном того ж степеня вiд 𝑆 та 𝑢. Прирiв-
нявши два можливi представлення для 𝐶𝑚, отримаємо тригонометричну
тотожнiсть для кожного 𝑚. Наприклад, записавши 𝐶2, маємо

𝑢2 − 𝑆2 = 4 ⇐⇒ sin2(2𝜋𝑥) + cos2(2𝜋𝑥) = 1.

Виходячи звiдси бачимо, що змiнна 𝑆 є чисто уявною, оскiльки її квад-
рат — вiд’ємне число.

Аналогiчнi спiввiдношення породжують полiномiальнi вирази для 𝑆𝑚,

𝑢𝑆 = 𝑆2 =⇒ 𝑆2 = 𝑢𝑆

𝑢𝑆2 = 𝑆3 + 𝑆 =⇒ 𝑆3 = 𝑢𝑆2 − 𝑆 = 𝑢2𝑆 − 𝑆

𝑢𝑆𝑚 = 𝑆𝑚+1 + 𝑆𝑚−1 =⇒ 𝑆𝑚+1 = 𝑆𝑆𝑚 − 𝑆𝑚−1, 𝑚 > 2;

𝑆𝐶2 = 𝑆3 − 𝑆 =⇒ 𝑆3 = 𝑆𝐶2 + 𝑆 = 𝑆3 + 3𝑆

𝑆𝐶𝑚 = 𝑆𝑚+1 + 𝑆𝑚−1 =⇒ 𝑆𝑚+1 = 𝑆𝑆𝑚 − 𝐶𝑚−1, 𝑚 > 2.

Фундаментальне спiввiдношення мiж 𝑆- та 𝐶-полiномами є спецiаль-
ним випадком формули характера (3.42). Це позбавляє нас необхiдностi
рекурсивної побудови 𝑆-полiномiв, у випадку коли 𝐶-полiноми вже вiдо-
мi. Характер 𝜒𝑚(𝑥) незвiдного зображення алгебри 𝐴1 розмiрномтi 𝑚+1

вiдомий для усiх 𝑚 > 0. Iснує два способи записати характер: як вiд-
ношення 𝑆-функцiй та як суму 𝐶-функцiй, останнiй випадок дозволяє
отримати полiноми Чебишева другого роду 𝑈𝑚(𝑥):

𝜒𝑚(𝑥) =
𝑆𝑚+1(𝑥)

𝑆(𝑥)
;
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𝜒𝑚(𝑥) = 𝐶𝑚(𝑥)+𝐶𝑚−2(𝑥)+ · · ·+

⎧⎨⎩𝐶2(𝑥)+𝐶0, 𝑚 — парне,

𝐶3(𝑥)+𝑢(𝑥), 𝑚 — непарне.

Зауваження 3.21. Полiноми 𝐶𝑚 з таблицi 3.5 є полiномами Дiксона
(вiдомо, що вони еквiвалентнi полiномам Чебишева над полем компле-
ксних чисел). При зведеннi спецiальних експоненцiйних функцiй показа-
ли, що група Вейля алгебри 𝐴𝑛 еквiвалентна групi 𝑆𝑛+1, таким чином
цiлком природньо вважати 𝐶-полiноми алгебри 𝐴𝑛 𝑛-вимiрним узагаль-
ненням полiномiв Дiксона (як полiномiв перестановок). Наша форма полi-
номiв Дiксона-Чебишева є найменшими частковими випадками для (3.42)
та (3.43) без будь-яких додаткових обгрунтувань та перетворень, що є
бiльш ‘природнiм’ оскiльки, наприклад, рiвнiсть 𝐶2

2 = 𝐶4 + 2 не виконує-
ться для класичних форм 𝑇2 та 𝑇4.

𝐶-полiноми 𝑆-полiноми

# = 0 # = 0

𝐶2 𝑢2 − 2 𝑆1 1

𝐶4 𝑢4 − 4𝑢2 + 2 𝑆3 𝑢2 − 1

𝐶6 𝑢6 − 6𝑢4 + 9𝑢2 − 2 𝑆5 𝑢4 − 3𝑢2 + 1

𝐶8 𝑢8 − 8𝑢6 + 20𝑢4 − 16𝑢2 + 2 𝑆7 𝑢6 − 5𝑢4 + 6𝑢2 − 1

# = 1 # = 1

𝐶1 𝑢 𝑆2 𝑢

𝐶3 𝑢3 − 3𝑢 𝑆4 𝑢3 − 2𝑢

𝐶5 𝑢5 − 5𝑢3 + 5𝑢 𝑆6 𝑢5 − 4𝑢3 + 3𝑢

𝐶7 𝑢7 − 7𝑢5 + 14𝑢3 − 7𝑢 𝑆8 𝑢7 − 6𝑢5 + 10𝑢3 − 4𝑢

Табл. 3.5. Незвiднi 𝐶- та 𝑆-полiноми алгебри 𝐴1 степеня не вище за 8.

Алгебра 𝐴2 та ортогональнi полiноми. Змiнними для полiномiв
алгебри 𝐴2 є 𝐶-функцiї фундаментальних ваг 𝜔1 = (1, 0), 𝜔2 = (0, 1), та
найнижча 𝑆-функцiя з домiнантною вагою (1, 1). Позначимо змiннi таким
чином

𝑢1 := 𝐶(1,0)(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2 := 𝐶(0,1)(𝑥1, 𝑥2), 𝑆 := 𝑆(1,1)(𝑥1, 𝑥2).
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Для спрощення викладу надалi опускатимемо змiннi (𝑥1, 𝑥2) при записi
орбiт-функцiй.

Беручи до уваги очевиднi полiноми 𝑢1, 𝑢2, 𝑢21, 𝑢1𝑢2 та 𝑢22, ре-
курсивно знаходимо решту 𝐴2-полiномiв. Степенi полiномiв 𝐶(𝑎,𝑏) та
𝑆(𝑎,𝑏) рiвнi 𝑎 + 𝑏. Зауважимо, що зовнiшнiй автоморфiзм алгебри 𝐴2

пов’язує полiноми 𝐶(𝑎,𝑏) та 𝐶(𝑏,𝑎) перестановкою змiнних 𝑢1 ↔ 𝑢2 (тоб-
то 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑢1, 𝑢2) = 𝐶(𝑏,𝑎)(𝑢2, 𝑢1)).

Усi доданки полiнома або, еквiвалентно, усi ваги орбiти, мають нале-
жати одному класу конґруентностi. Для 𝐴2-ваги (𝑎, 𝑏) маємо

#(𝑎, 𝑏) = (𝑎+ 2𝑏) mod 3. (3.59)

Для орбiт-функцiй алгебри 𝐴2 маємо

#(𝐶(𝑎,𝑏)) = #(𝑆(𝑎,𝑏)) = (𝑎+ 2𝑏) mod 3,

тобто три класи полiномiв, що вiдповiдають конґруентностям # = 0, 1, 2.
Пiд час множення, числа конґруентностi додаються за модулем три. До-
буток незвiдних орбiт розкладається у суму орбiт, що належать тому са-
мому класу конґруетнтностi.

Розмiрностi орбiт 𝑊 (𝐴2) наведено на початку роздiлу пiд час обчи-
слення усiх можливих орбiт груп рангу три. Розмiрнiсть 𝑑(𝑎,𝑏) зображення
алгебри 𝐴2 зi старшою вагою (𝑎, 𝑏) задається рiвнянням

𝑑(𝑎,𝑏) =
1
2(𝑎+ 1)(𝑏+ 1)(𝑎+ 𝑏+ 2).

Для 𝐶-функцiй алгебри 𝐴2 iснує двi чотири-компонентнi породжую-
чi рекурсiї. 𝐶-функцiя породжуючої точки є сумою |𝑊 (𝐴2)| = 6 експо-
ненцiйних доданкiв. Щоб рекурсiя була породжуючою, а не додатковою
розклад добутку 𝑢𝑖 та породжуючої 𝐶-функцiї має утворювати три рiзнi
6-вимiрнi орбiти.

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎+1,𝑏) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1), 𝑎, 𝑏 > 2;

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎,𝑏+1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏), 𝑎, 𝑏 > 2.
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Перш нiж використовувати породжуючi рекурсiї, мають бути розв’язанi
усi додатковi рекурсiйнi спiввiдношення, починаючи з найнижчого:

𝑢21=𝐶(2,0)+2𝑢2, 𝑢22=𝐶(0,2)+2𝑢1, 𝑢1𝑢2=𝐶(1,1)+3,

𝑢1𝐶(1,1)=𝐶(2,1)+2𝐶(0,2)+2𝑢1, 𝑢2𝐶(1,1)=𝐶(1,2)+2𝐶(2,0)+2𝑢2.

Для 𝑎 > 2:

𝑢1𝐶(𝑎,1)=𝐶(𝑎+1,1)+𝐶(𝑎−1,2)+2𝐶(𝑎,0), 𝑢1𝐶(𝑎,0)=𝐶(𝑎+1,0)+𝐶(𝑎−1,1),

𝑢2𝐶(𝑎,1)=𝐶(𝑎,2)+2𝐶(𝑎+1,0)+𝐶(𝑎−1,1), 𝑢2𝐶(𝑎,0)=𝐶(𝑎,1)+𝐶(𝑎−1,0).

Для 𝑏 > 2:

𝑢1𝐶(1,𝑏)=𝐶(2,𝑏)+2𝐶(0,𝑏+1)+𝐶(1,𝑏−1), 𝑢1𝐶(0,𝑏)=𝐶(1,𝑏)+𝐶(0,𝑏−1),

𝑢2𝐶(1,𝑏)=𝐶(1,𝑏+1)+𝐶(2,𝑏−1)+2𝐶(0,𝑏), 𝑢2𝐶(0,𝑏)=𝐶(0,𝑏+1)+𝐶(1,𝑏−1).

Використовуючи симетрiю вiдносно перестановки компонент домiнан-
тних ваг, виписуються полiноми 𝐶(𝑎,0) та 𝐶(𝑎,1) для усiх 𝑎 ∈ N. Пiсля чого
розв’язуються 4-компонентнi рекурсiї для 𝐶(2,𝑏) i 𝐶(𝑎,2) для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ N.
I вже тепер можна розв’язати породжуючi рекурсiї.

Розглянемо 𝑆-полiноми алгебри 𝐴2. Зауважимо, що 𝑆(𝑎,0) = 𝑆(0,𝑏) = 0

для усiх 𝑎 i 𝑏. Для 𝑆-функцiй iснує двi 4-компонентнi породжуючi рекурсiї

𝑢1𝑆(𝑎,𝑏) = 𝑆(𝑎+1,𝑏) + 𝑆(𝑎−1,𝑏+1) + 𝑆(𝑎,𝑏−1), 𝑎, 𝑏 > 2;

𝑢2𝑆(𝑎,𝑏) = 𝑆(𝑎,𝑏+1) + 𝑆(𝑎+1,𝑏−1) + 𝑆(𝑎−1,𝑏), 𝑎, 𝑏 > 2.

Додатковi рекурсiї 𝑎 = 1 та/або 𝑏 = 1:

𝑢1𝑆 = 𝑆(2,1), 𝑢2𝑆 = 𝑆(1,2);

𝑢1𝑆(1,2) = 𝑆(2,2) + 𝑆, 𝑢2𝑆(1,2) = 𝑆(1,3) + 𝑆(2,1);

𝑢1𝑆(2,1) = 𝑆(3,1) + 𝑆(1,2), 𝑢2𝑆(2,1) = 𝑆(2,2) + 𝑆;

𝑢1𝑆(3,1) = 𝑆(4,1) + 𝑆(2,2), 𝑢2𝑆(3,1) = 𝑆(2,1) + 𝑆(3,2).

Додатковi зв’язки для 𝐶-полiномiв:

𝑆𝑆 = 𝐶(2,2) − 2𝐶(0,3) − 2𝐶(3,0) + 2𝐶(1,1) − 6,
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𝑆𝑆(2,1) = 𝐶(3,2) − 𝐶(1,3) − 2𝐶(4,0) + 2𝐶(0,2) − 2𝐶(1,0) + 𝐶(2,1),

𝑆𝑆(1,2) = 𝐶(2,3) − 𝐶(3,1) − 2𝐶(0,4) + 2𝐶(2,0) − 2𝐶(0,1) + 𝐶(1,2),

𝑆𝑆(2,2) = 𝐶(3,3) − 𝐶(4,1) − 𝐶(1,4) + 2𝐶(0,3) + 2𝐶(3,0) − 𝐶(1,1),

для 𝑎, 𝑏 > 3 :

𝑆𝑆(𝑎,𝑏)=𝐶(𝑎+1,𝑏+1)−𝐶(𝑎+2,𝑏−1)−𝐶(𝑎−1,𝑏+2)+𝐶(𝑎−2,𝑏+1)+

+𝐶(𝑎+1,𝑏−2)−𝐶(𝑎−1,𝑏−1).

У випадку алгебри 𝐴2 характер 𝜒(𝑎,𝑏) (3.42) набуває вигляду

𝜒(𝑎,𝑏)(𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑎+1,𝑏+1)(𝑥, 𝑦)

𝑆(1,1)(𝑥, 𝑦)
= 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑥, 𝑦) +

∑︁
𝜆

𝑚𝜆𝐶𝜆(𝑥, 𝑦).

Коефiцiєнти домiнантних ваг наведено у роботi [20], обчислимо набори
характерiв для всiх трьох класiв конґруентностi алгебри 𝐴2.

Клас конґруентностi # = 0:

𝜒(0,0) = 𝐶(0,0) = 1,

𝜒(1,1) = 𝐶(1,1)+2𝐶(0,0),

𝜒(3,0) = 𝐶(3,0)+𝐶(1,1)+𝐶(0,0),

𝜒(0,3) = 𝐶(0,3)+𝐶(1,1)+𝐶(0,0),

𝜒(2,2) = 𝐶(2,2)+𝐶(0,3)+𝐶(3,0)+2𝐶(1,1)+3𝐶(0,0),

𝜒(1,4) = 𝐶(1,4)+𝐶(2,2))+2𝐶(0,3)+𝐶(3,0)+2𝐶(1,1)+2𝐶(0,0),

𝜒(3,3) = 𝐶(3,3)+𝐶(4,1)+𝐶(1,4)+2𝐶(2,2))+2𝐶(0,3)+2𝐶(3,0)+3𝐶(1,1)+4𝐶(0,0),

𝜒(6,0) = 𝐶(6,0)+𝐶(4,1)+𝐶(2,2))+𝐶(0,3)+𝐶(3,0)+𝐶(1,1)+𝐶(0,0).

Клас конґруентностi # = 1:

𝜒(1,0) = 𝐶(1,0),

𝜒(0,2) = 𝐶(0,2) + 𝐶(1,0),

𝜒(2,1) = 𝐶(2,1) + 𝐶(0,2) + 2𝐶(1,0),

𝜒(1,3) = 𝐶(1,3) + 𝐶(2,1) + 2𝐶(0,2) + 2𝐶(1,0),
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𝐶-полiноми 𝑆-полiноми

# = 0 # = 0

𝐶(1,1) 𝑢1𝑢2−3 𝑆(2,2) 𝑢1𝑢2−1

𝐶(3,0) 𝑢31−3𝑢1𝑢2+3 𝑆(1,4) 𝑢32−2𝑢1𝑢2+1

𝐶(2,2) 𝑢21𝑢
2
2−2𝑢31−2𝑢32+4𝑢1𝑢2−3 𝑆(3,3) 𝑢21𝑢

2
2−𝑢31−𝑢32

# = 1 # = 1

𝐶(1,0) 𝑢1 𝑆(2,1) 𝑢1

𝐶(0,2) 𝑢22−2𝑢1 𝑆(1,3) 𝑢22−𝑢1
𝐶(2,1) 𝑢21𝑢2−2𝑢22−𝑢1 𝑆(3,2) 𝑢21𝑢2−𝑢22−𝑢1
𝐶(1,3) 𝑢1𝑢

3
2−3𝑢21𝑢2−𝑢22+5𝑢1 𝑆(2,4) 𝑢1𝑢

3
2−2𝑢21𝑢2−𝑢22+2𝑢2

𝐶(4,0) 𝑢41−4𝑢21𝑢2+2𝑢22+4𝑢1 𝑆(5,1) 𝑢41−3𝑢21𝑢2+𝑢22+𝑢1+𝑢2

Табл. 3.6. 𝐶- та 𝑆-полiноми алгебри 𝐴2 степеня не вище за 4. З усiх полiномiв 𝐶(𝑎,𝑏)

або 𝑆(𝑎,𝑏) отримаємо 𝐶(𝑏,𝑎) або 𝑆(𝑏,𝑎) вiдповiдно помiнявши мiсцями 𝑢1 та 𝑢2.

𝜒(4,0) = 𝐶(4,0) + 𝐶(2,1) + 𝐶(0,2) + 𝐶(1,0),

𝜒(0,5) = 𝐶(0,5) + 𝐶(1,3) + 𝐶(2,1) + 𝐶(0,2) + 𝐶(1,0).

Для класу конґруентностi # = 2 досить помiняти мiсцями домiнантнi
ваги у рiвностях для класу конґруентностi # = 1.

Приклад 3.22. Порiвняємо полiноми отриманi для алгебри 𝐴2 з резуль-
татами Т. Курнвiндера [75]. Нехай 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) задано у 𝛼-базисi, тодi
𝐶-функцiї 𝐴2 набувають вигляду:

𝐶(0,0)(𝑥) = 1,

𝐶(0,𝑚)(𝑥) = 𝐶(𝑚,0)(𝑥) = e−2𝜋i𝑚𝑥1 + e2𝜋i𝑚𝑥1e−2𝜋i𝑚𝑥2 + e2𝜋i𝑚𝑥2,

𝐶(𝑚1,𝑚2)(𝑥) = e2𝜋i𝑚1𝑥1e2𝜋i𝑚2𝑥2 + e−2𝜋i𝑚1𝑥1e2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥2 +

e2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥1e−2𝜋i𝑚2𝑥2 + e−2𝜋i𝑚2𝑥1e−2𝜋i𝑚1𝑥2 +

e−2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥1e2𝜋i𝑚1𝑥2 + e2𝜋i𝑚2𝑥1e−2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥2,

𝑆(𝑚1,𝑚2)(𝑥) = e2𝜋i𝑚1𝑥1e2𝜋i𝑚2𝑥2 − e−2𝜋i𝑚1𝑥1e2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥2 −

e2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥1e−2𝜋i𝑚2𝑥2 − e−2𝜋i𝑚2𝑥1e−2𝜋i𝑚1𝑥2 +

e−2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥1e2𝜋i𝑚1𝑥2 + e2𝜋i𝑚2𝑥1e−2𝜋i(𝑚1+𝑚2)𝑥2.
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Полiноми e+ та e−, наведенi у (2.6) роботи [75, III], спiвпадають з
рекурентними 𝐶- та 𝑆-полiномами алгебри 𝐴2, коли встановлено насту-
пну вiдповiднiсть: 𝜎 = 2𝜋𝑥1, 𝜏 = 2𝜋𝑥2. Отже, обидва набори полiномiв
алгебри 𝐴2 та e± з роботи [75, III] ортогональнi всерединi гiпоциклоїди
Штейнера.

Варто зауважити, що регулярне замощення площини рiвностороннiми
трикутниками у [75] є стандартним покриттям площини ваговою ґраткою
алгебри 𝐴2. Фундаментальна область 𝑅 з [75] спiвпадає з фундаменталь-
ною областю 𝐹 (𝐴2) у наших позначеннях. Вiдповiдна група iзометрiї є
афiнною групою Вейля для 𝐴2.

Продовжуючи порiвняння з [75], слiд наголосити, що орбiт-функцiї є
власними функцiями не лише оператора Лапласа, а також диференцi-
альних операторiв, що будуються з елементарних симетричних полiно-
мiв [70,71].

Дослiдимо перетворення фундаментальної областi 𝐹 (𝐴2) → F(𝐴2).
Пiд час замiни 𝑥 ↦→ 𝑢, вершини симплексу 𝐹 (𝐴2) переходять у точки
{𝑃0, 𝑃1, 𝑃2}, а ребра переходять у неперервнi кривi. У явному виглядi
маємо

(0, 0) ↦→ (3, 0) =: 𝑃0;

𝜔1 ↦→ (−3
2 ,−

3
√
3

2 ) =: 𝑃1;

𝜔2 ↦→ (−3
2 ,

3
√
3

2 ) =: 𝑃2.

Приклад 3.23. Зафiксуємо натуральне число 𝑀 = 3. |𝐹3(𝐴2)| = 10,
а вiдповiднi точки сiтки ( 𝑠1𝑀 ,

𝑠2
𝑀 ) у координатах (Re(𝑢1), Im(𝑢1)) мають

вигляд

(0, 0) ↦→ (3, 0);

(0, 1) ↦→ (−3
2 ,

3
√
3

2 );

(23 ,
1
3) ↦→ (−2 cos 𝜋

9+cos 2𝜋
9 ,−2 sin

𝜋
9− sin 2𝜋

9 );

(1, 0) ↦→ (−3
2 ,−

3
√
3

2 );
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(23 , 0) ↦→ (− cos 𝜋
9+2 sin 𝜋

18 ,−2 cos
𝜋
18+sin 𝜋

9 );

(13 ,
2
3) ↦→ (−2 cos 𝜋

9+cos 2𝜋
9 , 2 sin

𝜋
9+sin 2𝜋

9 );

(13 , 0) ↦→ (2 cos 2𝜋
9 +sin 𝜋

18 , cos
𝜋
18−2 sin

2𝜋
9 );

(0, 13) ↦→ (2 cos 2𝜋
9 +sin 𝜋

18 ,− cos 𝜋
18+2 sin 2𝜋

9 );

(13 ,
1
3) ↦→ (0, 0);

(0, 23) ↦→ (−2 cos 𝜋
9+2 sin 𝜋

18 , 2 cos
𝜋
18− sin 𝜋

9 ).

Вибiр координат у виглядi (Re(𝑢1), Im(𝑢1)) обумовлений комплексним
спряженням 𝑢1 = 𝑢2. Зображаючи цi точки та трансформовану фунда-
ментальну область F на рис. 3.8, ми бачимо, що дискретнi точки 𝐹𝑀(𝐴2)

у нових координатах (𝑢1, 𝑢2) переходять у точки F𝑀(𝐴2) ⊂ F(𝐴2).

-1 1 2 3

-2

-1

1

2

Рис. 3.8. Область ортогональностi F полiномiв алгебри 𝐴2 та дискретнi точки фунда-
ментальної областi F3 побудованi у прикладi 3.23.

Алгебра 𝐶2 та ортогональнi полiноми. Для орбiт алгебри Лi 𝐶2

iснує два класи конґруентностi, якi для довiльної ваги (𝑎, 𝑏) визначаються
таким чином

#(𝑎, 𝑏) = 𝑎 mod 2. (3.60)

Розмiрнiсть незвiдного зображення 𝑑(𝑎,𝑏) алгебри 𝐶2 зi старшою вагою



260

(𝑎, 𝑏) задається рiвнянням

𝑑(𝑎,𝑏) =
1
6(𝑎+ 1)(𝑏+ 1)(2𝑎+ 𝑏+ 3)(𝑎+ 𝑏+ 2). (3.61)

При множеннi полiномiв числа конґруентностi пiдсумовуються за моду-
лем два, а характер задається формулою (3.42) з числами Костки 𝑚𝜆, якi
наведено у [20].

Введемо новi змiннi для полiномiв алгебри 𝐶2

𝑢1 := 𝐶(1,0)(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2 := 𝐶(0,1)(𝑥1, 𝑥2), 𝑆 := 𝑆(1,1)(𝑥1, 𝑥2),

змiннi (𝑥1, 𝑥2) будемо опускати для спрощення вигляду формул. Не зва-
жаючи на те, що змiннi позначаються так само як i у випадку алгеб-
ри 𝐴2 (та алгебри 𝐺2 нижче), вони суттєво вiдрiзняються. А саме, 𝑢1 та
𝑢2 складаються з 4 експоненцiйних компонент i 𝑆 — з 8 компонент. Числа
конґруентностi # для змiнних 𝑢1 та 𝑆 — 1, для змiнної 𝑢2 — 0.

Для 𝐶-функцiй алгебри 𝐶2 iснує двi породжуючi рекурсiї

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎+1,𝑏) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏), 𝑎, 𝑏 > 2;

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎,𝑏+1) + 𝐶(𝑎+2,𝑏−1) + 𝐶(𝑎−2,𝑏+1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1), 𝑎 > 3, 𝑏 > 2.

Для розв’язування породжуючих рекурсiй необхiдно спочатку розв’язати
додатковi рекурсiї для 𝐶-функцiй:

𝑢1𝐶(𝑎,1) = 𝐶(𝑎+1,1) + 𝐶(𝑎−1,2) + 2𝐶(𝑎+1,0) + 𝐶(𝑎−1,1), 𝑎 > 2;

𝑢1𝐶(𝑎,0) = 𝐶(𝑎+1,0) + 𝐶(𝑎−1,1) + 𝐶(𝑎−1,0), 𝑎 > 2;

𝑢1𝐶(1,𝑏) = 𝐶(2,𝑏) + 2𝐶(0,𝑏+1) + 𝐶(2,𝑏−1) + 2𝐶(0,𝑏), 𝑏 > 2;

𝑢1𝐶(0,𝑏) = 𝐶(1,𝑏) + 𝐶(1,𝑏−1), 𝑏 > 2;

𝑢1𝐶(1,1) = 𝐶(2,1) + 2𝐶(0,2) + 2𝐶(2,0) + 2𝑢2;

𝑢1𝑢2 = 𝐶(1,1) + 2𝑢1; 𝑢21 = 𝐶(2,0) + 2𝑢2 + 4;

𝑢2𝐶(𝑎,1) = 𝐶(𝑎,2) + 2𝐶(𝑎+2,0) + 𝐶(𝑎−2,2) + 2𝐶(𝑎,0), 𝑎 > 3;

𝑢2𝐶(𝑎,0) = 𝐶(𝑎,1) + 𝐶(𝑎−2,1), 𝑎 > 3;

𝑢2𝐶(2,𝑏) = 𝐶(2,𝑏+1) + 𝐶(4,𝑏−1) + 2𝐶(0,𝑏+1) + 𝐶(2,𝑏−1), 𝑏 > 2;
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# = 0

𝐶(0,1) 𝑢2

𝐶(2,0) 𝑢21 − 2𝑢2 − 4

𝐶(2,1) 𝑢21𝑢2 − 2𝑢22 − 6𝑢2

𝐶(4,0) 4− 4𝑢21 + 𝑢41 + 8𝑢2 − 4𝑢21𝑢2 + 2𝑢22

𝐶(0,2) 4− 2𝑢21 + 4𝑢2 + 𝑢22

𝐶(0,3) 9𝑢2 − 3𝑢21𝑢2 + 6𝑢22 + 𝑢32

𝐶(2,2) −8 + 10𝑢21 − 2𝑢41 − 20𝑢2 + 8𝑢21𝑢2 − 12𝑢22 + 𝑢21𝑢
2
2 − 2𝑢32

𝐶(0,4) 4− 8𝑢21 + 2𝑢41 + 16𝑢2 − 8𝑢21𝑢2 + 20𝑢22 − 4𝑢21𝑢
2
2 + 8𝑢32 + 𝑢42

# = 1

𝐶(1,0) 𝑢1

𝐶(1,1) 𝑢1𝑢2 − 2𝑢1

𝐶(3,0) 𝑢31 − 3𝑢1𝑢2 − 3𝑢1

𝐶(3,1) 2𝑢1 − 4𝑢1𝑢2 + 𝑢31𝑢2 − 3𝑢1𝑢
2
2

𝐶(1,2) 6𝑢1 − 2𝑢31 + 3𝑢1𝑢2 + 𝑢1𝑢
2
2

𝐶(1,3) −6𝑢1 + 2𝑢31 + 6𝑢1𝑢2 − 3𝑢31𝑢2 + 5𝑢1𝑢
2
2 + 𝑢1𝑢

3
2

Табл. 3.7. 𝐶-полiноми алгебри 𝐶2 степеня не вище за 4.

𝑢2𝐶(1,𝑏) = 𝐶(1,𝑏+1) + 𝐶(3,𝑏−1) + 𝐶(1,𝑏−1) + 𝐶(1,𝑏), 𝑏 > 2;

𝑢2𝐶(0,𝑏) = 𝐶(0,𝑏+1) + 𝐶(2,𝑏−1) + 𝐶(0,𝑏−1), 𝑏 > 2;

𝑢2𝐶(2,1) = 𝐶(2,2) + 2𝐶(4,0) + 𝐶(0,4) + 2𝐶(0,2) + 2𝐶(2,0);

𝑢2𝐶(1,1) = 𝐶(1,2) + 2𝐶(3,0) + 𝐶(1,1) + 2𝑢1;

𝑢2𝐶(2,0) = 𝐶(2,1) + 2𝑢2; 𝑢22 = 𝐶(0,2) + 2𝐶(2,0) + 4.

Рекурсiї, що складаються з трьох та чотирьох компонент, розв’язуються
незалежно та дають вирази для 𝐶(0,𝑏), 𝐶(𝑎,0), 𝐶(1,𝑏), та 𝐶(𝑎,1) при всiх зна-
ченнях 𝑎 та 𝑏, див. таблицю 3.7.

Розглянемо 𝑆-полiноми. Породжуючi рекурсiї для них будуються з
вже отриманих рекурсiй для 𝐶-функцiй за допомогою змiни знакiв на



262

протилежнi бiля точок орбiти з непарною кiлькiстю вiдображень:

𝑢1𝑆(𝑎,𝑏) = 𝑆(𝑎+1,𝑏) − 𝑆(𝑎−1,𝑏+1) + 𝑆(𝑎+1,𝑏−1) − 𝑆(𝑎−1,𝑏), 𝑎, 𝑏 > 2;

𝑢2𝑆(𝑎,𝑏) = 𝑆(𝑎,𝑏+1) − 𝑆(𝑎+2,𝑏−1) + 𝑆(𝑎−2,𝑏+1) − 𝑆(𝑎,𝑏−1), 𝑎 > 3, 𝑏 > 2.

Додатковi рекурсiї, якi слiд розв’язати перш нiж породжуючi, мають ви-
гляд:

𝑢1𝑆(𝑎,1) = 𝑆(𝑎+1,1) + 𝑆(𝑎−1,2) + 𝑆(𝑎−1,1), 𝑎 > 2;

𝑢2𝑆(𝑎,1) = 𝑆(𝑎,2) + 𝑆(𝑎−2,2), 𝑎 > 3;

𝑢2𝑆(2,𝑏) = 𝑆(2,𝑏+1) + 𝑆(4,𝑏−1) + 𝑆(2,𝑏−1), 𝑏 > 2;

𝑢1𝑆(1,𝑏) = 𝑆(2,𝑏) + 𝑆(2,𝑏−1), 𝑏 > 2;

𝑢2𝑆(1,𝑏) = 𝑆(1,𝑏+1) + 𝑆(3,𝑏−1) + 𝑆(1,𝑏−1) − 𝑆(1,𝑏), 𝑏 > 2;

𝑢2𝑆(2,1) = 𝑆(2,2);

𝑢1𝑆 = 𝑆(2,1);

𝑢2𝑆 = 𝑆(1,2) − 𝑆;

𝑆𝑆(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎+1,𝑏+1) − 𝐶(𝑎−1,𝑏+2) − 𝐶(𝑎+3,𝑏−1)

− 𝐶(𝑎−3,𝑏+1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏−1) − 𝐶(𝑎+1,𝑏−2)

+ 𝐶(𝑎+3,𝑏−2) + 𝐶(𝑎−3,𝑏+2), 𝑎 > 4, 𝑏 > 3;

𝑆𝑆 = 𝐶(2,2) − 2𝐶(0,3) − 2𝐶(4,0) − 2𝐶(2,0) − 2𝑢2 + 2𝑢2 + 2𝐶(2,1) + 8.

𝐶-функцiї алгебри 𝐶2 — дiйснозначнi, наведемо кiлька прикладiв 𝐶2-
характерiв:

# = 0:

𝜒(0,0) = 𝐶(0,0) = 1;

𝜒(0,1) = 1 + 𝐶(0,1) = 1 + 𝑢2;

𝜒(2,0) = 2 + 𝑢2 + 𝐶(2,0);

𝜒(0,2) = 2 + 𝑢2 + 𝐶(2,0) + 𝐶(0,2);

𝜒(2,1) = 3 + 3𝑢2 + 2𝐶(2,0) + 𝐶(0,2) + 𝐶(2,1);

𝜒(0,3) = 2 + 2𝑢2 + 𝐶(2,0) + 𝐶(0,2) + 𝐶(2,1) + 𝐶(0,3);
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𝜒(4,0) = 3 + 2𝑢2 + 2𝐶(2,0) + 𝐶(0,2) + 𝐶(2,1) + 𝐶(4,0);

𝜒(2,2) = 5 + 4𝑢2 + 4𝐶(2,0) + 3𝐶(0,2) + 2𝐶(2,1) + 𝐶(0,3) + 𝐶(4,0) + 𝐶(2,2).

# = 1:

𝜒(1,0) = 𝐶(1,0) = 𝑢1;

𝜒(1,1) = 2𝑢1 + 𝐶(1,1);

𝜒(3,0) = 2𝑢1 + 𝐶(1,1) + 𝐶(3,0);

𝜒(1,2) = 3𝑢1 + 2𝐶(1,1) + 𝐶(3,0) + 𝐶(1,2);

𝜒(3,1) = 4𝑢1 + 3𝐶(1,1) + 2𝐶(3,0) + 𝐶(1,2) + 𝐶(3,1);

𝜒(1,3) = 4𝑢1 + 3𝐶(1,1) + 2𝐶(3,0) + 2𝐶(1,2) + 𝐶(3,1) + 𝐶(1,3).

Використовуючи цi характери та таблицю 3.7, можна побудувати всi
𝑆-полiноми до четвертого степеня включно. Зауважимо, що характер
𝜒(0,4) породжує полiном п’ятого степеня.

Замiна змiнних 𝑥 ↦→ 𝑢, за допомогою якої було побудовано полiноми,
перетворює вершини фундаментальної областi 𝐹 (𝐶2) у точки {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2}:
(0, 0) ↦→ (4, 4) =: 𝑃0, 𝜔1 ↦→ (0,−4) =: 𝑃1, 𝜔2 ↦→ (−4, 4) =: 𝑃2.

Приклад 3.24. Зафiксуємо сталу для подрiбнення сiтки 𝑀 = 4, тодi
|𝐹4(𝐶2)| = 9, а вiдповiднi точки сiтки ( 𝑠1𝑀 ,

𝑠2
𝑀 ) в координатах (𝑢1, 𝑢2) мають

вигляд

(0, 0) ↦→ (4, 4), (0, 14) ↦→ (2
√
2, 2), (12 , 0) ↦→ (0,−4),

(0, 12) ↦→ (0, 0), (0, 34) ↦→ (−2
√
2, 2), (14 ,

1
2) ↦→ (−2, 0),

(0, 1) ↦→ (−4, 4), (14 , 0) ↦→ (2, 0), (14 ,
1
4) ↦→ (0,−2).

На рис. 3.9 зображено дискретний набiр точок 𝐹𝑀(𝐶2) у координатах
(𝑢1, 𝑢2) та область ортогональностi полiномiв F(𝐶2).

Алгебра 𝐺2 та ортогональнi полiноми. У випадку алгебри Лi 𝐺2

усi ваговi орбiти належать одному класу конґруентностi, а розмiрнiсть
незвiдного зображення 𝑑(𝑎,𝑏) алгебри 𝐺2 зi старшою вагою (𝑎, 𝑏) задається
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Рис. 3.9. Область ортогональностi F та дискретнi точки F4 полiномiв алгебри 𝐶2.

# = 0

𝑆(1,2) 1 + 𝑢2

𝑆(3,1) −2 + 𝑢21 − 𝑢2
𝑆(1,3) 2− 𝑢21 + 3𝑢2 + 𝑢22

𝑆(3,2) −1− 3𝑢2 + 𝑢21𝑢2 − 𝑢22
𝑆(1,4) 2− 𝑢21 + 7𝑢2 − 2𝑢21𝑢2 + 5𝑢22 + 𝑢32

𝑆(5,1) 3− 4𝑢21 + 𝑢41 + 4𝑢2 − 3𝑢21𝑢2 + 𝑢22

𝑆(3,3) −3 + 4𝑢21 − 𝑢41 − 7𝑢2 + 3𝑢21𝑢2 − 5𝑢22 + 𝑢21𝑢
2
2 − 𝑢32

# = 1

𝑆(2,1) 𝑢1

𝑆(2,2) 𝑢1𝑢2

𝑆(4,1) −3𝑢1 + 𝑢31 − 2𝑢1𝑢2

𝑆(2,3) 2𝑢1 − 𝑢31 + 2𝑢1𝑢2 + 𝑢1𝑢
2
2

𝑆(4,2) −4𝑢1𝑢2 + 𝑢31𝑢2 − 2𝑢1𝑢
2
2

𝑆(2,4) 5𝑢1𝑢2 − 2𝑢31𝑢2 + 4𝑢1𝑢
2
2 + 𝑢1𝑢

3
2

Табл. 3.8. 𝑆-полiноми алгебри 𝐶2 степенiв не вище за 4.

рiвнянням

𝑑(𝑎,𝑏) =
1
120(𝑎+1)(𝑏+1)(𝑎+𝑏+2)(2𝑎+𝑏+3)(3𝑎+𝑏+4)(3𝑎+2𝑏+5). (3.62)
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Для рекурентної побудови полiномiв оберемо змiннi

𝑢1 := 𝐶(1,0)(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2 := 𝐶(0,1)(𝑥1, 𝑥2), 𝑆 = 𝑆(1,1)(𝑥1, 𝑥2).

Змiннi 𝑢1 та 𝑢2 мiстять 6 доданкiв, а змiнна 𝑆 має 12 доданкiв, 𝐶(0,0)=1.
Для 𝐶-полiномiв алгебри 𝐺2 iснує двi породжуючi рекурсiї, кожна з

яких мiстить один добуток та суму шести 𝐶-полiномiв

для 𝑎>3, 𝑏>4 :

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏)=𝐶(𝑎+1,𝑏)+𝐶(𝑎−1,𝑏+3)+𝐶(𝑎+2,𝑏−3)+𝐶(𝑎−2,𝑏+3)+𝐶(𝑎+1,𝑏−3)+𝐶(𝑎−1,𝑏);

для 𝑎>2, 𝑏>3 :

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏)=𝐶(𝑎,𝑏+1)+𝐶(𝑎+1,𝑏−1)+𝐶(𝑎−1,𝑏+2)+𝐶(𝑎+1,𝑏−2)+𝐶(𝑎−1,𝑏+1)+𝐶(𝑎,𝑏−1).

Додатковi рекурсiї для множника 𝑢1 та для 𝑎 ∈ {0, 1, 2} або 𝑏 ∈ {0, 1, 2, 3}
мають вигляд

𝑢1𝐶(2,𝑏)=𝐶(3,𝑏)+𝐶(1,𝑏+3)+𝐶(4,𝑏−3)+2𝐶(0,𝑏+3)+𝐶(3,𝑏−3)+𝐶(1,𝑏);

𝑢1𝐶(1,𝑏)=𝐶(2,𝑏)+2𝐶(0,𝑏+3)+𝐶(3,𝑏−3)+𝐶(2,𝑏−3)+𝐶(1,𝑏)+2𝐶(0,𝑏);

𝑢1𝐶(0,𝑏)=𝐶(1,𝑏)+𝐶(2,𝑏−3)+𝐶(1,𝑏−3);

𝑢1𝐶(𝑎,3)=𝐶(𝑎+1,3)+𝐶(𝑎−1,6)+2𝐶(𝑎+2,0)+𝐶(𝑎−2,6)+2𝐶(𝑎+1,0)+𝐶(𝑎−1,3);

𝑢1𝐶(𝑎,2)=𝐶(𝑎+1,2)+𝐶(𝑎−1,5)+𝐶(𝑎+1,1)+𝐶(𝑎−2,5)+𝐶(𝑎,1)+𝐶(𝑎−1,2);

𝑢1𝐶(𝑎,1)=𝐶(𝑎+1,1)+𝐶(𝑎−1,4)+𝐶(𝑎−2,4)+𝐶(𝑎−1,1)+𝐶(𝑎,2)+𝐶(𝑎−1,2);

𝑢1𝐶(𝑎,0)=𝐶(𝑎+1,0)+𝐶(𝑎−1,3)+𝐶(𝑎−2,3)+𝐶(𝑎−1,0);

𝑢1𝐶(2,3)=𝐶(3,3)+𝐶(1,6)+2𝐶(4,0)+2𝐶(0,6)+2𝐶(3,0)+𝐶(1,3);

𝑢1𝐶(2,2)=𝐶(3,2)+𝐶(1,5)+𝐶(0,5)+𝐶(1,2)+𝐶(2,1)+𝐶(3,1);

𝑢1𝐶(2,1)=𝐶(3,1)+𝐶(1,4)+2𝐶(0,4)+𝐶(1,1)+𝐶(2,2)+𝐶(1,2);

𝑢1𝐶(2,0)=𝐶(3,0)+𝐶(1,3)+2𝐶(0,3)+𝑢1;

𝑢1𝐶(1,3)=𝐶(2,3)+2𝐶(0,6)+2𝐶(3,0)+2𝐶(2,0)+𝐶(1,3)+2𝐶(0,3);

𝑢1𝐶(1,2)=𝐶(2,2)+2𝐶(0,5)+𝐶(1,2)+2𝐶(0,2)+𝐶(2,1)+𝐶(1,1);

𝑢1𝐶(1,1)=𝐶(2,1)+2𝐶(0,4)+𝐶(1,2)+2𝐶(0,2)+𝐶(1,1)+2𝑢2;

𝑢1𝐶(0,3)=𝐶(1,3)+2𝐶(2,0)+2𝑢1;
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𝑢1𝐶(0,2)=𝐶(1,2)+𝐶(1,1)+2𝑢2;

𝑢1𝑢1=𝐶(2,0)+2𝐶(0,3)+2𝑢1+6;

𝑢1𝑢2=𝐶(1,1)+2𝐶(0,2)+2𝑢2.

Для множника 𝑢2 та для 𝑎 ∈ {0, 1} або 𝑏 ∈ {0, 1, 2} додатковi рекурсiї
мають вигляд

𝑢2𝐶(1,𝑏)=𝐶(1,𝑏+1)+𝐶(2,𝑏−1)+2𝐶(0,𝑏+2)+𝐶(2,𝑏−2)+2𝐶(0,𝑏+1)+𝐶(1,𝑏−1);

𝑢2𝐶(0,𝑏)=𝐶(0,𝑏+1)+𝐶(1,𝑏−1)+𝐶(1,𝑏−2)+𝐶(0,𝑏−1);

𝑢2𝐶(𝑎,1)=𝐶(𝑎,2)+2𝐶(𝑎+1,0)+𝐶(𝑎−1,3)+𝐶(𝑎−1,2)+2𝐶(𝑎,0)+𝐶(𝑎,1);

𝑢2𝐶(𝑎,0)=𝐶(𝑎,1)+𝐶(𝑎−1,2)+𝐶(𝑎−1,1);

𝑢2𝐶(1,2)=𝐶(1,3)+𝐶(2,1)+2𝐶(0,4)+2𝐶(0,3)+𝐶(1,1)+2𝐶(2,0);

𝑢2𝐶(1,1)=𝐶(1,2)+2𝐶(2,0)+2𝐶(0,3)+2𝐶(0,2)+𝐶(1,1)+2𝑢1;

𝑢2𝐶(0,2)=𝐶(0,3)+𝐶(1,1)+2𝑢1+𝑢2;

𝑢2𝑢2=𝐶(0,2)+2𝑢1+2𝑢2+6.

Зауваження 3.25. Степiнь полiномiв 𝐶(𝑎,𝑏) може перевищувати число
𝑎+ 𝑏, це продемонстровано у таблицi 3.9.

Породжуючi рекурсiї для 𝑆-полiномiв ало вiдрiзняються вiд вiдповiд-
них рекурсiй для 𝐶-полiномiв

для 𝑎>3, 𝑏>4 :

𝑢1𝑆(𝑎,𝑏)=𝑆(𝑎+1,𝑏)+𝑆(𝑎−1,𝑏+3)+𝑆(𝑎+2,𝑏−3)+𝑆(𝑎−2,𝑏+3)+𝑆(𝑎+1,𝑏−3)+𝑆(𝑎−1,𝑏);

для 𝑎>2, 𝑏>3 :

𝑢2𝑆(𝑎,𝑏)=𝑆(𝑎,𝑏+1)+𝑆(𝑎+1,𝑏−1)+𝑆(𝑎−1,𝑏+2)+𝑆(𝑎+1,𝑏−2)+𝑆(𝑎−1,𝑏+1)+𝑆(𝑎,𝑏−1).

Для цiєї алгебри немає потреби незалежно обчислювати 𝑆-полiноми.
Їх можна отримати з таблиць [20] у виглядi характерiв зображень алгеб-
ри 𝐺2. Наведемо характери 𝜒(𝑎,𝑏) для випадкiв 𝑎+ 𝑏 6 3:

𝜒(1,0)=1+𝐶(1,0)=1+𝑢1;
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𝐶(1,0)=𝑢1

𝐶(0,1)=𝑢2

𝐶(0,2)=−6−2𝑢1−2𝑢2+𝑢22
𝐶(1,1)=12+4𝑢1+2𝑢2+𝑢1𝑢2−2𝑢22
𝐶(1,2)=−12−10𝑢1−2𝑢21−4𝑢2−3𝑢1𝑢2+2𝑢22+𝑢1𝑢

2
2

𝐶(0,3)=−12−12𝑢1−2𝑢21−3𝑢2−3𝑢1𝑢2+2𝑢22+𝑢1𝑢
2
2

𝐶(2,0)=18+22𝑢1+5𝑢21+6𝑢2+6𝑢1𝑢2−4𝑢22−2𝑢1𝑢22
𝐶(1,3)=−36−58𝑢1−22𝑢21−2𝑢31−12𝑢2−15𝑢1𝑢2−3𝑢21𝑢2+8𝑢22+6𝑢1𝑢

2
2+𝑢

2
1𝑢

2
2

𝐶(0,4)=6+8𝑢1+2𝑢21−8𝑢2−10𝑢1𝑢2−2𝑢21𝑢2−4𝑢22−4𝑢1𝑢22+2𝑢32+𝑢1𝑢
3
2

𝐶(2,1)=6𝑢1+2𝑢21+20𝑢2+24𝑢1𝑢2+5𝑢21𝑢2+6𝑢22+5𝑢1𝑢
2
2−4𝑢32−2𝑢1𝑢32

𝐶(1,4)=−12−4𝑢1+6𝑢21+2𝑢31−22𝑢2−33𝑢1𝑢2−15𝑢21𝑢2−2𝑢31𝑢2−4𝑢22−9𝑢1𝑢22
−4𝑢21𝑢22+4𝑢32+4𝑢1𝑢

3
2+𝑢

2
1𝑢

3
2

𝐶(3,0)=60+99𝑢1+48𝑢21+7𝑢31+18𝑢2+27𝑢1𝑢2+9𝑢21𝑢2−12𝑢22−12𝑢1𝑢22−3𝑢21𝑢22
𝐶(2,2)=−108−156𝑢1−46𝑢21−2𝑢31−64𝑢2−60𝑢1𝑢2+9𝑢21𝑢2+5𝑢31𝑢2+32𝑢22

+36𝑢1𝑢
2
2+11𝑢21𝑢

2
2+12𝑢32+6𝑢1𝑢

3
2−2𝑢21𝑢32−4𝑢42−2𝑢1𝑢42

𝐶(3,1)=108+150𝑢1+44𝑢21+2𝑢31+104𝑢2+135𝑢1𝑢2+34𝑢21𝑢2+2𝑢31𝑢2−20𝑢22
−14𝑢1𝑢22−2𝑢21𝑢22−20𝑢32−16𝑢1𝑢32−𝑢21𝑢32+4𝑢42+2𝑢1𝑢

4
2

𝐶(4,0)=198+400𝑢1+282𝑢21+84𝑢31+9𝑢41+240𝑢2+360𝑢1𝑢2+152𝑢21𝑢2+20𝑢31𝑢2

+26𝑢22+28𝑢1𝑢
2
2−8𝑢21𝑢22−4𝑢31𝑢22−52𝑢32−46𝑢1𝑢32−8𝑢21𝑢32

−8𝑢42−8𝑢1𝑢42+4𝑢52+2𝑢1𝑢
5
2

Табл. 3.9. 𝐶(𝑎,𝑏)-полiноми алгебри 𝐺2 для 𝑎+ 𝑏 6 4.

𝜒(0,1)=2+𝐶(1,0)+𝐶(0,1)=2+𝑢1+𝑢2;

𝜒(2,0)=3+2𝑢1+𝑢2+𝐶(2,0);

𝜒(1,1)=4+4𝑢1+2𝑢2+2𝐶(2,0)+𝐶(1,1);

𝜒(3,0)=5+4𝑢1+3𝑢2+2𝐶(2,0)+𝐶(3,0);

𝜒(0,2)=5+3𝑢1+3𝑢2+2𝐶(2,0)+𝐶(1,1)+𝐶(3,0)+𝐶(0,2);

𝜒(2,1)=9+8𝑢1+6𝑢2+5𝐶(2,0)+3𝐶(1,1)+2𝐶(3,0)+𝐶(0,2)+𝐶(2,1);

𝜒(1,2)=10+10𝑢1+7𝑢2+7𝐶(2,0)+5𝐶(1,1)+3𝐶(3,0)+3𝐶(3,0)+2𝐶(0,2)+
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2𝐶(2,1)+𝐶(4,0)+𝐶(1,2);

𝜒(0,3)=9+7𝑢1+7𝑢2+5𝐶(2,0)+4𝐶(1,1)+4𝐶(3,0)+3𝐶(0,2)+2𝐶(1,1)+

𝐶(4,0)+𝐶(1,2)+𝐶(3,1)+𝐶(0,3).

𝑆(2,1) 1+𝑢1

𝑆(1,2) 2+𝑢1+𝑢2

𝑆(3,1) 21+24𝑢1+5𝑢21+7𝑢2+6𝑢1𝑢2−4𝑢22−2𝑢1𝑢22
𝑆(2,2) 52+52𝑢1+10𝑢21+16𝑢2+13𝑢1𝑢2−10𝑢22−4𝑢1𝑢22
𝑆(4,1) 113+151𝑢1+58𝑢21+7𝑢31+35𝑢2+40𝑢1𝑢2+9𝑢21𝑢2−22𝑢22−16𝑢1𝑢22−3𝑢21𝑢22
𝑆(1,3) 107+148𝑢1+58𝑢21+7𝑢31+33𝑢2+40𝑢1𝑢2+9𝑢21𝑢2−21𝑢22−16𝑢1𝑢22−3𝑢21𝑢22
𝑆(3,2) 249+332𝑢1+123𝑢21+14𝑢31+96𝑢2+111𝑢1𝑢2+23𝑢21𝑢2−43𝑢22−29𝑢1𝑢22

−6𝑢21𝑢22−4𝑢32−2𝑢1𝑢32
𝑆(2,3) 550+879𝑢1+463𝑢21+105𝑢31+9𝑢41+385𝑢2+533𝑢1𝑢2+189𝑢21𝑢2+20𝑢31𝑢2

−11𝑢1𝑢22−32𝑢22−17𝑢21𝑢22−4𝑢31𝑢22−60𝑢32−50𝑢1𝑢32−8𝑢21𝑢32−8𝑢42
−8𝑢1𝑢42+4𝑢52+2𝑢1𝑢

5
2

𝑆(4,1) 651+1063𝑢1+543𝑢21+114𝑢31+9𝑢41+488𝑢2+679𝑢1𝑢2+232𝑢21𝑢2

+22𝑢31𝑢2−32𝑢1𝑢22−51𝑢22−22𝑢21𝑢22−4𝑢31𝑢22−80𝑢32−66𝑢1𝑢32−9𝑢21𝑢32
−4𝑢42−6𝑢1𝑢42+4𝑢52+2𝑢1𝑢

5
2

Табл. 3.10. 𝑆(𝑎,𝑏)-полiноми алгебри 𝐺2 для 𝑎+𝑏 6 5.

Алгебра 𝐴3 та ортогональнi полiноми трьох змiнних. Алгебра
𝐴3 має чотири класи конґруентностi, що визначаються спiввiдношенням

#(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎+ 2𝑏+ 3𝑐 mod 4. (3.63)

Розмiрнiсть незвiдного зображення 𝑑(𝑎,𝑏,𝑐) зi старшою вагою 𝜆 = (𝑎, 𝑏, 𝑐)

задається рiвнiстю

𝑑(𝑎,𝑏,𝑐) =
1
12(𝑎+ 1)(𝑏+ 1)(𝑐+ 1)

× (𝑎+ 𝑏+ 2)(𝑏+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 3). (3.64)

Оберемо змiннi для рекурсивної побудови полiномiв

𝑢1 := 𝐶(1,0,0)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),
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𝑢2 := 𝐶(0,1,0)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑢3 := 𝐶(0,0,1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Орбiт-функцiї 𝐶(1,0,0) та 𝐶(0,0,1) мають по 4 компоненти, а 𝐶(0,1,0) — 6 ком-
понент.

Для 𝐶-функцiй породжуючi рекурсiї для 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2 мають вигляд

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐+1) + 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐−1);

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐−1) +

𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐);

𝑢3𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐−1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐).

Зауважимо, що перше та третє спiввiдношення пов’язанi перестановкою
першої та третьої компонент у всiх домiнантних вагах, таким чином

𝑢1 ↔ 𝑢3 та (𝑎, 𝑏, 𝑐)↔ (𝑐, 𝑏, 𝑎).

У цьому випадку перелiк додаткових рекурсiй, необхiдних для
розв’язування породжуючих рекурсiй, досить громiздкий. Для додатко-
вих спiввiдношень деякi з координат 𝑎, 𝑏, 𝑐 набувають значень 1 та 0.
Розв’язавши нижченаведенi додатковi рекурсивнi спiввiдношення, було
отримано 𝐶-полiноми алгебри 𝐴3, якi наведено у таблицi 3.11.

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,1) = 2𝐶(𝑎,𝑏,0) + 𝐶(𝑎+1,𝑏,1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1,1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,2);

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,0) = 𝐶(𝑎+1,𝑏,0) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1,0) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,1);

𝑢1𝐶(𝑎,1,𝑐) = 𝐶(𝑎+1,1,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,2,𝑐) + 𝐶(𝑎,1,𝑐−1) + 2𝐶(𝑎,0,𝑐+1);

𝑢1𝐶(𝑎,1,1) = 2𝐶(𝑎,1,0) + 𝐶(𝑎+1,1,1) + 𝐶(𝑎−1,2,1) + 2𝐶(𝑎,0,2);

𝑢1𝐶(𝑎,1,0) = 𝐶(𝑎+1,1,0) + 𝐶(𝑎−1,2,0) + 2𝐶(𝑎,0,1);

𝑢1𝐶(𝑎,0,𝑐) = 𝐶(𝑎+1,0,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,1,𝑐) + 𝐶(𝑎,0,𝑐−1);

𝑢1𝐶(𝑎,0,1) = 3𝐶(𝑎,0,0) + 𝐶(𝑎+1,0,1) + 𝐶(𝑎−1,1,1);

𝑢1𝐶(𝑎,0,0) = 𝐶(𝑎+1,0,0) + 𝐶(𝑎−1,1,0);

𝑢1𝐶(1,𝑏,𝑐) = 𝐶(2,𝑏,𝑐) + 2𝐶(0,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(1,𝑏,𝑐−1) + 𝐶(1,𝑏−1,𝑐+1);
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𝑢1𝐶(1,𝑏,1) = 2𝐶(1,𝑏,0) + 𝐶(2,𝑏,1) + 2𝐶(0,𝑏+1,1) + 𝐶(1,𝑏−1,2);

𝑢1𝐶(1,𝑏,0) = 2𝐶(0,𝑏+1,0) + 𝐶(2,𝑏,0) + 𝐶(1,𝑏−1,1);

𝑢1𝐶(1,1,𝑐) = 𝐶(2,1,𝑐) + 2𝐶(0,2,𝑐) + 𝐶(1,1,𝑐−1) + 2𝐶(1,0,𝑐+1);

𝑢1𝐶(1,1,1) = 2𝐶(1,1,0) + 𝐶(2,1,1) + 2𝐶(0,2,1) + 2𝐶(1,0,2);

𝑢1𝐶(1,1,0) = 2𝐶(0,2,0) + 𝐶(2,1,0) + 2𝐶(1,0,1);

𝑢1𝐶(1,0,𝑐) = 𝐶(2,0,𝑐) + 2𝐶(0,1,𝑐) + 𝐶(1,0,𝑐−1);

𝑢1𝐶(1,0,1) = 3𝑢1 + 2𝐶(0,1,1) + 𝐶(2,0,1);

𝑢1𝐶(0,𝑏,𝑐) = 𝐶(1,𝑏,𝑐) + 𝐶(0,𝑏,𝑐−1) + 𝐶(0,𝑏−1,𝑐+1);

𝑢1𝐶(0,𝑏,1) = 2𝐶(0,𝑏,0) + 𝐶(1,𝑏,1) + 𝐶(0,𝑏−1,2);

𝑢1𝐶(0,𝑏,0) = 𝐶(1,𝑏,0) + 𝐶(0,𝑏−1,1);

𝑢1𝐶(0,1,𝑐) = 2𝐶(0,0,𝑐+1) + 𝐶(1,1,𝑐) + 𝐶(0,1,𝑐−1) + 𝐶(0,0,𝑐+1);

𝑢1𝐶(0,1,1) = 2𝑢2 + 3𝐶(0,0,2) + 𝐶(1,1,1);

𝑢1𝐶(0,0,𝑐) = 𝐶(1,0,𝑐) + 𝐶(0,0,𝑐−1);

𝑢21 = 𝐶(2,0,0) + 2𝑢2; 𝑢1𝑢2 = 𝐶(1,1,0) + 3𝑢3; 𝑢1𝑢3 = 4 + 𝐶(1,0,1);

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,1) = 2𝐶(𝑎+1,𝑏,0) + 2𝐶(𝑎−1,𝑏+1,0) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,1) + 𝐶(𝑎,𝑏+1,1)

+ 𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,1) =𝐶(𝑎−1,𝑏,2) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,2);

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,0) = 𝐶(𝑎,𝑏−1,0) + 𝐶(𝑎,𝑏+1,0) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,1);

𝑢2𝐶(𝑎,1,𝑐) = 2𝐶(𝑎,0,𝑐) + 2𝐶(𝑎+1,0,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−1,1,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−1,2,𝑐−1)

+ 𝐶(𝑎+1,1,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,2,𝑐);

𝑢2𝐶(𝑎,1,1) = 2𝐶(𝑎+1,1,0) + 2𝐶(𝑎−1,2,0) + 2𝐶(𝑎,0,1) + 𝐶(𝑎,2,1)

+ 2𝐶(𝑎+1,0,2) + 𝐶(𝑎−1,1,2);

𝑢2𝐶(𝑎,1,0) = 3𝐶(𝑎,0,0) + 𝐶(𝑎,2,0) + 2𝐶(𝑎+1,0,1) + 𝐶(𝑎−1,1,1);

𝑢2𝐶(𝑎,0,𝑐) = 𝐶(𝑎,1,𝑐) + 𝐶(𝑎+1,0,𝑐−1) + 𝐶(𝑎−1,2,𝑐−1) + 𝐶(𝑎−1,0,𝑐+1);

𝑢2𝐶(𝑎,0,1) = 3𝐶(𝑎+1,0,0) + 2𝐶(𝑎−1,1,0) + 𝐶(𝑎,1,1) + 𝐶(𝑎−1,0,2);

𝑢2𝐶(𝑎,0,0) = 𝐶(𝑎,1,0) + 𝐶(𝑎−1,0,1);

𝑢2𝐶(1,𝑏,𝑐) = 𝐶(1,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(1,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(2,𝑏,𝑐−1) + 2𝐶(0,𝑏+1,𝑐−1)



271

+ 2𝐶(0,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(2,𝑏−1,𝑐+1);

𝑢2𝐶(1,𝑏,1) = 4𝐶(0,𝑏+1,0) + 2𝐶(2,𝑏,0) + 𝐶(1,𝑏−1,1) + 𝐶(1,𝑏+1,1)

+ 2𝐶(0,𝑏,2) + 𝐶(2,𝑏−1,2);

𝑢2𝐶(1,𝑏,0) = 𝐶(1,𝑏−1,0) + 𝐶(1,𝑏+1,0) + 2𝐶(0,𝑏,1) + 𝐶(2,𝑏−1,1);

𝑢2𝐶(1,1,𝑐) = 2𝐶(1,0,𝑐) + 𝐶(1,2,𝑐) + 𝐶(2,1,𝑐−1) + 2𝐶(0,2,𝑐−1)

+ 2𝐶(2,0,𝑐+1) + 2𝐶(0,1,𝑐+1);

𝑢2𝐶(1,1,1) = 4𝐶(0,2,0)+2𝐶(2,1,0)+2𝐶(1,0,1)+𝐶(1,2,1)+2𝐶(2,0,2)+2𝐶(0,1,2);

𝑢2𝐶(1,1,0) = 3𝑢1 + 𝐶(1,2,0) + 2𝐶(2,0,1) + 2𝐶(0,1,1);

𝑢2𝐶(1,0,𝑐) = 3𝐶(0,0,𝑐+1) + 𝐶(1,1,𝑐) + 𝐶(2,0,𝑐−1) + 2𝐶(0,1,𝑐−1);

𝑢2𝐶(1,0,1) = 3𝐶(2,0,0) + 4𝐶(0,2,0) + 3𝐶(0,0,2) + 𝐶(1,1,1);

𝑢2𝐶(0,𝑏,𝑐) = 𝐶(0,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(0,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(1,𝑏,𝑐−1) + 𝐶(1,𝑏−1,𝑐+1);

𝑢2𝐶(0,𝑏,1) = 2𝐶(1,𝑏,0) + 𝐶(0,𝑏−1,1) + 𝐶(0,𝑏+1,1) + 𝐶(1,𝑏−1,2);

𝑢2𝐶(0,𝑏,0) = 𝐶(0,𝑏+1,0) + 𝐶(1,𝑏−1,1) + 𝐶(0,𝑏−1,0);

𝑢2𝐶(0,1,𝑐) = 𝐶(0,2,𝑐) + 𝐶(1,1,𝑐−1) + 2𝐶(1,0,𝑐+1) + 3𝐶(0,0,𝑐);

𝑢2𝐶(0,1,1) = 2𝐶(1,1,0) + 3𝑢3 + 𝐶(0,2,1) + 2𝐶(1,2,0);

𝑢2𝐶(0,0,𝑐) = 𝐶(0,1,𝑐) + 𝐶(1,0,𝑐−1);

𝑢22 = 6 + 𝐶(0,2,0) + 2𝐶(1,0,1); 𝑢2𝑢3 = 3𝑢1 + 𝐶(0,1,1);

𝑢3𝐶(𝑎,𝑏,1) = 2𝐶(𝑎,𝑏+1,0) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,1) + 𝐶(𝑎,𝑏,2);

𝑢3𝐶(𝑎,𝑏,0) = 𝐶(𝑎−1,𝑏,0) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,0) + 𝐶(𝑎,𝑏,1);

𝑢3𝐶(𝑎,1,𝑐) = 2𝐶(𝑎+1,0,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,1,𝑐) + 𝐶(𝑎,2,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,1,𝑐+1);

𝑢3𝐶(𝑎,1,1) = 2𝐶(𝑎,2,0) + 2𝐶(𝑎+1,0,1) + 𝐶(𝑎−1,1,1) + 𝐶(𝑎,1,2);

𝑢3𝐶(𝑎,1,0) = 3𝐶(𝑎+1,0,0) + 𝐶(𝑎−1,1,0) + 𝐶(𝑎,1,1);

𝑢3𝐶(𝑎,0,𝑐) = 𝐶(𝑎−1,0,𝑐) + 𝐶(𝑎,1,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,0,𝑐+1);

𝑢3𝐶(𝑎,0,1) = 2𝐶(𝑎,1,0) + 𝐶(𝑎−1,0,1) + 𝐶(𝑎,0,2);

𝑢3𝐶(𝑎,0,0) = 𝐶(𝑎−1,0,0) + 𝐶(𝑎,0,1);

𝑢3𝐶(1,𝑏,𝑐) = 𝐶(1,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(1,𝑏+1,𝑐−1) + 2𝐶(0,𝑏,𝑐) + 𝐶(2,𝑏−1,𝑐);
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𝑢3𝐶(1,𝑏,1) = 2𝐶(1,𝑏+1,0) + 2𝐶(0,𝑏,1) + 𝐶(2,𝑏−1,1) + 𝐶(1,𝑏,2);

𝑢3𝐶(1,𝑏,0) = 2𝐶(0,𝑏,0) + 𝐶(2,𝑏−1,0) + 𝐶(1,𝑏,1);

𝑢3𝐶(1,1,𝑐) = 2𝐶(0,1,𝑐) + 𝐶(1,2,𝑐−1) + 𝐶(1,1,𝑐+1) + 2𝐶(2,0,𝑐);

𝑢3𝐶(1,1,1) = 2𝐶(1,2,0) + 2𝐶(2,0,1) + 2𝐶(0,1,1) + 𝐶(1,1,2);

𝑢3𝐶(1,1,0) = 3𝐶(2,0,0) + 2𝑢2 + 𝐶(1,1,1);

𝑢3𝐶(1,0,𝑐) = 2𝐶(0,0,𝑐) + 𝐶(1,1,𝑐−1);

𝑢3𝐶(1,0,1) = 2𝐶(1,1,0) + 3𝑢3 + 𝐶(1,0,2);

𝑢3𝐶(0,𝑏,𝑐) = 𝐶(1,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(0,𝑏+1,𝑐−1) + 𝐶(0,𝑏,𝑐+1);

𝑢3𝐶(0,𝑏,1) = 2𝐶(0,𝑏+1,0) + 𝐶(1,𝑏−1,1) + 𝐶(0,1,2);

𝑢3𝐶(0,𝑏,0) = 𝐶(1,𝑏−1,0) + 𝐶(0,𝑏,1);

𝑢3𝐶(0,1,𝑐) = 𝐶(1,0,𝑐) + 𝐶(0,2,𝑐−1) + 𝐶(0,1,𝑐+1) + 𝐶(1,0,𝑐);

𝑢3𝐶(0,1,1) = 𝐶(0,1,2) + 2𝐶(0,2,0) + 2𝐶(1,0,1);

𝑢3𝐶(0,0,𝑐) = 𝐶(0,0,𝑐+1) + 𝐶(0,1,𝑐−1); 𝑢23 = 𝐶(0,0,2) + 2𝑢2.

Породжуючi рекурсiї для 𝑆-полiномiв алгебри 𝐴3 мають вигляд

𝑢1𝑆(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐) + 𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐) + 𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐+1) + 𝑆(𝑎,𝑏,𝑐−1);

𝑢2𝑆(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐) + 𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+1) + 𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐+1) + 𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐−1)

+ 𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1) + 𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐);

𝑢3𝑆(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝑆(𝑎,𝑏,𝑐+1) + 𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐−1) + 𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐) + 𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐).

Але рекурсивне обчислення явного вигляду 𝑆-полiномiв надзвичайно гро-
мiздке, тому для обчислення скористаємося характерами алгебри 𝐴3.

#=0:

𝜒(0,0,0)=𝐶(0,0,0)=1,

𝜒(1,0,1)=3+𝐶(1,0,1),

𝜒(0,2,0)=2+𝐶(1,0,1)+𝐶(0,2,0),

𝜒(0,1,2)=3+2𝐶(1,0,1)+𝐶(0,2,0)+𝐶(0,1,2),

𝜒(2,1,0)=3+2𝐶(1,0,1)+𝐶(0,2,0)+𝐶(2,1,0).
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#=1:

𝜒(1,0,0)=𝐶(1,0,0)=𝑢1,

𝜒(0,1,1)=2𝑢1+𝐶(0,1,1),

𝜒(2,0,1)=3𝑢1+𝐶(0,1,1)+𝐶(2,0,1),

𝜒(0,0,3)=𝑢1+𝐶(0,1,1)+𝐶(0,0,3),

𝜒(1,2,0)=3𝑢1+2𝐶(0,1,1)+𝐶(2,0,1)+𝐶(1,2,0).

#=2:

𝜒(0,1,0)=𝐶(0,1,0)=𝑢2,

𝜒(0,0,2)=𝑢2+𝐶(0,0,2),

𝜒(2,0,0)=𝑢2+𝐶(2,0,0),

𝜒(1,1,1)=4𝑢2+2𝐶(0,0,2)+2𝐶(2,0,0)+𝐶(1,1,1).

#=3:

𝜒(0,0,1)=𝐶(0,0,1)=𝑢3,

𝜒(1,1,0)=2𝑢3+𝐶(1,1,0),

𝜒(1,0,2)=3𝑢3+𝐶(1,1,0)+𝐶(1,0,2),

𝜒(3,0,0)=𝑢3+𝐶(1,1,0)+𝐶(3,0,0),

𝜒(0,2,1)=3𝑢3+2𝐶(1,1,0)+𝐶(1,0,2)+𝐶(0,2,1).

Дослiдимо перетворення фундаментальної областi 𝐹 (𝐴3)→ F(𝐴3), що
вiдповiдає перетворенню, яке пов’язує полiноми та орбiт-функцiї 𝑥 ↦→ 𝑢.
Вершини симплексу 𝐹 (𝐴3) переходять у точки {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3}:

(0, 0, 0) ↦→ (4, 6, 0) =: 𝑃0, 𝜔1 ↦→ (0,−6,−4) =: 𝑃1,

𝜔2 ↦→ (−4, 6, 0) =: 𝑃2, 𝜔3 ↦→ (0,−6, 4) =: 𝑃3.

Область ортогональностi полiномiв алгебри 𝐴3 зображено на рис. 3.10.

Приклад 3.26. Розглянемо дискретизацiю фундаментальної областi з
числом 𝑀 = 3. |𝐹3(𝐴3)| = 20, а точки сiтки ( 𝑠1𝑀 ,

𝑠2
𝑀 ,

𝑠3
𝑀 ) у нових координа-
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𝐶-полiноми 𝑆-полiноми

# = 0 # = 0

𝐶(1,0,1) −4 + 𝑢1𝑢3 𝑆(2,1,2) −1 + 𝑢1𝑢3

𝐶(0,2,0) 2− 2𝑢1𝑢3 + 𝑢22 𝑆(1,3,1) 𝑢22 − 𝑢1𝑢3
𝐶(0,1,2) 4− 𝑢1𝑢3 − 2𝑢22 + 𝑢2𝑢

2
3 𝑆(1,2,3) 1− 𝑢22 − 𝑢1𝑢3 + 𝑢2𝑢

2
3

𝐶(2,1,0) 4− 𝑢1𝑢3 + 𝑢21𝑢2 − 2𝑢22 𝑆(3,2,1) 1 + 𝑢21𝑢2 − 𝑢22 − 𝑢1𝑢3
# = 1 # = 1

𝐶(1,0,0) 𝑢1 𝑆(2,1,1) 𝑢1

𝐶(0,1,1) −3𝑢1 + 𝑢2𝑢3 𝑆(1,2,2) −𝑢1 + 𝑢2𝑢3

𝐶(0,0,3) 3𝑢1 − 3𝑢2𝑢3 + 𝑢33 𝑆(1,1,4) 𝑢1 − 2𝑢2𝑢3 + 𝑢33

𝐶(2,0,1) −𝑢1 − 2𝑢2𝑢3 + 𝑢21𝑢3 𝑆(3,1,2) −𝑢1 + 𝑢21𝑢3 − 𝑢2𝑢3
𝐶(1,2,0) 5𝑢1 − 𝑢2𝑢3 − 2𝑢21𝑢3 + 𝑢1𝑢

2
2 𝑆(2,3,1) 𝑢1 + 𝑢1𝑢

2
2 − 𝑢21𝑢3 − 𝑢2𝑢3

# = 2 # = 2

𝐶(0,1,0) 𝑢2 𝑆(1,2,1) 𝑢2

𝐶(0,0,2) −2𝑢2 + 𝑢23 𝑆(1,1,3) −𝑢2 + 𝑢23

𝐶(2,0,0) −2𝑢2 + 𝑢21 𝑆(3,1,1) 𝑢21 − 𝑢2
𝐶(1,1,1) 4𝑢2 − 3𝑢23 − 3𝑢21 + 𝑢1𝑢2𝑢3 𝑆(2,2,2) −𝑢21 − 𝑢23 + 𝑢1𝑢2𝑢3

# = 3 # = 3

𝐶(0,0,1) 𝑢3 𝑆(1,1,2) 𝑢3

𝐶(1,1,0) −3𝑢3 + 𝑢1𝑢2 𝑆(2,2,1) 𝑢1𝑢2 − 𝑢3
𝐶(3,0,0) 3𝑢3 − 3𝑢1𝑢2 + 𝑢31 𝑆(4,1,1) 𝑢31 − 𝑢1𝑢2 + 𝑢3

𝐶(1,0,2) −𝑢3 − 2𝑢1𝑢2 + 𝑢1𝑢
2
3 𝑆(2,1,3) −𝑢1𝑢2 − 𝑢3 + 𝑢1𝑢

2
3

𝐶(0,2,1) 5𝑢3 − 𝑢1𝑢2 − 2𝑢1𝑢
2
3 + 𝑢22𝑢3 𝑆(1,3,2) −𝑢1𝑢2 − 𝑢3 − 𝑢1𝑢23 + 𝑢22𝑢3

Табл. 3.11. 𝐶-полiноми та 𝑆-полiноми алгебри 𝐴3.

тах (Re(𝑢1), 𝑢2, Im(𝑢1)) такi:

(0, 0, 0) ↦→ (4, 6, 0), (0, 0, 1) ↦→ (0,−6, 4),

(23 , 0,
1
3) ↦→ (0,−3,−2), (23 ,

1
3 , 0) ↦→ (−1

2 ,−3,−
3
√
3

2 ),

(13 ,
2
3 , 0) ↦→ (−3

√
3

2 , 3,−1
2), (0, 23 ,

1
3) ↦→ (−3

√
3

2 , 3, 12),

(0, 13 , 0) ↦→ (2, 3, 0), (13 ,
1
3 , 0) ↦→ (0, 0,−1),
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(13 ,
1
3 ,

1
3) ↦→ (−1, 0, 0), (23 , 0, 0) ↦→ (12 ,−3,−

3
√
3

2 ),

(1, 0, 0) ↦→ (0,−6,−4), (0, 13 ,
2
3) ↦→ (−1

2 ,−3,
3
√
3

2 ),

(0, 13 ,
1
3) ↦→ (0, 0, 1), (0, 23 , 0) ↦→ (−2, 3, 0),

(0, 1, 0) ↦→ (−4, 6, 0), (13 , 0,
2
3) ↦→ (0,−3, 2),

(13 , 0, 0) ↦→ (3
√
3

2 , 3,−1
2), (0, 0, 23) ↦→ (12 ,−3,

3
√
3

2 ),

(0, 0, 13) ↦→ (3
√
3

2 , 3, 12), (13 , 0,
1
3) ↦→ (1, 0, 0).

-4

-2

0

2

4

-5

0

5

-4

-2

0

2

4

Рис. 3.10. Область ортогональностi F та точки дискретизацiї F3 полiномiв алгебри 𝐴3.

Алгебра 𝐵3 та ортогональнi полiноми трьох змiнних. Групи
Вейля алгебр 𝐵3 та 𝐶3 — iзоморфнi, але, не зважаючи на це, орбiт-функцiї
та ортогональнi полiноми у цих випадках суттєво вiдрiзняються. Новi
змiннi позначаємо 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, де 𝑢𝑗 := 𝐶𝜔𝑗

, 𝑗 = 1, 2, 3. Для алгебри 𝐵3

iснує два класи конґруентностi, визначенi спiввiдношенням

#(𝐵3) = 𝑎3 mod 2.

Розмiрнiсть незвiдного зображення обчислюється за правилом

𝑑(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐵3)=
1

720(𝑎+1)(𝑏+1)(𝑐+1)(𝑎+𝑏+2)(2𝑏+𝑐+3)×
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(2𝑎+2𝑏+5)(𝑏+𝑐+2)(𝑎+𝑏+𝑐+3)(𝑎+2𝑏+𝑐+4).

𝐶-полiноми з найнижчими степенями обчислено та наведено у табли-
цi 3.12, решта полiномiв виводиться з породжуючих та додаткових рекур-
сiй. Породжуючi рекурсiї для алгебри 𝐵3 мають вигляд

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)=𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐)+𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐)+𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐+2)+𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐−2)

+𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐)+𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐), 𝑎, 𝑏 > 2, 𝑐 > 3;

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)=𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐)+𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+2)+𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐+2)+𝐶(𝑎+1,𝑏+1,𝑐−2)

+𝐶(𝑎−1,𝑏+2,𝑐−2)+𝐶(𝑎+2,𝑏−1,𝑐)+𝐶(𝑎+1,𝑏−2,𝑐+2)+𝐶(𝑎−2,𝑏+1,𝑐)

+𝐶(𝑎−1,𝑏−1,𝑐+2)+𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐−2)+𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−2)+𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐),

𝑎 > 2, 𝑏, 𝑐 > 3;

𝑢3𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)=𝐶(𝑎,𝑏,𝑐+1)+𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐−1)+𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+1)+𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐+1)

−𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐−1)+𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1)+𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐+1)+𝐶(𝑎,𝑏,𝑐−1),

𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2.

Решта додаткових рекурсiй, за винятком розв’язаних найнижчих, такi:

𝐶(𝑎+1,𝑏,0)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,𝑏+1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎+1,𝑏−1,0)(𝑢)

−𝐶(𝑎−1,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(𝑎,𝑏−1,2)(𝑢),

𝐶(𝑎,𝑏+1,0)(𝑢) = 𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−2,𝑏+1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎+2,𝑏−1,0)(𝑢)

−𝐶(𝑎−1,𝑏,2)(𝑢)−𝐶(𝑎,𝑏−1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎+1,𝑏−1,2)(𝑢)

−𝐶(𝑎−1,𝑏−1,2)(𝑢)−𝐶(𝑎+1,𝑏−2,2)(𝑢),

𝐶(𝑎+1,0,0)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,0,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,0,0)(𝑢),

𝐶(0,𝑏+1,0)(𝑢) = 𝑢2𝐶(0,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(2,𝑏−1,0)(𝑢)−𝐶(0,𝑏−1,0)(𝑢)

−𝐶(1,𝑏−1,2)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−2,2)(𝑢),

𝐶(0,0,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(0,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(0,1,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(1,0,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(0,0,𝑐−1)(𝑢),

𝐶(𝑎+1,0,𝑐)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(𝑎,1,𝑐−2)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,1,𝑐)(𝑢),

𝐶(𝑎,0,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(𝑎,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,0,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,1,𝑐−1)(𝑢)

−𝐶(𝑎,1,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(𝑎,0,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(𝑎+1,0,𝑐−1)(𝑢),
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𝐶(0,𝑏+1,𝑐)(𝑢) = 𝑢2𝐶(0,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−1,𝑐+2)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−2,𝑐+2)(𝑢)

−𝐶(0,𝑏−1,𝑐)(𝑢)−𝐶(2,𝑏−1,𝑐)(𝑢)−𝐶(1,𝑏+1,𝑐−2)(𝑢)−𝐶(1,𝑏,𝑐−2)(𝑢),

𝐶(0,𝑏,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(0,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(0,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)

−𝐶(0,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(0,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(1,𝑏,𝑐−1)(𝑢).

♯0 1 𝑢1 𝑢2 𝑢21 𝑢23 𝑢1𝑢2 𝑢1𝑢
2
3 𝑢31 𝑢22 𝑢2𝑢

2
3 𝑢21𝑢2

𝐶(0,0,0)(𝑢) 1

𝐶(1,0,0)(𝑢) 0 1

𝐶(0,1,0)(𝑢) 0 0 1

𝐶(2,0,0)(𝑢) −6 0 −2 1

𝐶(0,0,2)(𝑢) −8 −4 −2 0 1

𝐶(1,1,0)(𝑢) 24 8 6 0 −3 1

𝐶(1,0,2)(𝑢) 0 −8 −2 −4 0 −2 1

𝐶(3,0,0)(𝑢) −24 −15 −6 0 3 −3 0 1

𝐶(0,2,0)(𝑢) 12 16 8 4 0 4 −2 0 1

𝐶(0,1,2)(𝑢) −48 −20 −20 0 6 −6 0 0 −2 1

𝐶(2,1,0)(𝑢) 0 8 −6 4 0 2 −1 0 −2 0 1

♯1 𝑢3 𝑢1𝑢3 𝑢2𝑢3 𝑢33 𝑢21𝑢3 𝑢1𝑢2𝑢3

𝐶(0,0,1)(𝑢) 1

𝐶(1,0,1)(𝑢) −3 1

𝐶(0,1,1)(𝑢) 3 −2 1

𝐶(0,0,3)(𝑢) −9 −3 −3 1

𝐶(2,0,1)(𝑢) −3 −1 −2 0 1

𝐶(1,1,1)(𝑢) 30 12 8 −3 −2 1

Табл. 3.12. 𝐶-полiноми алгебри 𝐵3 класiв конґруентностi # = 0 та # = 1.

Для побудови 𝑆-полiномiв можемо використати формулу характера
або рекурсiї, що мають мiсце для 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2:

𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐)(𝑢) = 𝑢1𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐−2)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐+2)(𝑢)
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−𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐)(𝑢),

𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐)(𝑢) = 𝑢2𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+2)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏−1,𝑐+2)(𝑢)

−𝑆(𝑎+1,𝑏−2,𝑐+2)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐−2)(𝑢)−𝑆(𝑎−2,𝑏+1,𝑐)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐+2)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏+2,𝑐−2)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏+1,𝑐−2)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−2)(𝑢)−𝑆(𝑎+2,𝑏−1,𝑐)(𝑢),

𝑆(𝑎,𝑏,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)

−𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏,𝑐−1)(𝑢).

Перетворення 𝑥 ↦→ 𝑢 трансформує вершини фундаментальної областi
𝐹 (𝐵3) у вершини областi ортогональностi полiнома F(𝐵3) = {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3}
за правилом:

(0, 0, 0) ↦→ (6, 12, 8) =: 𝑃0, 𝜔1 ↦→ (6, 12,−8) =: 𝑃1,

1
2𝜔2 ↦→ (−2,−4, 0) =: 𝑃2, 𝜔3 ↦→ (−6, 12, 0) =: 𝑃3.

Областi ортогональностi F(𝐵3) та точки дискретизацiї з прикладу 3.27
зображено на рис. 3.11.

Приклад 3.27. Зафiксуємо число 𝑀 = 4, тодi |𝐹4(𝐵3)| = 14 та точки
сiтки ( 𝑠1𝑀 ,

𝑠2
𝑀 ,

𝑠3
𝑀 ) у нових координатах (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) мають вигляд:

(0, 0, 0) ↦→ (6, 12, 8), (0, 0, 14) ↦→ (0, 0, 2
√
2),

(12 ,
1

4
, 0) ↦→ (2, 0,−4), (1, 0, 0) ↦→ (6, 12,−8),

(0, 14 , 0) ↦→ (2, 0, 4), (14 , 0, 0) ↦→ (4, 4, 4
√
2),

(12 , 0, 0) ↦→ (2,−4, 0), (12 , 0,
1
4) ↦→ (0, 0,−2

√
2),

(0, 14 ,
1
4) ↦→ (−4, 4, 0), (0, 0, 12) ↦→ (−6, 12, 0),

(0, 12 , 0) ↦→ (−2,−4, 0), (34 , 0, 0) ↦→ (4, 4,−4
√
2),

(14 ,
1
4 , 0) ↦→ (0,−4, 0), (14 , 0,

1
4) ↦→ (−2, 0, 0).
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Рис. 3.11. Область ортогональностi F та дискретнi точки F4 полiномiв алгебри 𝐵3.

Алгебра 𝐶3 та ортогональнi полiноми трьох змiнних. Для ал-
гебри 𝐶3 iснує два класи конґруентностi, визначенi спiввiдношенням

#(𝐶3) = 𝑎1 + 𝑎3 mod 2.

Розмiрнiсть незвiдного зображення обчислюється за правилом

𝑑(𝑎,𝑏,𝑐)(𝐶3) =
1
720(𝑎+ 1)(𝑏+ 1)(𝑐+ 1)(𝑎+ 𝑏+ 2)(𝑏+ 2𝑐+ 3)

× (𝑎+ 𝑏+ 2𝑐+ 4)(𝑏+ 𝑐+ 2)(𝑎+ 2𝑏+ 2𝑐+ 5)(𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 3).

𝐶-полiноми алгебри 𝐶3 з найнижчими степенями обчислено та наве-
дено у таблицi 3.13, решта полiномiв отримується з породжуючих та до-
даткових рекурсiй. Породжуючi рекурсiї для 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2 такi:

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐+1) + 𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐−1)+

𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2;

𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎,𝑏+1,𝑐) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(𝑎−1,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(𝑎+1,𝑏+1,𝑐−1)

+ 𝐶(𝑎−1,𝑏+2,𝑐−1) + 𝐶(𝑎+2,𝑏−1,𝑐) + 𝐶(𝑎+1,𝑏−2,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−2,𝑏+1,𝑐)

+ 𝐶(𝑎+1,𝑏,𝑐−1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏−1,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1,𝑐),
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𝑎, 𝑏 > 3, 𝑐 > 2;

𝑢3𝐶(𝑎,𝑏,𝑐) = 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐+1) + 𝐶(𝑎,𝑏+2,𝑐−1) + 𝐶(𝑎+2,𝑏−2,𝑐+1) + 𝐶(𝑎−2,𝑏,𝑐+1)

+ 𝐶(𝑎+2,𝑏,𝑐−1) + 𝐶(𝑎−2,𝑏+2,𝑐−1) + 𝐶(𝑎,𝑏−2,𝑐+1) + 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐−1),

𝑎, 𝑏 > 3, 𝑐 > 2.

Додатковi рекурсiї:

𝐶(𝑎+1,0,0)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,0,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,0,0)(𝑢), 𝑎 > 1;

𝐶(𝑎+1,𝑏,0)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(𝑎,𝑏−1,1)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,𝑏,0)(𝑢)

−𝐶(𝑎+1,𝑏−1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,𝑏+1,0)(𝑢), 𝑎, 𝑏 > 1;

𝐶(𝑎,𝑏+1,0)(𝑢) = 𝑢2𝐶(𝑎,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,𝑏,1)(𝑢)−𝐶(𝑎,𝑏−1,0)(𝑢)

−𝐶(𝑎+2,𝑏−1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−2,𝑏+1,0)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,𝑏−1,1)(𝑢)

−𝐶(𝑎+1,𝑏−1,1)(𝑢)−𝐶(𝑎+1,𝑏−2,1)(𝑢), 𝑎, 𝑏 > 2;

𝐶(0,𝑏+1,𝑐)(𝑢) = 𝑢2𝐶(0,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝐶(1,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(0,𝑏−1,𝑐)(𝑢)−𝐶(2,𝑏−1,𝑐)(𝑢)

−𝐶(1,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢),

𝑏 > 2, 𝑐 > 1;

𝐶(0,𝑏,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(0,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝐶(0,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(0,𝑏,𝑐−1)(𝑢)

−𝐶(2,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(2,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(0,𝑏+2,𝑐−1)(𝑢),

𝑏 > 2, 𝑐 > 1;

𝐶(𝑎+1,0,𝑐)(𝑢) = 𝑢1𝐶(𝑎,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(𝑎−1,1,𝑐)(𝑢)−𝐶(𝑎,1,𝑐−1)(𝑢)

−𝐶(𝑎−1,0,𝑐)(𝑢), 𝑎, 𝑐 > 1;

𝐶(𝑎,0,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(𝑎,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(𝑎−2,0,𝑐+1)(𝑢)−𝐶(𝑎,0,𝑐−1)(𝑢)

−𝐶(𝑎−2,2,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(𝑎+2,0,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(𝑎,2,𝑐−1)(𝑢),

𝑎 > 2, 𝑐 > 1;

𝐶(0,𝑏+1,0)(𝑢) = 𝑢2𝐶(0,𝑏,0)(𝑢)−𝐶(0,𝑏−1,0)(𝑢)−𝐶(2,𝑏−1,0)(𝑢)

−𝐶(1,𝑏−1,1)(𝑢)−𝐶(1,𝑏−2,1)(𝑢), 𝑏 > 2;

𝐶(0,0,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝐶(0,0,𝑐)(𝑢)−𝐶(0,0,𝑐−1)(𝑢)−𝐶(2,0,𝑐−1)(𝑢)

−𝐶(0,2,𝑐−1)(𝑢), 𝑐 > 1.
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Породжуючi рекурсiї для 𝑆-полiномiв мають мiсце коли 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 2

𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐)(𝑢) = 𝑢1𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢),

𝑆(𝑎,𝑏+1,𝑐)(𝑢) = 𝑢2𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏,𝑐+1)(𝑢)

−𝑆(𝑎+2,𝑏−1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−2,𝑏+1,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)

−𝑆(𝑎−1,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏+1,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎+1,𝑏−1,𝑐+1)(𝑢)

−𝑆(𝑎+1,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎−1,𝑏+2,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏−1,𝑐)(𝑢),

𝑆(𝑎,𝑏,𝑐+1)(𝑢) = 𝑢3𝑆(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎−2,𝑏,𝑐+1)(𝑢)

−𝑆(𝑎,𝑏+2,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎+2,𝑏−2,𝑐+1)(𝑢)−𝑆(𝑎−2,𝑏+2,𝑐−1)(𝑢)

−𝑆(𝑎+2,𝑏,𝑐−1)(𝑢)−𝑆(𝑎,𝑏,𝑐−1)(𝑢).

Розглянемо, як перетворюється фундаментальна область 𝐹 (𝐶3) →
F(𝐶3) пiд дiєю перетворення 𝑥 ↦→ 𝑢. Вершини 𝐹 (𝐶3) переходять у то-
чки {𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3}:

(0, 0, 0) ↦→ (6, 12, 8) =: 𝑃0, 𝜔1 ↦→ (2,−4,−8) =: 𝑃1,

𝜔2 ↦→ (−2,−4, 8) =: 𝑃2, 𝜔3 ↦→ (−6, 12,−8) =: 𝑃3.

Область ортогональностi полiномiв алгебри 𝐶3 зображено на рис. 3.12.

Приклад 3.28. Зафiксуємо сталу подрiбнення 𝑀 = 4. |𝐹4(𝐶3)| = 14

точки сiтки ( 𝑠1𝑀 ,
𝑠2
𝑀 ,

𝑠3
𝑀 ) ∈ 𝐹4 переходять у точки (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3):

(0, 0, 0) ↦→ (6, 12, 8), (0, 0, 14) ↦→ (3
√
2, 6, 2

√
2),

(0, 14 ,
1
4) ↦→ (−

√
2,−2, 2

√
2), (14 , 0,

1
4) ↦→ (

√
2,−2,−2

√
2),

(14 ,
1
4 , 0) ↦→ (0,−4, 0), (0, 12 , 0) ↦→ (−2,−4, 8),

(12 , 0, 0) ↦→ (2,−4,−8), (0, 0, 1) ↦→ (−6, 12,−8),

(14 , 0, 0) ↦→ (4, 4, 0), (0, 0, 34) ↦→ (−3
√
2, 6,−2

√
2),

(0, 14 , 0) ↦→ (2, 0, 0), (
1

4
, 0, 12) ↦→ (−2, 0, 0),

(0, 14 ,
1

2
) ↦→ (−4, 4, 0), (0, 0, 12) ↦→ (0, 0, 0).

Цi точки зображено на областi ортогональностi F(𝐶3) на рис. 3.12.
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♯0 1 𝑢2 𝑢21 𝑢1𝑢3 𝑢22 𝑢21𝑢2 𝑢23 𝑢1𝑢2𝑢3 𝑢32 𝑢2𝑢
2
3

𝐶(0,0,0)(𝑢) 1

𝐶(0,1,0)(𝑢) 0 1

𝐶(2,0,0)(𝑢) −6 −2 1

𝐶(1,0,1)(𝑢) 0 −2 0 1

𝐶(0,2,0)(𝑢) 12 8 −4 −2 1

𝐶(2,1,0)(𝑢) 0 −6 0 −1 −2 1

𝐶(0,0,2)(𝑢) −8 −8 4 4 −2 0 1

𝐶(1,1,1)(𝑢) 0 12 0 −4 4 −2 −3 1

𝐶(0,3,0)(𝑢) 0 9 0 3 6 −3 3 −3 1

𝐶(0,1,2)(𝑢) 0 −18 0 3 −12 6 3 3 −2 1

♯1 𝑢1 𝑢3 𝑢1𝑢2 𝑢31 𝑢2𝑢3 𝑢21𝑢3 𝑢1𝑢
2
2 𝑢1𝑢

2
3 𝑢22𝑢3 𝑣33

𝐶(1,0,0)(𝑢) 1

𝐶(0,0,1)(𝑢) 0 1

𝐶(1,1,0)(𝑢) −4 −3 1

𝐶(3,0,0)(𝑢) −3 3 −3 1

𝐶(0,1,1)(𝑢) 4 6 −2 0 1

𝐶(2,0,1)(𝑢) 0 −9 0 0 −2 1

𝐶(1,2,0)(𝑢) 12 −3 9 −4 −1 −2 1

𝐶(1,0,2)(𝑢) −12 −6 −6 4 −1 4 −2 1

𝐶(0,2,1)(𝑢) 0 27 0 0 12 −6 0 −2 1

𝐶(0,0,3)(𝑢) 0 −27 0 0 −18 9 0 6 −3 1

Табл. 3.13. 𝐶-полiноми алгебри 𝐶3 двох класiв конґруентностi # = 0 та # = 1.

Ваговi функцiї для скалярного добутку та ортогональностi
𝐶- та 𝑆-полiномiв. Для практичних застосувань, зокрема для набли-
ження функцiй за допомогою полiномiв, необхiднi ваговi функцiї, що до-
зволяють обчислити скалярний добуток двох ортогональних полiномiв.
Для кожної з простих алгебр Лi рангiв два та три такi функцiї обчисле-
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Рис. 3.12. Область ортогональностi F та точки подрiбнення F4 полiномiв алгебри 𝐶3.

но та наведено нижче для замiни змiнних, яка вiдповiдає 𝐶-функцiям
фундаментальних ваг (рекурентний метод побудови полiномiв).

Алгебра 𝐴2 : 𝑓(𝐴2)=|𝑊𝑢(𝐴2)|𝐽(𝑢), де

𝐽(𝑢)−1=4𝜋2
√︁
𝑢21𝑢

2
2−4𝑢31−4𝑢32+18𝑢1𝑢2−27.

Алгебра 𝐶2 : 𝑓(𝐶2)=|𝑊𝑢(𝐶2)|𝐽(𝑢), де

𝐽(𝑢)−1=4𝜋2
√︁
𝑢21𝑢

2
2−4(𝑢41+4𝑢21−𝑢32−8𝑢22−16𝑢2+6𝑢21𝑢2).

Алгебра 𝐴3 : 𝑓(𝐴3)=
|𝑊𝑢(𝐴3)|

8𝜋3
√
|S(𝑢)|

та 𝑓(𝐴3)=
4!
√
|S(𝑢)|
8𝜋3 , де

S(𝑢) = 256−27𝑢41+144𝑢21𝑢2−128𝑢22−4𝑢21𝑢32+16𝑢42−192𝑢1𝑢3
+18𝑢31𝑢2𝑢3−80𝑢1𝑢22𝑢3−6𝑢21𝑢23+144𝑢2𝑢

2
3+𝑢

2
1𝑢

2
2𝑢

2
3

−4𝑢32𝑢23−4𝑢31𝑢33+18𝑢1𝑢2𝑢
3
3−27𝑢43.

Алгебра 𝐵3 : 𝑓(𝐵3)=
|𝑊𝑢(𝐵3)|

8𝜋3
√
|S(𝑢)|

та 𝑓(𝐵3)=
233!
√
|S(𝑢)|

8𝜋3 , де

S(𝑢) = (16+4𝑢2−𝑢23)(1728+1728𝑢1+432𝑢21−32𝑢31−16𝑢41+864𝑢2
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+576𝑢1𝑢2+72𝑢21𝑢2−8𝑢31𝑢2+108𝑢22+36𝑢1𝑢
2
2−𝑢21𝑢22+4𝑢32

−432𝑢23−216𝑢1𝑢23+4𝑢31𝑢
2
3−108𝑢2𝑢23−18𝑢1𝑢2𝑢23+27𝑢43).

Алгебра 𝐶3 : 𝑓(𝐶3)=
|𝑊𝑢(𝐶3)|

8𝜋3
√
|S(𝑢)|

та 𝑓(𝐶3)=
233!
√
|S(𝑢)|

8𝜋3 , де

S(𝑢) = (𝑢3−2𝑢2+4𝑢1−8)(8+4𝑢1+2𝑢2+𝑢3)(𝑢
2
1𝑢

2
2−4𝑢32−4𝑢31𝑢3

+18𝑢1𝑢2𝑢3−27𝑢23).

3.3.3. Правила галуження для полiномiв алгебр Лi. У парагра-
фi 3.2 дослiджувались правила галуження груп Вейля, тобто, за допомо-
гою матрицi проєкцiї встановлювався зв’язок мiж групами Вейля алгебри
Лi та її пiдалгебр. Вивчення та застосування правил галуження до орто-
гональних полiномiв, що пов’язанi з орбiт-функцiями, також є важливою
задачею, оскiльки дозволить редукувати ортогональнi полiноми визначе-
нi для однiєї алгебри – до суми полiномiв пiдалгебри чи набору пiдалгебр
того самого або меншого рангу. При цьому, залежно вiд збереження чи
зменшення рангу, полiноми редукуються до полiномiв тiєї самої чи мен-
шої кiлькостi змiнних.

Ймовiрно, що найбiльш цiкавими випадками будуть максимальнi на-
пiвпростi пiдалгебри. Для алгебр рангу три та менше маємо наступний
перелiк вкладень:

𝐴2 ⊃ 𝐴1,

𝐶2 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1, 𝐶2 ⊃ 𝐴1,

𝐺2 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1, 𝐺2 ⊃ 𝐴2, 𝐺2 ⊃ 𝐴1.

𝐴3 ⊃ 𝐶2, 𝐴3 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1,

𝐵3 ⊃ 𝐴3, 𝐵3 ⊃ 𝐴1 × 𝐴1 × 𝐴1, 𝐵3 ⊃ 𝐺2,

𝐶3 ⊃ 𝐶2 × 𝐴1, 𝐶3 ⊃ 𝐴2, 𝐶3 ⊃ 𝐴1.

Крiм цього, редукцiя полiномiв має мiсце i для тих випадкiв, коли
пiдгрупа не є напiвпростою редуктивною. Для рагу 𝑟 ≤ 3 iснує три такi
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максимальнi пiдалгебри, а саме 𝐴2 ⊃ 𝐴1 × 𝑈1, 𝐴3 ⊃ 𝐴2 × 𝑈1, та 𝐵3 ⊃
𝐵2 × 𝑈1. Вочевидь, незвiдними полiномами 1-параметричної групи 𝑈1 є
усi мономи 𝑦𝑘, з цiлими степенями 𝑘.

У цьому параграфi розглянемо простi алгебри Лi рангiв 𝑟 = 2 та 𝑟 = 3

та дослiдимо можливi редукцiї їх полiномiв. Для цього будуть побудованi
матрицi проєкцiї Pr, що редукують просту групу Лi 𝐺 до її максимальної
пiдгрупи 𝐻. Пiсля цього для кожного з наборiв {𝐺 ⊃ 𝐻,Pr} ми встанови-
мо правило проєкцiї фундаментальних 𝐶-функцiй та знайдемо вiдповiдну
замiну змiнних 𝑢𝑖 ↦→ 𝑓𝑖(𝑦1, . . . , 𝑦𝑟), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, яка зводить ортогональ-
нi полiноми групи 𝐺 зi змiнними 𝑢𝑖 до полiномiв групи 𝐻 зi змiнними 𝑦𝑗.
Приклади редукцiї 𝐶-полiномiв наведено для кожної з пар 𝐺 ⊃ 𝐻. Усi
полiноми, використанi у прикладах, побудовано рекурсивним методом за
допомогою замiни 𝑢𝑖 := 𝐶𝜔𝑖

, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟.
Редукцiя полiномiв алгебри 𝐴2 до полiномiв алгебри 𝐴1. Ма-

триця проєкцiї має вигляд Pr = (2 2), фундаментальнi 𝐶-функцiї проє-
ктуються таким чином

𝐶(1,0)(𝐴2) ↦→ 𝐶(2)(𝐴1)+𝐶(0)(𝐴1),

𝐶(0,1)(𝐴2) ↦→ 𝐶(2)(𝐴1)+𝐶(0)(𝐴1).

Отже, редукцiя полiномiв алгебри 𝐴2 до полiномiв алгебри 𝐴1 виконуєть-
ся замiною змiнних

𝑢1 ↦→ 𝑦2−1,

𝑢2 ↦→ 𝑦2−1.

Приклад 3.29. Виконаємо редукцiю кiлькох полiномiв алгебри 𝐴2, якi
було побудовано у попередньому параграфi.

𝐶(1,1)(𝐴2) =𝑢1𝑢2−3 ↦→ 𝑦4−2𝑦2−2 = 𝑇4(𝑦)+2𝑇2(𝑦),

𝐶(0,2)(𝐴2) =𝑢
2
2−2𝑢1 ↦→ 𝑦4−4𝑦2+3 = 𝑇4(𝑦)+1.

Тут та нижче лiтерами 𝑇 позначено полiноми Чебишева першого роду.
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Редукцiя полiномiв алгебри 𝐶2 до полiномiв алгебри
𝐴1 × 𝐴1 =: 𝐴

(1)
1 × 𝐴

(2)
1 .

Pr =

⎛⎝1 1

0 1

⎞⎠ ,

𝐶(1,0)(𝐶2) ↦→ 𝐶(1)(𝐴
(1)
1 )𝐶(0)(𝐴

(2)
1 ) + 𝐶(0)(𝐴

(1)
1 )𝐶(1)(𝐴

(2)
1 ),

𝐶(0,1)(𝐶2) ↦→ 𝐶(1)(𝐴
(1)
1 )𝐶(1)(𝐴

(2)
1 ).

Замiна змiнних, що реалiзує редукцiю полiномiв:

𝑢1 ↦→ 𝑦1 + 𝑦2,

𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2.

Приклад 3.30. У цьому прикладi полiноми Чебишева 𝑇𝑚(𝑦1),
𝑚 = 1, 2, . . . вiдповiдають алгебрi Лi 𝐴(1)

1 , а полiноми Чебишева 𝑇𝑚(𝑦2)
вiдповiдають алгебрi 𝐴(2)

1 .

𝐶(2,1)(𝐶2)=𝑢
2
1𝑢2−2𝑢22−6𝑢2 ↦→ 𝑦31𝑦2+𝑦1𝑦

3
2−6𝑦1𝑦2=𝑇3(𝑦1)𝑦2+𝑦1𝑇3(𝑦2),

𝐶(3,0)(𝐶2)=𝑢
3
1−3𝑢1𝑢2−3𝑢1 ↦→ 𝑦31+𝑦

3
2−3𝑦1−3𝑦2 = 𝑇3(𝑦1)+𝑇3(𝑦2).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐶2 до полiномiв алгебри 𝐴1.

Pr = (3 4) ,
𝐶(1,0)(𝐶2) ↦→ 𝐶(3)(𝐴1)+𝐶(1)(𝐴1),

𝐶(0,1)(𝐶2) ↦→ 𝐶(4)(𝐴1)+𝐶(2)(𝐴1).

Замiна змiнних:

𝑢1 ↦→ 𝑦3−2𝑦,

𝑢2 ↦→ 𝑦4−3𝑦2.

Приклад 3.31.

𝐶(1,1)(𝐶2)=𝑢1𝑢2−2𝑢1 ↦→ 𝑦7−5𝑦5+4𝑦3+4𝑦=𝑇7(𝑦)−2𝑇5(𝑦)+21𝑦,

𝐶(2,0)(𝐶2)=𝑢
2
1−2𝑢2−4 ↦→ 𝑦6−6𝑦4+10𝑦2−4=𝑇6(𝑦)+𝑇2(𝑦).
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Редукцiя полiномiв алгебри 𝐺2 до полiномiв алгебри 𝐴2.

Pr =

⎛⎝1 0

1 1

⎞⎠ ,

𝐶(1,0)(𝐺2) ↦→ 𝐶(1,1)(𝐴2),

𝐶(0,1)(𝐺2) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐴2)+𝐶(0,1)(𝐴2).

Замiна змiнних у цьому випадку має вигляд

𝑢1 ↦→ 𝑦1𝑦2−3,

𝑢2 ↦→ 𝑦1+𝑦2.

Приклад 3.32. У цьому прикладi 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦) := 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦1, 𝑦2) — це полiноми
алгебри 𝐴2.

𝐶(0,2)(𝐺2) = 𝑢22−2𝑢2−2𝑢1−6 ↦→

↦→ 𝑦21+𝑦
2
2−2𝑦1−2𝑦2 = 𝐶(2,0)(𝑦)+𝐶(0,2)(𝑦),

𝐶(1,1)(𝐺2) = −2𝑢22+𝑢1𝑢2+2𝑢2+4𝑢1+12 ↦→

↦→ 𝑦21𝑦2+𝑦1𝑦
2
2−2𝑦21−2𝑦22−𝑦1−𝑦1 = 𝐶(2,1)(𝑦)+𝐶(1,2)(𝑦).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐺2 до полiномiв алгебри
𝐴1 × 𝐴1 =: 𝐴

(1)
1 × 𝐴

(2)
1 .

Pr =

⎛⎝1 1

3 1

⎞⎠ ,

𝐶(1,0)(𝐺2) ↦→ 𝐶(1)(𝐴
(1)
1 )𝐶(3)(𝐴

(2)
1 ) + 𝐶(2)(𝐴

(1)
1 )𝐶(0)(𝐴

(2)
1 ),

𝐶(0,1)(𝐺2) ↦→ 𝐶(1)(𝐴
(1)
1 )𝐶(1)(𝐴

(2)
1 ) + 𝐶(0)(𝐴

(1)
1 )𝐶(2)(𝐴

(2)
1 ).

Замiна змiнних:

𝑢1 ↦→ 𝑦1𝑦
3
2−3𝑦1𝑦2+𝑦21−2,

𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2+𝑦
2
2−2.
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Приклад 3.33. Кожен з полiномiв 𝑇𝑚(𝑦1), 𝑚 = 1, 2, . . . вiдповiдає алге-
брi 𝐴(1)

1 , а полiноми 𝑇𝑚(𝑦2) — 𝐴
(2)
1 .

𝐶(0,2)(𝐺2) = 𝑢22−2𝑢2−2𝑢1−6 ↦→

↦→ 𝑦42+𝑦
2
1𝑦

2
2−6𝑦22−2𝑦21+6 = 𝑇4(𝑦2)+𝑇2(𝑦1)𝑇2(𝑦2)+2,

𝐶(1,1)(𝐺2) = −2𝑢22+𝑢1𝑢2+2𝑢2+4𝑢1+12 ↦→

↦→ 𝑦1𝑦
5
2+𝑦

2
1𝑦

4
2−2𝑦42−5𝑦1𝑦32−4𝑦21𝑦22+8𝑦22+𝑦

3
1𝑦2+2𝑦1𝑦2+𝑦

2
1−4 =

= 𝑦1𝑇5(𝑦2)−𝑇3(𝑦1)𝑦2+𝑇2(𝑦1)𝑇4(𝑦2).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐺2 до полiномiв алгебри 𝐴1.

Pr = (10 6) ,

𝐶(1,0)(𝐺2) ↦→ 𝐶(10)(𝐴1)+𝐶(8)(𝐴1)+𝐶(2)(𝐴1),

𝐶(0,1)(𝐺2) ↦→ 𝐶(6)(𝐴1)+𝐶(4)(𝐴1)+𝐶(2)(𝐴1).

таким чином,

𝑢1 ↦→ 𝑦10−9𝑦8+27𝑦6−31𝑦4+10𝑦2−2,

𝑢2 ↦→ 𝑦6−5𝑦4+6𝑦2−2.

Приклад 3.34.

𝐶(0,2)(𝐺2) = 𝑢22−2𝑢2−2𝑢1−6 ↦→

↦→ 𝑦12−12𝑦10+55𝑦8−120𝑦6+128𝑦4−56𝑦2+6=

=𝑇12(𝑦)+𝑇8(𝑦)+3𝑇4(𝑦)+8𝑇2(𝑦)+12.

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐴3 до полiномiв алгебри 𝐶2.

Pr =

⎛⎝1 0 1

0 1 0

⎞⎠ ,

𝐶(1,0,0)(𝐴3) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐶2),

𝐶(0,1,0)(𝐴3) ↦→ 𝐶(0,1)(𝐶2)+2𝐶(0,0)(𝐶2),

𝐶(0,0,1)(𝐴3) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐶2),
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звiдси

𝑢1 ↦→ 𝑦1, 𝑢2 ↦→ 𝑦2+2, 𝑢3 ↦→ 𝑦1.

Приклад 3.35. Позначимо полiноми алгебри 𝐶2 таким чином 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦) :=

𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦1, 𝑦2), тодi:

𝐶(1,0,1)(𝐴3) = −4 + 𝑢1𝑢3 ↦→ −4 + 𝑦21 = 𝐶(2,0)(𝑦) + 2𝑦2,

𝐶(0,1,1)(𝐴3) = −3𝑢1 + 𝑢2𝑢3 ↦→ −𝑦1 + 𝑦1𝑦2 = 𝐶(1,1)(𝑦) + 𝑦1.

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐴3 до полiномiв алгебри
𝐴1 × 𝐴1 =: 𝐴

(1)
1 × 𝐴

(2)
1 .

Pr =

⎛⎝1 0 1

1 2 1

⎞⎠ ,

𝐶(1,0,0)(𝐴3) ↦→ 𝐶1(𝐴
(1)
1 )𝐶1(𝐴

(2)
1 ),

𝐶(0,1,0)(𝐴3) ↦→ 𝐶0(𝐴
(1)
1 )𝐶2(𝐴

(2)
1 ) + 2𝐶0(𝐴

(1)
1 )𝐶0(𝐴

(2)
1 ),

𝐶(0,0,1)(𝐴3) ↦→ 𝐶1(𝐴
(1)
1 )𝐶1(𝐴

(2)
1 ).

Таким чином, змiннi при редукцiї пов’язанi спiввiдношеннями:

𝑢1 ↦→ 𝑦1𝑦2, 𝑢2 ↦→ 𝑦22, 𝑢3 ↦→ 𝑦1𝑦2.

Приклад 3.36. Полiноми Чебишева вiд рiзних змiнних 𝑇𝑚(𝑦𝑖),
𝑚 = 1, 2, . . . вiдповiдають рiзним групам Лi 𝐴(𝑖)

1 , 𝑖 = 1, 2,

𝐶(1,0,1) = −4 + 𝑢1𝑢3 ↦→ −4 + 𝑦21𝑦
2
2 = 𝑇2(𝑦1)𝑇2(𝑦2) + 2𝑇2(𝑦1) + 2𝑇2(𝑦2),

𝐶(0,1,1) = −3𝑢1 + 𝑢2𝑢3 ↦→ −3𝑦1𝑦2 + 𝑦1𝑦
3
2 = 𝑦1𝑇3(𝑦2).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐵3 до полiномiв алгебри 𝐴3.

Pr =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 1

1 1 0

0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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𝐶(1,0,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶(0,1,0)(𝐴3)+𝐶(1,0,1)(𝐴3),

𝐶(0,1,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶(1,1,1)(𝐴3) + 𝐶(0,1,2)(𝐴3),

𝐶(0,0,1)(𝐵3) ↦→ 𝐶(1,0,0)(𝐴3) + 𝐶(0,0,1)(𝐴3) + 𝐶(0,1,1)(𝐴3).

Замiна змiнних:

𝑢1 ↦→ 𝑦2 + 𝑦1𝑦3 − 4,

𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2𝑦3 + 𝑦2𝑦
2
3 − 3𝑦21 − 3𝑦23 − 2𝑦22 − 𝑦1𝑦3 + 4𝑦2 + 4,

𝑢3 ↦→ 𝑦2𝑦3 − 2𝑦1 + 𝑦3.

Приклад 3.37. 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑦) := 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) — це полiноми пiдалгеб-
ри 𝐴3.

𝐶(1,0,1)(𝐵3) = 𝑢1𝑢3−3𝑢3 ↦→

↦→ 𝑦1𝑦2𝑦
2
3−2𝑦21𝑦3+𝑦1𝑦23+𝑦22𝑦3−2𝑦1𝑦2−6𝑦2𝑦3+14𝑦1−7𝑦3 =

= 𝐶(1,1,2)(𝑦)+4𝐶(1,0,2)(𝑦)+𝐶(0,2,1)(𝑦)+2𝐶(2,0,1)(𝑦)−7𝐶(0,1,1)(𝑦)

+5𝐶(1,1,0)(𝑦)−9𝑦1+6𝑦3,

𝐶(2,0,0)(𝐵3) = 𝑢21−2𝑢2−6 ↦→

↦→ 𝑦21𝑦
2
3−2𝑦2𝑦23+6𝑦21+5𝑦22+6𝑦23−6𝑦1𝑦3−16𝑦2+2 =

= 𝐶(2,0,2)(𝑦)+2𝐶(2,1,0)(𝑦)+5𝐶(0,2,0)(𝑦)+6𝐶(2,0,0)(𝑦)+6𝐶(0,0,2)(𝑦)

+9𝐶(1,0,1)(𝑦)+8𝑦2+24.

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐵3 до полiномiв алгебри
3𝐴1 =: 𝐴

(1)
1 × 𝐴

(2)
1 × 𝐴

(3)
1 .

Pr =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 0

1 1 1

0 2 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐶(1,0,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶1(𝐴
1
1)𝐶1(𝐴

2
1)𝐶0(𝐴

3
1) + 𝐶0(𝐴

1
1)𝐶0(𝐴

2
1)𝐶2(𝐴

3
1),

𝐶(0,1,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶1(𝐴
1
1)𝐶1(𝐴

2
1)𝐶2(𝐴

3
1) + 𝐶0(𝐴

1
1)𝐶2(𝐴

2
1)𝐶0(𝐴

3
1)

+ 𝐶2(𝐴
1
1)𝐶0(𝐴

2
1)𝐶0(𝐴

3
1),



291

𝐶(0,0,1)(𝐵3) ↦→ 𝐶0(𝐴
1
1)𝐶1(𝐴

2
1)𝐶1(𝐴

3
1) + 𝐶1(𝐴

1
1)𝐶0(𝐴

2
1)𝐶1(𝐴

3
1).

Замiна, що редукує полiноми:

𝑢1 ↦→ 𝑦1𝑦2 + 𝑦23 − 2,

𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2(𝑦
2
3 − 2) + 𝑦21 + 𝑦22 − 4,

𝑢3 ↦→ 𝑦1𝑦3 + 𝑦2𝑦3.

Приклад 3.38. Рiзнi змiннi у полiномах Чебишева вiдповiдають випад-
кам рiзних пiдалгебр 𝐴1: 𝑇𝑚(𝑦𝑖), 𝑚 = 1, 2, . . . вiдповiдає 𝐴(𝑖)

1 , 𝑖 = 1, 2, 3,

𝐶(1,0,1)(𝐵3) = 𝑢1𝑢3−3𝑢3 ↦→

↦→ 𝑦21𝑦2𝑦3+𝑦1𝑦
2
2𝑦3+𝑦1𝑦

3
3+𝑦2𝑦

3
3−5𝑦1𝑦3−5𝑦2𝑦3 =

= 𝑦1𝑇3(𝑦3)+𝑦2𝑇3(𝑦3)+𝑇2(𝑦1)𝑦2𝑦3+𝑦1𝑇2(𝑦2)𝑦3,

𝐶(0,1,1)(𝐵3) = 𝑢2𝑢3−2𝑢1𝑢3+3𝑢3 ↦→

↦→ 𝑦21𝑦2𝑦
3
3+𝑦1𝑦

2
2𝑦

3
3−3𝑦21𝑦2𝑦3−3𝑦1𝑦22𝑦3+𝑦31𝑦3

+𝑦32𝑦3−2𝑦1𝑦33−2𝑦2𝑦33+3𝑦1𝑦3+3𝑦2𝑦3 =

= 𝑇2(𝑦1)𝑦2𝑇3(𝑦3)+𝑦1𝑇2(𝑦2)𝑇3(𝑦3)+𝑇3(𝑦1)𝑦3+𝑇3(𝑦2)𝑦3.

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐵3 до полiномiв алгебри 𝐺2.

Pr =

⎛⎝0 1 0

1 0 1

⎞⎠ ,

𝐶(1,0,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶(0,1)(𝐺2),

𝐶(0,1,0)(𝐵3) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐺2) + 𝐶(0,1)(𝐺2),

𝐶(0,0,1)(𝐵3) ↦→ 𝐶(0,1)(𝐺2) + 𝐶(0,0)(𝐺2).

Таким чином,

𝑢1 ↦→ 𝑦2, 𝑢2 ↦→ 𝑦1 + 𝑦2, 𝑢3 ↦→ 𝑦2 + 2.

Приклад 3.39. Позначимо полiноми алгебри 𝐺2 як

𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑦) := 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦1, 𝑦2),
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тодi

𝐶(1,0,1)(𝐵3) = 𝑢1𝑢3 − 3𝑢3 ↦→ 𝑦22 − 𝑦2 − 6 = 𝐶(0,2)(𝑦) + 2𝑦1 + 𝑦2,

𝐶(1,1,0)(𝐵3) = 𝑢21 − 2𝑢2 − 6 ↦→ 𝑦22 − 2𝑦1 − 2𝑦2 − 6 = 𝐶(0,2)(𝑦).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐶3 до полiномiв алгебри 𝐶2 × 𝐴1.

Pr =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 1

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐶(1,0,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐶2)𝐶0(𝐴1) + 𝐶(0,0)(𝐶2)𝐶1(𝐴1),

𝐶(0,1,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶(0,1)(𝐶2)𝐶0(𝐴1) + 𝐶(1,0)(𝐶2)𝐶1(𝐴1),

𝐶(0,0,1)(𝐶3) ↦→ 𝐶(0,1)(𝐶2)𝐶1(𝐴1).

У цьому випадку редукцiя полiномiв виконується замiною змiнних

𝑢1 ↦→ 𝑦1 + 𝑦3,

𝑢2 ↦→ 𝑦2 + 𝑦1𝑦3,

𝑢3 ↦→ 𝑦2𝑦3.

Приклад 3.40. Нехай 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑦) := 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦1, 𝑦2) — це полiноми пiдалгеб-
ри 𝐶2, а полiноми Чебишева 𝑇𝑚(𝑦3), 𝑚 = 1, 2, . . . вiдповiдають алгебрi
Лi 𝐴1,

𝐶(1,1,0)(𝐶3) = 𝑢1𝑢2−3𝑢3−4𝑢1 ↦→ 𝑦1𝑦2−3𝑦2𝑦3−4𝑦1 =

= 𝐶(1,1)(𝑦)−2𝑦1−3𝑦2𝑦3
𝐶(1,0,1)(𝐶3) = 𝑢1𝑢3−2𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2𝑦3+𝑦2𝑦

2
3−2𝑦1𝑦3−2𝑦2 =

= 𝐶(1,1)(𝑦)𝑦3+𝑦2𝑇2(𝑦3),

𝐶(2,0,0)(𝐶3) = 𝑢21−2𝑢2−6 ↦→ 𝑦21+𝑦
2
3−2𝑦2−6 = 𝐶(2,0)(𝑦)+𝑇2(𝑦3).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐶3 до полiномiв алгебри 𝐴2.

Pr =

⎛⎝1 1 2

0 1 0

⎞⎠ ,



293

𝐶(1,0,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶(1,0)(𝐴2) + 𝐶(0,1)(𝐴2),

𝐶(0,1,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶(1,1)(𝐴2) + 𝐶(1,0)(𝐴2) + 𝐶(0,1)(𝐴2),

𝐶(0,0,1)(𝐶3) ↦→ 𝐶(2,0)(𝐴2) + 𝐶(0,2)(𝐴2) + 𝐶(0,0)(𝐴2).

Замiна змiнних:

𝑢1 ↦→ 𝑦1 + 𝑦2,

𝑢2 ↦→ 𝑦1𝑦2 + 𝑦1 + 𝑦2 − 3,

𝑢3 ↦→ 𝑦21 + 𝑦22 − 2𝑦1 − 2𝑦2 + 2.

Приклад 3.41. In this case, 𝐶(𝑎,𝑏,𝑐)(𝑦) := 𝐶(𝑎,𝑏)(𝑦1, 𝑦2) are polynomials of
the subalgebra 𝐴2,

𝐶(1,0,1)(𝐶3) = 𝑢1𝑢3 − 2𝑢2 ↦→

↦→ 𝑦31 + 𝑦32 + 𝑦21𝑦2 + 𝑦1𝑦
2
2 − 2𝑦21 − 2𝑦22 − 6𝑦1𝑦2 + 6 =

= 𝐶(3,0)(𝑦) + 𝐶(0,3)(𝑦) + 𝐶(2,1)(𝑦) + 𝐶(1,2)(𝑦) + 𝑦1 + 𝑦2,

𝐶(2,0,0)(𝐶3) = 𝑢21 − 2𝑢2 − 6 ↦→

↦→ 𝑦21 + 𝑦22 − 2𝑦1 − 2𝑦2 = 𝐶(2,0)(𝑦) + 𝐶(0,2)(𝑦).

Редукцiя полiномiв алгебри 𝐶3 до полiномiв алгебри 𝐴1.

Pr =
(︁
5 8 9

)︁
,

𝐶(1,0,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶5(𝐴1) + 𝐶3(𝐴1) + 𝐶1(𝐴1),

𝐶(0,1,0)(𝐶3) ↦→ 𝐶8(𝐴1) + 𝐶6(𝐴1) + 2𝐶4(𝐴1) + 2𝐶2(𝐴1),

𝐶(0,0,1)(𝐶3) ↦→ 𝐶9(𝐴1) + 𝐶7(𝐴1) + 𝐶3(𝐴1) + 𝐶1(𝐴1).

Редукцiя полiномiв виконується замiною:

𝑢1 ↦→ 𝑦5 − 4𝑦3 + 3𝑦,

𝑢2 ↦→ 𝑦8 − 7𝑦6 + 16𝑦4 − 13𝑦2,

𝑢3 ↦→ 𝑦9 − 8𝑦7 + 20𝑦5 − 15𝑦3.

Приклад 3.42.

𝐶(1,1,0)(𝐶3) = 𝑢1𝑢2−3𝑢3−4𝑢1 ↦→
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↦→ 𝑦13−11𝑦11+44𝑦9−74𝑦7+36𝑦5+22𝑦3−12𝑦 =

= 𝑇13(𝑦)+2𝑇11(𝑦)+𝑇9(𝑦)+3𝑇7(𝑦)+2𝑇5(𝑦)−43𝑇3(𝑦)+128𝑦,

𝐶(1,0,1)(𝐶3) = 𝑢1𝑢3−2𝑢2 ↦→

↦→ 𝑦14−12𝑦12+55𝑦10−121𝑦8+134𝑦6−77𝑦4+26𝑦2 =

= 𝑇14(𝑦)+2𝑇12(𝑦)+2𝑇10(𝑦)+𝑇8(𝑦)+2𝑇6(𝑦)+𝑇4(𝑦)+𝑇2(𝑦)+2.

𝐶(2,0,0)(𝐶3) = 𝑢21−2𝑢2−6 ↦→

↦→ 𝑦10−12𝑦8+51𝑦6−90𝑦4+57𝑦−10 = 𝑇10(𝑦)−2𝑇8(𝑦)−4.
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Основнi результати та висновки

Основними результатами дисертацiйної роботи є наступнi:

• Використовуючи розмiрнiсть централiзатора похiдної алгебри Лi,
пiдалгебри та їх розмiрностi, сформульовано та доведено двi новi
необхiднi умови iснування контракцiй.

• У термiнах 𝑆-розширень переглянуто гiпотезу А. Зайцева про мож-
ливiсть граничної класифiкацiї розв’язних алгебр Лi. Для цього до-
слiджено 𝑆-розширення тривимiрних дiйсних алгебр Лi та показано,
що 𝑆-розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунi-
модулярнi алгебри Лi з унiмодулярних, проте при цьому порушується
вiдношення порядку на многовидi алгебр Лi фiксованої розмiрностi.

• Дослiджено контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi роз-
мiрностей п’ять та шiсть, для них встановлено достатнi перелiки не-
обхiдних умов та показано, що цi контракцiї можна реалiзувати за
допомогою контракцiй Iньоню–Вiгнера або узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера.

• Узагальнено алгебраїчний метод I. Широкова для побудови реалi-
зацiй алгебр Лi на випадок iнтранзитивної дiї локальної групи Лi.
Запропоновано спосiб зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних та ме-
тод побудови контракцiй реалiзацiй алгебр Лi.

• Знайдено реалiзацiї алгебр Пуанкаре p(1, 1) та p(1, 2) у просторах не
бiльше нiж трьох змiнних i побудовано деформацiї цих алгебр.

• Дослiджено алгебри Галiлея розмiрностей, не вищих за п’ять, побу-
довано їх нееквiвалентнi реалiзацiї та деформацiї.

• Для конформної алгебри Лi та двох алгебр де Сiттера побудовано
новi породжуючi реалiзацiї та отримано спiльну деформацiю алгебри
Пуанкаре до алгебр де Сiттера як обернену до контракцiй.
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• Знайдено повнi набори диференцiальних iнварiантiв для найменшої
алгебри Галiлея та її деформацiй, а також доведено теорему про нор-
мальну форму iнварiантної системи двох рiвнянь другого порядку.

• Вивчено множини перерiзiв та проєкцiй та запропоновано метод для
дискретного Фур’є-аналiзу майже перiодичних функцiй, пов’язаних
з квазiкристалами, цей метод протестовано на аперiодичних функцi-
ях квазiкристала Фiбоначчi. Розроблено та застосовано до растрових
зображень симетричний переставний метод шифрування, що базує-
ться на одновимiрних квазiкристалах.

• Дослiджено спецiальнi 𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiї, розроблено їх дискре-
тизацiю та доведено дискретну ортогональнiсть. Для функцiй, що
вiдповiдають напiвпростим алгебрам рангу три, побудовано явний
вигляд їх орбiт, стабiлiзаторiв, фундаментальних областей та опера-
тори другого порядку, для яких тривимiрнi 𝐶-функцiї та 𝑆-функцiї
— це вiдповiдно, розв’язки крайових задач Неймана та Дiрiхле.

• Розглянуто спецiальнi експоненцiйнi функцiї багатьох змiнних, за-
пропонованi А. Клiмиком та Ї. Патерою у виглядi визначникiв та
перманентiв, та показано, що вони еквiвалентнi орбiт-функцiям ал-
гебри 𝐴𝑛. Побудовано правила галуження орбiт групи Вейля простих
алгебр Лi 𝐴𝑛 за максимальними пiдгрупами.

• Виходячи з орбiт-функцiй побудовано ортогональнi полiноми бага-
тьох змiнних та показано, що вони еквiвалентнi вiдомим наборам ор-
тогональних полiномiв, а саме полiномам Чебишева, Якобi, Макдо-
нальда та Курнвiндера. Розглянуто три методи побудови полiномiв,
отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй i редукцiї для випадку
напiвпростих алгебр Лi рангiв два та три.
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vector fields, J. Nonlinear Math. Phys. 1 (1994) 295–308.

43. Futorny V., Klymchuk T., Petravchuk A., Sergeichuk V., Wildness of
the problems of classifying two-dimensional spaces of commuting linear
operators and certain Lie algebras, Linear Algebra Appl. 536 (2018)
201–209.



301

44. Gaponova O.V., Nesterenko M., Systems of second-order ODEs invariant
with respect to low-dimensional Lie algebras, Physics AUC. 16 (2006),
V.II, 238–256.

45. Gazeau J.P., Masakova Z., Pelantova E., Nested quasicrystalline discreti-
zations of the line, Physics and number theory 10 (2006) 79–131.

46. Gerstenhaber M., On the deformation of rings and algebras Ann. Math.
79 (1964) 59–103.

47. Goldreich O., Foundations of cryptography, Cambridge University Press,
2001.
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57. Hernádez Heredero R., Olver P.J. Classification of invariant wave equati-
ons, J. Math. Phys. 37 (1996), 6419–6438.

58. Hof A., On diffraction by aperiodic structures, Commun. Math. Phys.
169 (1995), 25–43.

59. Hrivnak J., Novotny P., Twisted cocycles of Lie algebras and correspondi-
ng invariant functions, Linear Algebra and its Applications 3 (2009),
1384–1403.

60. Humphreys J.E., Introduction to Lie algebras and representation theory,
New York, Springer, 1972.

61. Humphreys J.E., Reflection groups and Coxeter groups, Cambridge
Univ. Press, Cambridge, 1990.
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ncaré, similitude and conformal groups in two-dimensional space-time,
J. Math. Phys. 31 (1990), 1095–1105.

131. Rideau G., Winternitz P., Evolution equations invariant under two-
dimensional space-time Schrödinger group, J. Math. Phys. 34 (1993),
558–570.

132. Saletan E.J., Contraction of Lie groups, J. Math. Phys. 2 (1961), 1–21.

133. Seeley C., Degenerations of 6-dimensional nilpotent Lie algebras over C,
Arch. Math 56 (1990), 236–241.

134. Segal I.E., A class of operator algebras which are determined by groups,
Duke Math. J. 18 (1951), 221–265.

135. Schlottmann M., Generalized model sets and dynamical systems, Directi-
ons in mathematical quasicrystals, eds. M. Baake and R. Moody, CRM
monograph series, 13, 143–159, 2000.

136. Schneider E., Projectable Lie algebras of vector fields in 3D, J. Geom.
Phys. 132 (2018), 222–229.

137. Shirokov I.V. Construction of Lie algebras of first-order differential
operators. Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Fiz. 40 (1997), no. 6, 25–32.

138. Tresse A., Sur les invariants differentiels des groupes continus de
transformations, Acta Math. 18 (1894), 1–88.



309

139. Tresse A., Determination des invariants ponctuels de l’equation dif-
ferentielle du second ordre, 𝑦′′ = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑦′), S. Hirzel, Leiptzig, 1896.

140. Vaneeva O.O., Popovych R.O., Sophocleous C., Extended group analysis
of variable coefficient reaction–diffusion equations with exponential
nonlinearities, J. of Math. Anal. and Appl. 396(1) (2012) 225–242.

141. van Diejen J.F., Lapointe L., Morse J., Determinantal construction of
orthogonal polynomials associated with root systems, Compositio Math.
140, (2004), 255–273.

142. van Diejen J.F., Lapointe L., Morse J., Bernstein–Szego polynomials
associated with root systems, Bull. London Math. Soc. 39, (2007), 837–
847.

143. Vilenkin N.Ja., Klimyk A.U., Representations of Lie groups and special
functions: recent advances, Dordrecht, Kluwer, 1995.

144. Weyl H., Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen, Math.
Ann. 97 (1926), 473–498.

145. Wiener H., On the representation of functions by trigonometrical
integrals, Math. Zeitschr. 24 (1926), 575–616.

146. Yehorchenko I., Nonlinear representation of the Poincaré algebra and
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Додаток А

Нiльпотентнi алгебри Лi над полем C
та їх допустимi контракцiї

А.1. Розмiрнiсть п’ять

Нееквiвалентнi нiльпотентнi алгебр Лi розмiрностi п’ять над полем ком-
плексних чисел вичерпуються наступним перелiком ненульових комута-
цiйних спiввiдношень у деякому фiксованому базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5}

g5.6 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

g5.5 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5;

g5.4 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

g5.3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

g5.2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5;

g5.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒5;

g4 ⊕ g1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4;

g3 ⊕ 2g1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3.

5g1.

Явний вигляд матриць контракцiї наведено у таблицi А.1 у виглядi
добутку двох матриць 𝐼 та 𝑊 , де невироджена матриця 𝐼 є необхiдним
перетворенням iзоморфiзму, а матриця контракцiї задана своєю сигнату-
рою, тобто 𝑊 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5) = diag(𝜀𝛼1, 𝜀𝛼2, 𝜀𝛼3, 𝜀𝛼4, 𝜀𝛼5).

Назви колонок таблицi А.2 вказують початкову алгебру, а стовпцi —
результуючу. Числа в таблицi позначають необхiднi умови iснування кон-
тракцiї, якi не виконуються: 1-розмiрнiсть орбiти, 2-максимальна розмiр-



311

Контракцiя Матриця контракцiї

g5.6 → g5.5 𝑊 (0, 1, 1, 1, 1) 𝐼1 =

(︃
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

)︃
g5.6 → g5.4 𝑊 (1, 0, 1, 2, 1)

g5.6 → g5.3 𝑊 (1, 0, 1, 0, 1)

g5.6 → g5.2 𝐼2𝑊 (0, 1, 0, 1, 0)

g5.6 → g5.1 𝐼1𝑊 (1, 0, 1, 0, 1) 𝐼2 =

(︃
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

)︃
g5.6 → g4 ⊕ g1 𝑊 (0, 1, 1, 1, 0)

g5.6 → g3 ⊕ 2g1 𝑊 (1, 0, 1, 0, 0)

g5.5 → g5.2 𝐼2𝑊 (0, 1, 0, 1, 0)

g5.5 → g4 ⊕ g1 𝑊 (0, 1, 1, 1, 0) 𝐼3 =

(︃
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

)︃
g5.5 → g3 ⊕ 2g1 𝑊 (1, 0, 1, 0, 0)

g5.4 → g5.2 𝐼3𝑊 (0, 1, 0, 1, 0)

g5.4 → g4 ⊕ g1 𝑊 (0, 1, 1, 1, 0)

g5.4 → g3 ⊕ 2g1 𝑊 (1, 0, 1, 0, 0) 𝐼4 =

(︃
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

)︃
g5.3 → g5.2 𝐼2𝑊 (0, 1, 0, 1, 0)

g5.3 → g5.1 𝐼1𝑊 (1, 0, 1, 0, 1)

g5.3 → g4 ⊕ g1 𝐼5𝑊 (0, 0, 0, 0, 1)

g5.3 → g3 ⊕ 2g1 𝑊 (1, 0, 1, 0, 0) 𝐼5 =

(︃
0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0

)︃
g5.2 → g3 ⊕ 2g1 𝐼2𝑊 (0, 0, 0, 1, 0)

g5.1 → g3 ⊕ 2g1 𝐼6𝑊 (0, 0, 0, 1, 0)

g4 ⊕ g1 → g5.2 𝐼4𝑊 (0, 1, 0, 1, 0)

g4 ⊕ g1 → g3 ⊕ 2g1 𝑊 (1, 0, 1, 0, 0) 𝐼6 =

(︃
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

)︃
g*) → 5g1 𝑊 (1, 1, 1, 1, 1)

*) Будь-яка алгебра контрактує до абелевої.

Табл. А.1. Матрицi контракцiй п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем C.

нiсть абелевого iдеалу, 4-розмiрнiсть центру, 5-розмiрнiсть централiзато-
ра похiдної алгебри. Мiсця без позначок у таблицi означають, що кон-
тракцiя iснує.
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g0∖𝑔 g5.6 g5.5 g5.4 g5.3 g5.2 g5.1 g4⊕g1g3⊕2g1

g5.6 1 1 1 1 1 1 1

g5.5 1 1 1 1 1 1

g5.4 2 1 1 1 1 1

g5.3 2 1 1 1 1 1

g5.2 1 1 1

g5.1 2 4 4 1 1

g4⊕g1 5 5 1

g3⊕2g1

Табл. А.2. Допустимi контракцiї нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 5.

А.2. Розмiрнiсть шiсть

Наведемо перелiк нееквiвалентних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi
шiсть над полем комплексних чисел, вiдповiдно до класифiкацiї Магнi-
на [87]. Кожна з алгебр Лi задана ненульовими комутацiйними спiввiд-
ношеннями у базисi {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6}. У лiвому стовпчику вводимо
наскрiзну нумерацiю алгебр, для компактного запису у таблицях.

1 | 𝑔6.20 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

2 | 𝑔6.19 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

3 | 𝑔6.18 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

4 | 𝑔6.17 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

5 | 𝑔6.16 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6;

6 | 𝑔6.15 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;



313

7 | 𝑔6.14 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

8 | 𝑔6.13 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5,

[𝑒3, 𝑒4] = −𝑒6;

9 | 𝑔6.12 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6,

[𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

10 | 𝑔6.11 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

11 | 𝑔6.10 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒5] = 𝑒6;

12 | 𝑔6.9 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒6;

13 | 𝑔6.8 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

14 | 𝑔6.7 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = −𝑒6;

15 | 𝑔6.6 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5;

16 | 𝑔6.5 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒6;

17 | 𝑔6.4 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑒5;

18 | 𝑔6.3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

19 | 𝑔6.2 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒5] = 𝑒6, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒6;

20 | 𝑔6.1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒6, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒6;

21 | 𝑔5.6 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5,

[𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

22 | 𝑔5.5 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5;

23 | 𝑔5.4 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

24 | 𝑔5.3 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒4] = 𝑒5, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒5;

25 | 𝑔5.2 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒4, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒5;

26 | 𝑔5.1 ⊕ 𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒5, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑒5;

27 | 𝑔4 ⊕ 2𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒4;

28 | 𝑔3 ⊕ 𝑔3 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3, [𝑒4, 𝑒5] = 𝑒6;

29 | 𝑔3 ⊕ 3𝑔1 : [𝑒1, 𝑒2] = 𝑒3;

30 | 6𝑔1.
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У таблицях А.3, А.4 числа позначають номер необхiдної умови з ле-
ми 1.17, що суперечить iснуванню контракцiї для пари алгебр 𝑔 → 𝑔0.
Номери стовпчикiв позначають початкову алгебру, а номери рядкiв —
результуючу. Лiтера ‘c’ означає, що котнтакцiя iснує, а лiтера ‘i’ позна-
чає пару iдентичних алгебр Лi.
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𝑔0∖𝑔 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 c i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 c 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 c c c i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 c c c c i 3 1 3 1 1 1 1 1 1 1

6 c c 6 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 c c c c 1 c i 3 1 1 1 1 1 1 1

8 c c 6 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1

9 c c c 7 1 c 1 c i 1 1 1 1 1 1

10 c c c c 2 c 4 c c i 1 3 1 1 1

11 c c c c 2 c 4 c c 1 i c 1 1 1

12 c c c 6 1 c 1 c 1 1 1 i 1 1 1

13 c c c c 2 c c c c 5 3 3 i 1 1

14 c c c c 2 c c c c c c c c i 1

15 c c c c c c c c c c c c c c i

16 c c c c 2 c c c c 1 1 3 1 1 1

17 c c c c 2 c c c c c c c 1 1 1

18 c c c c 2 c c c c c c c c c 2

19 c c c c 2 c c c c c c c 4 1 1

20 c c c c 2 c c c c c c c c c 2

21 c c c c 2 c c c c 1 1 3 1 1 1

22 c c c c c c c c c c 3 3 1 1 1

23 c c c c 2 c c c c 5 3 3 c 5 2

24 c c c c 2 c c c c c c c c c 2

25 c c c c c c c c c c c c c c c

26 c c c c 2 c c c c c c c c c 2

27 c c c c c c c c c c c c c c c

28 c c c c 2 c c c c c c c 7 7 2

29 c c c c c c c c c c c c c c c

Табл. А.3. Допустимi контракцiї нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 6 (I).



316

𝑔0∖𝑔 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

13 c 1 1 1 1 c 1 1 1 1 1 1 1 1

14 c c 1 1 1 c 1 1 1 1 1 1 1 1

15 c c 1 3 1 c c 1 1 1 1 1 1 1

16 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

17 c i 1 1 1 7 1 1 1 1 1 1 1 1

18 c c i 3 3 c 2 c 3 1 1 2 3 1

19 4 4 1 i 1 4 2 1 1 1 1 1 1 1

20 c c 1 c i c 2 4 c 1 1 1 c 1

21 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1

22 3 1 1 1 1 c i 1 1 1 1 1 1 1

23 c 5 1 5 1 c 2 i 1 1 1 1 1 1

24 c c 1 c 1 c 2 4 i 1 1 1 1 1

25 c c c c c c c c c i 1 c c 1

26 c c 4 c c c 2 4 c 4 i 2 c 1

27 c c 1 c 1 c c c c 1 1 i 3 1

28 c c 1 c 1 7 2 4 7 1 1 1 i 1

29 c c c c c c c c c c c c c i

Табл. А.4. Допустимi контракцiї нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 6 (II).
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Додаток Б

Реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Галiлея

Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝐺} 𝑅h0 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2+𝑒𝑥4𝜕5,

𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4

{𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝐺} 𝑅h1.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1+𝑒𝑥3𝜕4,

𝐷 = 𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺} 𝑅h1.2 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2+𝜕4,

𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3−𝑥4𝜕4
{𝑀, 𝐺, 𝑃, 𝐷} 𝑅h1.3 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 1

2𝑥
2
2𝜕1+𝑥2𝜕3, 𝐺 = 𝜕2,

𝐷 = −𝑥2𝜕2+𝑥3𝜕3+𝜕4

{𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h1.4 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2,
𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4

{𝑀, 𝑇, 𝐺, 𝐷} 𝑅h1.5 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥3𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝑥3𝜕1+𝜕3,

𝐷 = 2𝑥2𝜕2−𝑥3𝜕3+𝜕4

{𝑃, 𝐺, 𝐷, 𝑇} 𝑅h1.6 : 𝑀 = −𝜕4, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1+
(︀
1
2𝑥

2
2+𝑒−2𝑥3

)︀
𝜕4,

𝐺 = 𝜕2+𝑥1𝜕4, 𝐷 = 𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑀,𝑃, 𝑇,𝐷} 𝑅h1.7 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2−𝑒3𝑥4𝜕3,

𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4

{𝐺, 𝑃, 𝐷, 𝑇} 𝑅h1.9 : 𝑀 = 𝜕4, 𝑃 = 𝜕2+𝑥1𝜕4, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+
(︀
1
2𝑥

2
1+𝑒−2𝑥3

)︀
𝜕4

𝐺 = 𝜕1, 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑃, 𝐺, 𝑇} 𝑅h2.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝐺 = 𝜕2,

𝐷 = 𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3

{𝑃, 𝐺, 𝐷} 𝑅h2.2 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h2.3 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1,
𝐷 = 𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝐷, 𝑇, 𝐺} 𝑅h2.4 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝑒−2𝑥1𝜕2, 𝐺 = 𝑒𝑥1𝜕3, 𝐷 = 𝜕1

Табл. Б.1. Реалiзацiї розширеної алгебри Галiлея AG2(1).
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Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝑀, 𝐺, 𝑃} 𝑅h2.5 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 1
2𝑥

2
2𝜕1+𝑥2𝜕3, 𝐺 = 𝜕2,

𝐷 = −𝑥2𝜕2+𝑥3𝜕3

{𝑀, 𝑃, 𝑇} 𝑅h2.6 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2,
𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3

{𝑀, 𝑇, 𝐺} 𝑅h2.7 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥3𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝑥3𝜕1+𝜕3,

𝐷 = 2𝑥2𝜕2−𝑥3𝜕3
{𝑀,𝐺,𝐷} 𝑅h2.8 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 = 1

2𝑥
2
2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = −𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝐺, 𝐷, 𝑇} 𝑅h2.9 : 𝑀 = −𝜕3, 𝑃 = −𝑥1𝜕3, 𝑇 =
(︀
−1

2𝑥
2
1+𝑒−2𝑥2

)︀
𝜕3, 𝐺 = 𝜕1,

𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝜕2

{𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h2.10 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑒3𝑥3𝜕2,

𝐷 = 𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑃,𝐺,𝐷} 𝑅h2.11 : 𝑀 = − 1
𝛼𝜕3, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1+

1
2𝛼𝑥

2
2𝜕3, 𝐺 = 𝜕2+

1
𝛼𝑥1𝜕3,

𝐷 = 𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑃, 𝑇, 𝐷} 𝑅h2.12 : 𝑀 = − 1
𝛼𝜕3, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1+ 1

𝛼𝑥1𝜕3,

𝐷 = 𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝑇, 𝐺, 𝐷} 𝑅h2.13 : 𝑀 = − 1
𝛼𝜕3, 𝑃 = − 1

𝛼𝑥2𝜕3, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2+
1
𝛼𝑥1𝑥2𝜕3,

𝐷 = 2𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2+𝜕3

{𝐺, 𝐷, 𝑇} 𝑅h2.14 : 𝑀 = 𝜕3, 𝑃 = 𝑥1𝜕3, 𝑇 =
(︀
1
2𝑥

2
1+𝑒−2𝑥2

)︀
𝜕3, 𝐺 = 𝜕1,

𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝜕2

{𝑃, 𝐺} 𝑅h3.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2
{𝑃, 𝑇} 𝑅h3.2 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 𝜕1, 𝑇 = 𝜕2, 𝐺 = −𝑥2𝜕1, 𝐷 = 𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2

{𝑇, 𝐺} 𝑅h3.3 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1−𝑥2𝜕2
{𝐷, 𝐺} 𝑅h3.4 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 𝑒𝑥1𝜕2, 𝐷 = 𝜕1

{𝐷, 𝑇} 𝑅h3.5 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝑒−2𝑥1𝜕2, 𝐺 = 0, 𝐷 = 𝜕1

{𝑀, 𝐺} 𝑅h3.6 : 𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1, 𝑇 = 1
2𝑥

2
2𝜕1, 𝐺 = 𝜕2, 𝐷 = −𝑥2𝜕2

{𝐷, 𝑇} 𝑅h3.7 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝑒−2𝑥1𝜕2, 𝐺 = −𝑒𝑥1𝜕2, 𝐷 = 𝜕1

{𝐺, 𝐷} 𝑅h3.8 : 𝑀 = − 1
𝛼𝜕2, 𝑃 = − 1

𝛼𝑥1𝜕2, 𝑇 = − 1
2𝛼𝑥

2
1𝜕2, 𝐺 = 𝜕1,

𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝜕2

{𝐺} 𝑅h4.1 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 𝜕1, 𝐷 = −𝑥1𝜕1
{𝑇} 𝑅h4.2 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 𝜕1, 𝐺 = 0, 𝐷 = 2𝑥1𝜕1

{𝐷} 𝑅h4.3 : 𝑀 = 0, 𝑃 = 0, 𝑇 = 0, 𝐺 = 0, 𝐷 = 𝜕1

Реалiзацiї розширеної алгебри Галiлея AG2(1) (продовження).
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Комплементарний
базис

Реалiзацiя

{𝐺, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝑆} 𝑅h0 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝑥23𝜕3+𝑥3𝜕4+𝑒2𝑥4𝜕5, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+𝜕3

{𝐺, 𝑃, 𝑆, 𝑇} 𝑅h1.1 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−2𝑥3𝜕3+2𝑥4𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+𝑥23𝜕3+(1−2𝑥3𝑥4)𝜕4
{𝐺, 𝑃, 𝑆, 𝐷} 𝑅h1.2 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+𝑥23𝜕3−𝑥3𝜕4
{𝑆, 𝐷, 𝐺, 𝑇} 𝑅h1.3 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 𝑒𝑥2𝜕3, 𝑃 = 𝑥1𝑒

𝑥2𝜕3,

𝑆 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥21𝜕1−𝑥1𝜕2+𝑒−2𝑥2𝜕4

{𝐺, 𝑃, 𝑆, 𝐷} 𝑅h1.4 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+
(︀
𝑥23−𝑒−4𝑥4

)︀
𝜕3−𝑥3𝜕4

{𝐺, 𝑃, 𝑆, 𝐷} 𝑅h1.5 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = −𝑒−3𝑥4𝜕1+𝑥1𝜕2+𝑥23𝜕3−𝑥3𝜕4
{𝐺, 𝑃, 𝑆} 𝑅h2.1 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2−2𝑥3𝜕3, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝜕3, 𝑇 = 𝑥23𝜕3+𝑥1𝜕2

{𝐺, 𝑆, 𝑇} 𝑅h2.2 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1−2𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1,

𝑆 = 𝜕2, 𝑇 = 𝑥1𝑥2𝜕1+𝑥22𝜕2+(1−2𝑥2𝑥3)𝜕3
{𝑆, 𝐷, 𝐺} 𝑅h2.3 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 𝑒𝑥2𝜕3, 𝑃 = 𝑥1𝑒

𝑥2𝜕3,

𝑆 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥21𝜕1−𝑥1𝜕2
{𝑇, 𝐷, 𝑆} 𝑅h2.4 : 𝐷 = 2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 0, 𝑃 = 0,

𝑆 = 𝑥21𝜕1+𝑥1𝜕2+𝑒2𝑥2𝜕3, 𝑇 = 𝜕1

{𝑆, 𝐷, 𝐺} 𝑅h2.5 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 𝑒𝑥2𝜕3, 𝑃 = 𝑥1𝑒
𝑥2𝜕3,

𝑆 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥21𝜕1−𝑥1𝜕2−𝑒−2𝑥2𝜕3

{𝑆, 𝐷, 𝐺} 𝑅h2.6 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 𝑒𝑥2𝜕3, 𝑃 = 𝑥1𝑒
𝑥2𝜕3,

𝑆 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥21𝜕1−𝑥1𝜕2+𝑒−2𝑥2𝜕3

{𝐺, 𝑃} 𝑅h3.1 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1, 𝑇 = 𝑥1𝜕2

{𝐺, 𝑆} 𝑅h3.2 : 𝐷 = −𝑥1𝜕1−2𝑥2𝜕2, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝑥2𝜕1,

𝑆 = 𝜕2, 𝑇 = 𝑥1𝑥2𝜕1+𝑥22𝜕2

{𝑆, 𝑇} 𝑅h3.3 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+2𝑥2𝜕2, 𝐺 = 0, 𝑃 = 0, 𝑆 = 𝜕1,

𝑇 = 𝑥21𝜕1+(1−2𝑥1𝑥2)𝜕2
{𝑆, 𝐷} 𝑅h3.4 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 0, 𝑃 = 0, 𝑆 = 𝜕1,

𝑇 = 𝑥21𝜕1−𝑥1𝜕2
{𝑆, 𝐷} 𝑅h3.5 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1+𝜕2, 𝐺 = 0, 𝑃 = 0, 𝑆 = 𝜕1,

𝑇 =
(︀
𝑥21−𝑒−4𝑥2

)︀
𝜕1−𝑥1𝜕2

{𝑆} 𝑅h4.1 : 𝐷 = −2𝑥1𝜕1, 𝐺 = 0, 𝑃 = 0, 𝑆 = 𝜕1, 𝑇 = 𝑥21𝜕1

Табл. Б.2. Реалiзацiї редукованої спецiальної алгебри Галiлея AG3(1).
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