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I. Базельська проблема

1
1
+
1
22

+
1
32

+
1
42

+
1
52

+ . . . ≈ 1.64493406684 . . .

Якщо комусь вдасться знайти те, що досi не пiддавалося
нашим зусиллям, i якщо вiн повiдомить це нам, то ми будемо
йому дуже зобов’язанi. — Якоб Бернуллi “Арифметичнi
пропозицiї про нескiнченнi ряди”, 1689

Леонард Ейлер 1735
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Числа Бернуллi
∞∑
n=1

1
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(2k)!
π2k Л. Ейлер
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... якi зустрiчаються майже всюди. Наприклад:
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zm генеруюча функцiя
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Числа Бернуллi i єднiсть математики

Summae Potestatum Ескiз єдностi Математики
Jacob Bernoulli, XVII ст Barry Mazur, 2008
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Одне з доведень формули Ейлера

f (z) =
1

zk(ez − 1)
, k ≥ 2

z
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Bn

n!
zn ⇒

Resz=0f (z)dz =
Bk

k!

n 6= 0 : Resz=2πinf (z)dz =
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(2πin)k∫
Γm

f (z)dz = O(m1−k),m→∞ ⇒ Bk

k!
+
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∑
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1
nk
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k ≥ 2 непарне: Bk = 0, парне:
∞∑
n=1

1
nk

= −(2πi)k · Bk

2 · k!
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Дзета функцiя Рiмана в цiлих точках

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
, Re(s) > 1

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, . . . ζ(2k) = (−1)k+1B2k2

2k−1

(2k)!
π2k

ζ(3) = 1.2020569031595942853997381615114499908 . . .

ζ(5) = 1.0369277551433699263313654864570341681 . . .

Теорема (Roger Apéry, 1979) ζ(3) 6∈ Q

Tеорема (Wadim Zudilin, 2001) Серед чисел
ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) хоча б одне є iррацiональним.

Гiпотеза Числа π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . є алгебраїчно
незалежними над Q.
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II. Числовi поля та дзета функцiї Дедекiнда
Числове поле це скiнченне розширення F ⊃ Q, dimQ(F ) = n.
Кожне таке поле має вигляд

F ∼=
Q[x ]

{f (x) = 0}
де f ∈ Q[x ] степеня n, нерозкладний

i має n рiзних вкладень у поле комплексних чисел:

σi : F ↪−→ C, x 7→ ξi

де ξ1, . . . , ξn ∈ C коренi f (x)

σi (F ) = Q(ξi ) = {a0 + a1ξi + . . .+ an−1ξ
n−1
i : aj ∈ Q} ⊂ C

n = r + 2s

ξ1, . . . , ξr ∈ R, ξr+1, ξr+1, . . . , ξr+s , ξr+s ∈ C
дiйснi вкладення пари спряжених комплексних

Приклад Q( 3
√
2): F = Q[x ]/{x3 = 2} має r = 1 та s = 1:

ξ1 = 1.25992104 . . . ξ2,3 = −0.62996052 . . .± i · 1.09112363 . . .
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Алгебраїчнi цiлi числа
F ⊃ Q, dimQ(F ) = n
Елемент α ∈ F називається цiлим якщо його мiнiмальне
нормоване рiвняння має коефiцiєнти в Z:

αm + c1α
m−1 + . . .+ cm = 0, c1, . . . , cm ∈ Z.

OF = { цiлi елементи F} є кiльцем.

Приклад: F = Q(i), OF = {Z+ Zi}
F = Q(

√
5), OF = {Z+ Z1+

√
5
2 }

Твердження OF є вiльним Z-модулем рангу n.

OF = Zα1 + . . .+ Zαn

dF = det(σi (αj))
2 ∈ Z називається дискримiнантом поля F

Нп. dQ(
√
5) = det

(
1 1
1+
√
5

2
1−
√
5

2

)2
= 5
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Неоднозначнiсть факторизацiї у кiльцях цiлих

F = Q(
√
−5) OF = Z+ Z

√
−5

O×F = {α ∈ OF : 1/α ∈ OF} = {±1}

21 = 3 · 7 = (1+ 2
√
−5)(1− 2

√
−5)

Теорема (Heilbronn-Linfoot 1934, Heegner 1952, Baker-Stark 1967)
Єдиними уявними квадратичними полями F = Q(

√
m), m < 0

вiльне вiд квадратiв, у яких OF є областю однозначної
факторизацiї є випадки
m = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

Гiпотеза Серед дiйсних квадратичних полiв (m > 0) iснує
нескiнченно багато таких, де факторизацiя є однозначною у
кiльцi цiлих.
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Однозначнiсть факторизацiї та “iдеальнi числа”

F = Q(
√
−5) OF = Z+ Z

√
−5

21 = 3 · 7 = (1+ 2
√
−5)(1− 2

√
−5)

Едуард Куммер (1810-1893): вкласти OF у бiльшу множину
“iдеальних чисел” де

3 = p1p2, 7 = p3p4, 1+ 2
√
−5 = p1p3, 1− 2

√
−5 = p2p4.

Рiчард Дедекiнд (1831-1916): такою множиною можуть бути
iдеали кiльця OF !

Пiдмножина кiльця I ⊆ R називається iдеалом якщо
I (I ,+) є адитивною пiдгрупою (R,+)

I r ∈ R, x ∈ I ⇒ rx ∈ I

Приклад: I = Rr1 + . . .+ Rrm = 〈r1, . . . , rm〉 iдеал породжений
елементами r1, . . . , rm. Iдеали 〈r〉 називаються головними.
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Однозначнiсть факторизацiї iдеалiв за Дедекiндом

a, b ⊆ OF iдеали
a · b = {x1y1 + . . .+ xmym : m ≥ 1, xi ∈ a, yj ∈ b}
p ⊂ OK простий якщо x · y ∈ p⇒ x ∈ p або y ∈ p

Теорема Кожен ненульовий iдеал a ⊂ OF однозначно
розкладається у добуток простих iдеалiв a = pe11 · · · pemm .

a ∼ b якщо ∃x , y ∈ OF : 〈x〉a = 〈y〉b
ClF = { iдеали OF}/ ∼ група класiв iдеалiв

Теорема #ClF <∞

Теорема Наступнi твердження є еквiвалентними:
I OF є областю однозначної факторизацiї
I кожен iдеал у OF є головним
I #ClF = 1
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“Геометрiя чисел” Мiнковського
Герман Мiнковський (1864-1909)

F → M ⊂ Cn

α 7→ (σ1(α), . . . , σn(α))

M ∼= Rn нерухомi точки iнволюцiї
(z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , z r , z r+2, z r+1, . . . , z r+2s , z r+2s−1)

Твердження Образ кiльця цiлих OF це решiтка в M ∼= Rn

ко-об’єму dF 6= 0.

Твердження Iдеали {0} 6= a ⊆ OF є вiльними Z-модулями
ранга n.

Образом a в просторi Мiнковського M є решiтка ко-об’єму
dF ·#(OF/a). Число N(a) = #(OF/a) називається нормою
iдеала a.
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Дзета функцiя Дедекiнда

F числове поле

ζF (s) =
∑

{0}6=a⊆OF

1
N(a)s

, Re(s) > 1

=
∞∑

m=1

Cm

ms
Cm = #{a : N(a) = m}

Приклад: F = Q
iдеали в OF = Z це 〈m〉 = mZ, m ≥ 0

ζQ(s) =
∞∑

m=1

1
ms

= ζ(s) дзета функцiя Рiмана
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Лишок в s = 1

lim
s→1

(s − 1)ζ(s) = 1

ζF (s) =
∑

{0}6=a⊆Ok

1
N(a)s

, Re(s) > 1

Теорема (аналiтична формула для числа класiв)

lim
s→1

(s − 1)ζF (s) =
2r · (2π)s ·#ClF · RegF

wF ·
√
|dF |

де r + 2s = n = degQ F ,
wF це кiлькiсть коренiв з одиницi в F ,
RegF це регулятор поля (зараз пояснимо що це!)
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Теорема Дiрiхле про оборотнi елементи

O×F = {α ∈ OF : 1/α ∈ OF} група оборотних елементiв

Приклади: F = Q(i), OF = Z+ Zi , O×F = {±1,±i}

F = Q(
√
2), OF = Z+ Z

√
2

ε = 1+
√
2

1
ε
=

1

1+
√
2
=

1−
√
2

(1+
√
2)(1−

√
2)

= −1+
√
2

ε2 = 3+ 2
√
2, ε3 = 7+ 5

√
2, . . .

O×F = {±εm;m ∈ Z}

Теорема O×F = (O×F )
tors × Zr+s−1

(O×F )
tors це коренi з одиницi в F , wF = #(O×F )

tors
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Теорема Дiрiхле та “геометрiя чисел”

λ :F× = F \ {0} → Rr+s

α 7→ (log |σ1(α)|, . . . , log |σr (α)|, 2 log |σr+1(α)|, . . . , 2 log |σr+s(α)|)
λ(α · β) = λ(α) + λ(β)

Теорема Образ мультиплiкативної групи оборотних елементiв
λ(O×F ) це ко-компактна решiтка у пiдпросторi1

V = {(x1, . . . , xr+s) ∈ Rr+s : x1 + . . .+ xr+s = 0} ∼= Rr+s−1.

Ко-об’єм решiтки λ(OF ) в V називається регулятором RegF
поля F .
Приклад: для F = Q(

√
2) маємо O×F = {±(1+

√
2)Z} та

RegF = log(1+
√
2).

1Для елементiв α ∈ O×
K виконується

∏n
i=1 σi (α) = ±1.
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III. Дзета функцiя Дедекiнда в цiлих точках

lim
s→1

(s − 1)ζF (s) =
2r · (2π)s ·#ClF · RegF

wF ·
√
|dF |

Теорема (Armand Borel, 1977) Для цiлих m ≥ 2

ζF (m) ∈ Q× ·
πmn±Regm,F√

|dF |

де n+ = r + s, n− = s та ±1 = (−1)m.

Тут Regm,F це регулятор в K -теорiї кiльця OF , пов’язаний з
групою K2m−1(OF ). Борель показав, що

dimQ(K`(OF )⊗Z Q) =

{
0, ` ≥ 2 парне
n∓, ` = 2m − 1 > 1,±1 = (−1)m.

За означенням вищi регулятори Regm,F це ко-об’єми деяких
решiток у просторах ∼= Rn± .
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Явний опис вищих регуляторiв: гiпотеза Заґiра

− log(1− z) =
∞∑
n=1

zn

n

Lik(z) =
∞∑
n=1

zn

nk
kй полiлогарифм, k ≥ 1

Гiпотеза(приблизно)2: Regm,F є Q-лiнiйною комбiнацiєю
добуткiв n∓ значень функцiй полiлогарифмiв вiд аргументiв в
полi K .
Наприклад,

ζQ(
√
−7)(2) =

4π2

21
√
7

(
2 · D

(
1+
√
−7
2

)
+D

(
−1+
√
−7

4

))
де

D(z) = Im (Li2(z) + log |z | log(1− z))

2Don Zagier, Polylogarithms, Dedekind zeta functions and the algebraic
K-theory of fields (1991)
Herbert Gangl, Don Zagier, Classical and elliptic polylogarithms and special
values of L-series (2000) 18 / 20



Явний опис вищих регуляторiв: гiпотеза Заґiра
Гiпотеза говорить, що подiбно до функцiї log |z | у вiдображеннi

λ(α) = (log |σ1(α)|, log |σ2(α)|, . . .)

в конструкцiї регулятора RegF , вищi регулятори Regm,F можуть
бути сконструйованi за допомогою функцiй

Dm(z) = Im±

(
m−1∑
k=0

2kBk

k!
logk |z | · Lim−k(z)

)

де Im± означає уявну частину Im або дiйсну частину Re коли m
парне або непарне вiдповiдно.

Якщо комусь вдасться знайти те, що досi не пiддавалося
нашим зусиллям, i якщо вiн повiдомить це нам, то ми будемо
йому дуже зобов’язанi. — Якоб Бернуллi “Арифметичнi
пропозицiї про нескiнченнi ряди”, 1689
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Дякую!
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