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Krzywe drugiego stopnia
as + CnxY + AozY + GoK+9oY +900=0
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Na kreywych drugiego stopnia deiala
ta sama zasada co na okrage :
jezeli many jeden punkt wymierny ,
to dostaniemy wszystkie inne

rysujac proste o wymiernym pochyle-
nin prez ten pieruszy punkt .
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Podsumujemy :
- na linii prostej o wymiernych
~spoczynnikach zawsze many
nieskonczenie Wiele punktow
wymiernych 90x + Go Y

+ Goo
= 0

- na wymierne; krzywe; drugiego
I

stopnia moze nie byC
punktow wymiernych / ale

-jezeli sa ,

L jest ich
zawshe nieskonczenie wiele

AzoC+ ApxY + doz Y + AnoC+doxY +900 = 0
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Krzywe trzeciego stopnia
d. x2 + AnCCYY+AzTY"+ don Y3 + GeoT+ AnPY
+ dozY + GoK +

donY
+ 900 = 0

-mdee lab Gos FO
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krzywych chilstycznych
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wielokrotnych



Twierdzenie

(Barry Mazur 1978)
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Punkty wymierne no krzywych
eliptycznych

y2= x3 - 4x + 1 ILinia prosta przez
dwa punkty wymierne
nie symetryczne wedlug
osi poziome;

przecina erzywa w

trzecim punkie . ·2 Worow Viete'a

wynika he ten
nowy

punkt jest wymierny .



Punkty wymierne na krzywych
eliptycznych
Np .

y2= x3 - 4x + 1

y
= zx + 1

(2x + 1) = x- 4x + 1

x - 9x2 - 7x = 0

10
,
1) (4 ,

7) 3) - 2 - ) -x(x - 4)(x + E) = 0
.

↓

&

↓b



Punkty wymierne no krzywych
eliptycznych

Dla Kaidego y2= x3 - 4x + 1
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Wielkie Twierdzenie Fermata

(Andrew Wiles 1995)

Dla n> 3 na krzywe;

x" + y" = 1

nie ma punktow wymiernych
o niezerowych wsprzednych .
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"Niewidzialne dainry"



"Niewidzialne dzinry"
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"Niewidzialne dainry"
jest slado wyobrazalne

y = x3 - 4x + 1 als
...

zbir punktow zespolonych
tej krzywej moina

22dokleis" jednym punktem
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"Niewidzialne dainry"
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paczkn zespolonych

⑦ punktw krzywej
nazywa sit jej

genusem



Twierdzenie (Gerd Faltings 1983)

Krzywa genus wiskszego od 1

ma skonzong ilos's punktow
wymiernych . Als jab je policy
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Rozwigzania w resztach
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Twierdzenie (Claude Chabanty 1941

Robert Coleman 1985)
Dla Krzywej genus g2
i kazde ; liczby pierwszej >29
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ilos's punktow ilos'

wymiernych na < (2g
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krzywej wresztach
od daielenia
przez P



Twierdzenie (Claude Chabanty 1941

Robert Coleman 1985)
Dla wymierne; krywej genusu >2

*

i Kazdej liczby pierwszej >29
many

ilos's punktow ilos'

wymiernychna < (2g-2) + rozwigzah
krzywej wresztach

od daielenia
-- -

* Uwagai krzywa w tym twierdzeniu ma
I przez P

spetnia's warnnek tec Cranga je)
Jakobiance ma sys - ghnice t licz ba p ma by's take,ze krzywa ma "dobra reduke" ,

so wyklucza skonczonyzbior liczt pierwszych . Matematycy nieja sprandza's to
.



To trudue Twierdzenie = +
S

pomoglo japonczykom Hirokawie :

Matsumurze rozwigzac nastepujacy
problem :

Hle istnieje par trojkstow
· bokach wymiermych takich
ze

· jeden trijkat jest prosto-
Kathy a drugi rownoramienny

· maja towne obwo dy

?

· maja rowne pola
A t



Odpowiedz (Yoshinosuke Hirakawa
Hideki Matsumura 2018)

Z dokladnoscie
do podobienstra istnieje jedyna take
para trojkstw
I

Pole= 15 52

132 : 360
=

-

- 23760

352it y 08w8d = 135 + 352+ 377

= 132 + 2 - 366

= 864

↳ is



Obliczenia Hirakawy: Matsumary
moina prerytac wich artykulie
A unique pair of triangles"
Journal of Number Theory 194(2019)
297-302

albo na

https : //arxiv
. org/abs/1809 .

09936



Dziekjg za uwage !



Bonus
:
skic dowodu Hirakawy- Matsumary

· Kazdy trojket prostokethy o wymier -

nych Sokach jest podobry
do trojksta da nicktrego

1+n2)1- wymiernego
0 <u < 1

· poszukiwana para moina opisac jak

kxxy/R - x2)
oran it tth estee2kX

da nicktorych mymiernych ariant I
k > 0

, 0xU ,
X < 1



Pokaimy obliczenia dla variante I

(1 + x)2k = 4 El rowne obwody
E k2x(1 - x2) = 2u(1 - 42) =) rowne pola

x = E-1 podstawiamy w drugie rownanie

k2( - 1)(1 - (2 - 1)2) = 2u(1 - u2)
to juz
~Krugwa

(2 - k)(k
2
- 4 + 4x - x)) = 2kn(1 - n2) L plastnas

2(2 - k)(k - 1) = ku(1 - n2) wie

se Any

pilch
2k2 - (n2- n + 6)k + n =

0 Wi
-
popatremy na to jak no rownanie stopnia 2
ala · de wynierneJe2 ma one

rozuaiania to dyskryminant jestatead-



=> Istieje wymierna licbas take is

S = (n3- n+ 6) - 32k
To krzyna ma genes 2

i spelnia warunki Twierdzenia
- Chaban - Colemana

.3 sty8 W

⑧

Many rozwigian wresz-

-

d inclenia priez
5
,

tack C de

datego
ilos's punktow

=

- wymiernych
2 . 2-2 + 6 = 8

I pomoca komputera autorcy
artyknen znalazli 8 punktow wymierrsch
(n , s) = 10 ,

=2)(1 ,
=2)(- 1 , = 2) (5) =277(--

216

* nie zwracamy In umagi no "punkty no nieskonconsci" . .



Pierwsse 3 pary wie maj OcUL1

idlatigo me odporiada; trojkgtom .

2 ostate ; pary dostaniemy punkty
(x ,

x
, n) = ( =15) : (E)

ktore daja ta Sama pare trojkatom
sprosze sprawdric ! (

Postepowanie dla variantu I

jest podobre i wie daje iadnych
nowych par trojkatw .


