
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§12. Розв’язки рiвнянь над скiнченними полями

1. Доведiть, що для m ≥ 2 сума всiх коренiв з 1 степеня m дорiвнює 0:

m−1∑
k=0

exp

(
2πik

m

)
= 0.

2. Опишiть всi розширення Fps поля Fp такi, що слiд Tr : Fps → Fp є
нульовим на Fp, тобто Tr(x) = 0 для всiх x ∈ Fp.

3. Доведiть, що для x ∈ Fps виконується Tr(x) = 0 т.т.т.к. x = y− yp для
деякого y ∈ Fps .

4. Позначимо ζp = exp
(

2πi
p

)
Доведiть наступнi властивостi функцiї

λ : Fps → C×

заданої як λ(x) = ζ
Tr(x)
p :

i) λ(x+ y) = λ(x)λ(y);

ii) ∃z ∈ Fps таке що λ(z) 6= 1;

iii)
∑
x∈Fps

λ(x) = 0.

5. Доведiть, що для сум Гаусса та Якобi над Fps виконується

i) g(ε) = 0 та |g(χ)| = ps/2 коли χ 6= ε;

ii) g(χ)g(χ−1) = χ(−1)ps.
iii) J(ε, ε) = ps та J(ε, χ) = 0 коли χ 6= ε;

iv) J(χ, χ−1) = −χ(−1) коли χ 6= ε;

v) J(χ, ψ) = g(χ)g(ψ)
g(χψ) коли χ, ψ, χψ 6= ε;

vi) J(χ−1, ψ−1) = ps/J(χ, ψ) коли χ, ψ, χψ 6= ε.

6. Напишiть дзета функцiю алгебраїчного многовида X = {x3 + y3 = 1}
над Fp у випадку коли p ≡ 1( mod 3).


