
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§10. Формула обернення Мебiуса

§11. Скiнченнi поля

1. Для цiлого додатного числа n розгляньте множину дробiв { 1n , . . . ,
n−1
n }

записаних у нескоротнiй формi. Зауважимо, що їхнi знаменники є
дiльниками d|n i маємо{

1

n
, . . . ,

n− 1

n

}
= ∪
d|n

{a
d
: 1 ≤ a ≤ d, (a, d) = 1

}
.

Зокрема, функцiя Ейлера φ(n) = #{1 ≤ a ≤ n : (a, n) = 1} задоволь-
няє рiвностi n =

∑
d|n φ(d). Застосуйте формулу обернення Мебiуса

щоби обчислити вираз φ(n) якщо n = pe11 . . . pemm є розкладом n на
простi множники.

2. Позначимо N = Z≥1. Функцiю f : N→ C назвемо мультиплiкативною
якщо з (m,n) = 1 випливає f(mn) = f(n)f(n).

i) Якщо f(n) є мультиплiкативною функцiєю, покажiть що g(n) =∑
d|n f(d) також буде мультиплiкативною.

ii) Покажiть, що функцiя Мебiуса µ(n) є мультиплiкативною. Ско-
ристайтеся (i) щоби показати, що функцiя Ейлера є мультиплi-
кативною. (На лекцiях ми вивели цей факт з Китайської теореми
про лишки.)

3. i) Нехай K це будь-яке поле. Для цiлих чисел 1 ≤ ` ≤ m покажiть,
що в K[x] многочлен x`− 1 дiлить многочлен xm− 1 тодi i тiльки
тодi коли `|m.

ii) Нехай a > 1 є цiлим числом. Для цiлих чисел 1 ≤ ` ≤ m покажiть,
що a` − 1 дiлить am − 1 тодi i тiльки тодi коли `|m.

4. Нехай F це поле з pn елементами. Для α ∈ F покажiть, що многочлен
fα(x) = (x− α)(x− αp)(x− αp2) · · · (x− αpn−1

) ∈ F [x] має коефiцiєнти
в Fp ⊂ F . Зокрема, слiд Tr(α) = α + αp + αp

2

+ . . . + αp
n−1

та норма
N(α) = α · αp · αp2 · . . . · αpn−1

є елементами Fp.

5. Нехай позначення будуть як у попереднiй вправi. Покажiть, що слiд

Tr : F → Fp

є Fp-лiнiйним ненульовим функцiоналом, тобто:

i) Tr(α+ β) = Tr(α) + Tr(β) для всiх α, β ∈ F ,
ii) Tr(aα) = aTr(α) для всiх a ∈ Fp, α ∈ F ,
iii) iснує α ∈ F таке що Tr(α) 6= 0.

Зауважте, що коли f ∈ Fp[x] є таким многочленом, що f(α) = 0, тодi
f(αp

d

) = 0 для всiх d ≥ 1. Коли f(x) незвiдний i нормований, то степенi
αp

i

, i = 0, . . . ,deg(f)−1 будуть в точностi всiма коренями f i маємо fα(x) =
f(x)n/deg(f). Це показує аналогiю мiж слiдом та нормою для алгебраїчних
чисел. Порявняйте вправи 4 та 5 вiдповiдно з вправами 3 та 4 завдання 4
(до §5).


