
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§19. Функцiональне рiвняння, нулi ζ(s) та гiпотеза Рiмана.

§20. Зв’язок мiж розподiлом простих чисел та нулями дзета функцiї Рiмана.

1. Доведiть, що для будь-якого c ∈ R виконується∫ +∞+ic

−∞+ic

e−x
2

dx =
√
π.

2.* Покажiть, що ζ(1 + it) 6= 0 для будь-якого t ∈ R.

3. Нехай π(x) = #{p просте : p ≤ x} це рахуюча функцiя простих чисел. Доведiть,
що твердження Теореми про розподiл простих чисел

lim
x→+∞

π(x)

x/ log(x)
= 1

еквiвалентне тому, що limx→+∞ ψ(x)/x = 1 для функцiї Чебишева

ψ(x) =
∑
p≤x

⌊ log(x)
log(p)

⌋
log(p).

4. Нехай g(s) це мероморфна функцiя в околi точки s0 яка не дорiвнює нулю то-
тожньо. Нехай M ∈ Z це порядок занулення g(s) в s0, тобто таке число, що ряд
Лорана для g(s) в s0 починається в степенi M , тобто

g(s) =
∑

m≥M

cm(s− s0)m, cM 6= 0.

Покажiть, що

Ress=s0

(
g′(s)

g(s)

)
=M.

5.* Покажiть, що ζ ′(0) = − log(2π)/2 скориставшись функцiональним рiвнянням для
ζ(s).


