
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§18. Дзета-функцiя Рiмана, її аналiтичне продовження та значення у вiд’ємних цiлих

точках

1. Доведiть, що для Re(s) > 1 виконується

ζ(s) =
∏
p

1

1− p−s
.

Зокрема покажiть, що добуток у правiй частинi є збiжним. Ця формула називає-
ться добутком Ейлера для дзета-функцiї.

2. Доведiть наступну теорему Ейлера: для парних k ≥ 2 виконується

ζ(k) = − (2πi)k ·Bk

2 · k!
,

де i ∈ C це уявна одиниця (i2 = −1) i Bk це k-те число Бернуллi. Для цього
розгляньте мероморфну функцiю f(z) = 1

zk(ez−1)
, знайдiть її полюси та обчислiть

лишки. Покажiть, що iнтеграл f(z)dz по квадратному контуру з центром в 0 та
стороною π(2m + 1) прямує до 0 коли m → ∞, та зробiть висновок що сума всiх
лишкiв дорiвнює 0.
Зауваження. З формули Ейлера зокрема випливає, що ζ(k) ∈ Qπk для парних
k ≥ 2. Наприклад, ζ(2) = π2/6, ζ(4) = π4/90. Описана тут процедура також
працює для непарних k > 1. Який висновок вона дає?

3. На лекцiї ми показали, що для цiлих k ≥ 2 маємо ζ(1 − k) = −Bk

k . Зафiксуємо
непарне просте число p i розглянемо

ζ∗(s) = (1− p−s)ζ(s).

Це “пiдравлена” дзета-функцiя, у якiй “вiдсутнiй” фактор Ейлера для p. Зафiксу-
ємо деяке m ∈ {1, 2, . . . , p− 2}. Перевiрте, що множина

Sm = m+ (p− 1)Z≥0

щiльна в Zp. Скориставшись доведеними на попереднiй лекцiї конгруенцiями Кум-
мера, покажiть, що функцiя k → ζ∗(1−k) є p-адичною неперервною на Sm, i тому
ми можемо продовжити її до функцiї на Zp

Зауваження. Для парних ненульових лишкiв m за модулем p− 1 функцiї визна-
ченi як

ζ(m)
p (s) = lim

k → 1− s

k ∈ Sm

ζ∗(1− k)

називаються гiлками p-адичної дзета-функцiї. Перевiрте, що для непарних m ма-
ємо ζ

(m)
p (s) ≡ 0.

4. (Формула сумування Пуассона) Нехай f : R → C це швидко спадаюча диферен-
цiйовна функцiя, тобто |f(x)| = O(|x|−c) та |f ′(x)| = O(|x|−c) коли |x| → ∞ для
деякого c > 1. Перетворення Фур’є f означимо як

f̂(y) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixydx.

Доведiть, що ∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n).

Зауваження. Ми скористаємося цiєю формулою на наступнiй лекцiї.


