
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§16. Числа Бернуллi

§17. p-адичний iнтеграл

1. Числа Бернуллi {Bk; k ≥ 0} є коефiцiєтами Тейлора твiрної функцiї

t
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.

Доведiть, що Bk = 0 для всiх непарних k > 1.

2. Многочлени Бернуллi Bk(x), k ≥ 0 визначаються як
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а) Доведiть, що Bk(1− x) = (−1)kBk(x).
б) Доведiть, що Bk(x+ y) =

∑
m=0

(
k
m

)
Bm(x)yk−m.

в) Обчислiть Bn(1/2).

3. Перевiрте, що розподiл Мазура на Zp заданий на p-адичних дисках як

µMazur

(
a+ pNZp

)
=

a

pN
− 1

2
, ∀N, 0 ≤ a ≤ pN − 1

задавольняє умовi адитивностi, тобто

µ
(
a+ pNZp

)
=

p−1∑
b=0

µ
(
a+ bpN + pN+1Zp

)
.

4. Нехай µ це мiра на Zp i f : Zp → Qp це p-адична неперервна функцiя.
Для N ≥ 1 i послiдовностi {xa,N}0≤a≤pN−1 такої, що xa,N ∈ a+ pNZp
суми Рiмана визначаються як

SN,{xa,N} =

pN−1∑
a=0

f(xa,N )µ(a+ pNZp).

Покажiть, що суми Рiмана мають границю в Qp коли N → ∞, i ї ї
значення не залежить вiд вибору послiдовностей {xa,N} для кожного
N .

Зауваження. Така границя сум Рiмана позначається як
∫
Zp
fµ ∈ Qp.

Для компактної вiдкритої множини U ⊆ Zp ми позначаємо∫
U

fµ =

∫
Zp

1Ufµ,

де 1U (x) = 1 коли x ∈ U i 1U (x) = 0 коли x 6∈ U (фукнкцiя-iндикатор
для U).



5. Покажiть, що для мiри µ = µ1,α, яка задається як регуляризацiя роз-
подiлу Мазура

µ1,α(U) = µMazur(U)− α−1µMazur(αU)

з α = 1 + p, виконується∫
Z×
p

x−1µ1,α ≡ −1 mod p.

Експеримент: для парних k ≥ 2 обчислiть числа

Bk +
∑

p:(p−1)|k

1

p
∈ Z

за допомогою PARI/GP. Те, що цi числа є цiлими, ми довели на лекцiї.
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