
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§14. p-адична метрика та теорема Островського

1. Напишiть словами, що значить умова |α|p ≤ 1 для рацiонального чи-
сла α ∈ Q. Покажiть, що коли |α|p ≤ 1 для кожного простого p, то
α ∈ Z.

2. Доведiть, що норми | · |p1 та | · |p2 на полi Q не є еквiвалентними коли
p1 6= p2.

3. Метричний простiр (X, d) називається ультраметричним якщо вико-
нується посилена нерiвнiсть трикутника

d(x, y) ≤ max(d(x, z), d(z, y)), ∀x, y, z,∈ X.

Доведiть, що в ультраметричному просторi

а) кожен трикутник є рiвнобедреним;

б) кожна точка кулi є її центром.

4. Запишiть доведення теореми Островського.1

5. а) Доведiть, що послiдовнiсть {xn} в (Q, | · |p) є послiдовнiстю Кошi
т.т.т.к. limn→∞ |xn − xn+1|p = 0.

б) Доведiть, що послiдовностi Кошi {xn} та {yn} в (Q, | · |p) є еквi-
валентними т.т.т.к. limn→∞ |xn − yn|p = 0.

в) Нехай X це множина класiв еквiвалентностi послiдовностей Кошi
в (Q, | · |p). Для класiв x, y ∈ X з представниками {xn} та {yn},
покажiть, що {xn+ yn} та {xnyn} є послiдовностями Кошi, класи
еквiвалентностi яких не залежать вiд вибраних представникiв x
та y. Цi класи позначимо як x+ y ∈ X та xy ∈ X вiдповiдно.

г) Покажiть, що X з цими операцiями додавання i множення є по-
лем i функцiя

x 7→ ||x|| = lim
n→∞

|xn|p,

де {xn} це деякий представник класу x, є добре визначеною нор-
мою на цьому полi.

1Див. наприклад книгу N. Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis and Zeta-Functions.


