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1. Òîïîëîãiÿ

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, i τ = {Ui}i∈Λ � äîâiëüíà ñiì'ÿ ïiäìíî-
æèí â X. Òîäi τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ íà X, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

(1) ∅, X ∈ τ ,
(2) ÿêùî U, V ∈ τ , òî ¨õ ïåðåòèí U ∩ V ∈ τ ,
(3) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Uj}j∈J ⊂ τ ¨¨ îá'¹äíàííÿ ∪

i∈J
Uj ∈ τ .

Ïðè öüîìó ïàðà (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì, êîæíà ç ìíîæèí
Ui ∈ τ íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, à ¨¨ äîïîâíåííÿ X \ Ui� çàìêíåíîþ.
Âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U ∈

τ , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x.
Îêîëîì òî÷êè x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ïiäìíîæèíà B ⊂ X, ÿêà ìiñòèòü

äåÿêèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè x.

Ñêðiçü äàëi ââàæàòèìåìî, ùî (X, τ) òà (Y, σ)� òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

Çàäà÷à 1.2. Íåõàé σ = {X \ U | U ∈ τ}� ñóêóïíiñòü âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí. Äîâåñòè,
ùî

(1) ∅, X ∈ σ,
(2) ÿêùî A,B ∈ σ, òî ¨õ îá'¹äíàííÿ A ∪B ∈ σ,
(3) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Aj}j∈J ⊂ σ ¨ ¨ ïåðåòèí ∩

i∈J
Aj ∈ σ.
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Çàäà÷à 1.3. Íåõàé Z � ìíîæèíà i f : Z → X � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåñòè, ùî ñóêóïíiñòü
ìíîæèí

f−1(τ) := {f−1(U) | U ∈ τ}
óòâîðþ¹ òîïîëîãiþ íà Z. Öÿ òîïîëîãiÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðîîáðàçîì òîïîëîãi¨ τ .

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé τ , σ� äâi òîïîëîãi¨ íà X. Òîäi τ íàçèâà¹òüñÿ ñëàáøîþ çà σ,
à σ� ñèëüíiøîþ çà τ , ÿêùî τ ⊂ σ.

Çàäà÷à 1.5. Äîâåñòè, ùî äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ τ = 2X íà X ¹ íàéñèëüíiøîþ çà âñi iíøi
òîïîëîãi¨.

Çàäà÷à 1.6. Äîâåñòè, ùî òðèâiàëüíà òîïîëîãiÿ τ = {∅, X} íà X ¹ íàéñëàáøîþ çà âñi
iíøi òîïîëîãi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî

f−1(σ) ⊂ τ,

òîáòî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè U ∈ σ ¨¨ ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ â X, òîáòî íàëåæèòü äî τ .
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî îêîëó Vf(x) òî÷êè f(x) â Y iñíó¹ òàêèé îêië Ux òî÷êè x â X, ùî f(Ux) ⊂ Vf(x).
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðíèì, ÿêùî f ñþð`¹êòèâíå i ïiäìíî-

æèíà A ⊂ Y ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f−1(A) ¹ âiäêðèòîþ â X.
Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì ÿêùî f(τ) ⊂ σ, òîá-

òî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ X ¨¨ îáðàç f(U) ¹ âiäêðèòèì â Y .
Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì ÿêùî äëÿ êîæíî¨

çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X ¨¨ îáðàç f(A) ¹ çàìêíåíèì â Y .
Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X \ {x} → Y ìà¹ ãðàíèöþ y ∈ Y â òî÷öi x,

ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f̂ : X → Y âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f̂(x) = y i f̂ = f íà X \ {x} ¹
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x. Öå çàïèñó¹òüñÿ òàê:

lim
s→x

f(s) = y.

Çàäà÷à 1.8. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ â Y ìíîæèíè A ¨ ¨ ïðîîáðàç f−1(A) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â X.

Çàäà÷à 1.9. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x ∈ X.

Çàäà÷à 1.10. Íåõàé f : X → Y i g : Y → Z � äîâiëüíi âiäîáðàæåííÿ òàêi, ùî f
íåïåðåðâíå â òî÷öi x ∈ X, à g íåïåðåðâíå â òî÷öi f(x) ∈ Y . Äîâåñòè, ùî ¨õ êîìïîçèöiÿ
g ◦ f : X → Z ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x.

Çàäà÷à 1.11. Äîâåñòè, ùî êîæíå ôàêòîðíå âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 1.12. Äîâåñòè, ùî âiäêðèòi i çàìêíåíi ñþð'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ¹ ôàêòîðíèìè.

Çàäà÷à 1.13. Íåõàé f : X → Y ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíå).
Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) f � ôàêòîðíå
(2) ìíîæèíà V ⊂ Y çàìêíåíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ïðîîáðàç f−1(V ) ¹ çàìêíåíèì

â X.
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Çàäà÷à 1.14. Íåõàé τ ′ i τ äâi òîïîëîãi¨ íà X. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè:

(1) τ ′ ⊃ τ , òîáòî òîïîëîãiÿ τ ′ ñèëüíiøà çà τ ;
(2) òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idX : (X, τ ′)→ (X, τ) ¹ íåïåðåðâíèì;

Çàäà÷à 1.15. Íåõàé Z � ìíîæèíà i f : Z → X � âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðà-
æåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (Z, f−1(τ))→ (X, τ) ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 1.16. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíå. Òîäi íà X
ìà¹ìî äâi òîïîëîãi¨ τ òà f−1(σ). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

(X, τ)
f //

idX &&

(Y, σ)

(X, f−1(σ))

f

88

Äîâåñòè, ùî f íåïåðåðâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f−1(σ) ⊂ τ .

Çàäà÷à 1.17. Íåõàé ìè ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèõ) âiä-
îáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ:

(X, τ)
f //

g $$

(Y, σ)

(Z, ν)

h

::

Ïðèïóñòèìî, ùî g � ñþð'¹êòèâíå i ôàêòîðíå. Äîâåñòè, ùî f áóäå íåïåðåðâíèì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè íåïåðåðâíèì ¹ h.

2. Ïåðåäáàçà òà áàçà òîïîëîãi¨

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé X �ìíîæèíà i A,B ⊂ X �äîâiëüíi íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè. Ïîáó-
äóâàòè ìiíiìàëüíó òîïîëîãiþ íà X, â ÿêié A òà B áóäóòü âiäêðèòèìè.
ßêå ÷èñëî âiäêðèòèõ ìíîæèí â òàêèõ òîïîëîãiÿõ â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåíü ìiæ

A òà B?

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé X �ìíîæèíà i γ = {Qi}i∈Σ �äîâiëüíà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí â X. Îïè-
ñàòè ìiíiìàëüíó òîïîëîãiþ íà X, â ÿêié âñi ìíîæèíè Qi ¹ âiäêðèòèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí β = {Vi}i∈Λ íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi¨ τ â

òî÷öi x, ÿêùî êîæåí âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x ìiñèòü äåÿêèé åëåìåíò V ∈ β.

Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí β = {Vi}i∈Λ íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi¨ τ íà X, ÿêùî êîæåí
íåïîðîæíié åëåìåíò U ∈ τ ¹ îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ åëåìåíòiâ ç β.

Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí γ = {Qi}i∈Σ íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi¨ τ íà X, ÿêùî
ñiì'ÿ âñiõ ìîæëèâèõ ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ åëåìåíòiâ ç γ:

β = { ∩
j∈F

Qj | F ñêií÷åíà ïiäìíîæèíà â Σ}

óòâîðþ¹ áàçó òîïîëîãi¨ íà X.
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Îçíà÷åííÿ 2.4. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åíîñòi,
ÿêùî X ìà¹ çëi÷åíó áàçó â êîæíié ñâî¨é òî÷öi.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åíîñòi, ÿêùî X ìà¹ çëi-
÷åíó áàçó.

Çàäà÷à 2.5. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí ìåòðè÷íèé ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷å-
íîñòi.

Äèâ. òàêîæ çàäà÷i 5.9, 7.3.

3. Iíäóêîâàíà òîïîëîãiÿ

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé A � ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) i iA : A ⊂ X �
âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ. Òîäi òîïîëîãiÿ

τA := i−1
A (τ)

íàçèâà¹òüñÿ iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ íà A.

Çàäà÷à 3.2. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ iA : (A, τA)→ (X, τ) ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 3.3. Íåõàé f : X → Y �íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòî-
ðàìè i A ⊂ X. Òîäi îáìåæåííÿ f |A : A→ Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 3.4. Íåõàé A ⊂ X. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

(1) τA = {U ∩A | U ∈ τ}, òîáòî ïiäìíîæèíà B ⊂ A ¹ âiäêðèòîþ â τA òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè B = U ∩ A äëÿ äåÿêî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè U .

(2) Ïiäìíîæèíà B ⊂ A ¹ çàìêíåíîþ â τA òîäi i ëèøå òîäi, êîëè B = U ∩A äëÿ äåÿêî¨
çàìêíåíî¨ â X ìíîæèíè U .

Iíøèìè ñëîâàìè, âiäêðèòi (çàìêíåíi) ìíîæèíè â τA � öå ¾ñëiäè¿ âiäêðèòèõ (çàìêíå-
íèõ) ìíîæèâ â X íà A.

Çàäà÷à 3.5. Íåõàé A ⊂ U ⊂ X. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

(1) ßêùî A âiäêðèòà â U , à U � âiäêðèòà â X, òî A âiäêðèòà â X.
(2) ßêùî A çàìêíåíà â U , à U � çàìêíåíà â X, òî A çàìêíåíà â X.

4. Âíóòðiøíiñòü, ìåæà, çîâíiøíiñòü òà çàìèêàííÿ ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 4.1. Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X,
ÿêùî iñíó¹ îêië òî÷êè öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â A.
Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíüîþ äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêùî iñíó¹ îêië

òî÷êè öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé íå ïåðåòèíà¹ A, òîáòî ìiñòèòüñÿ â X \ A.
Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ìåæîâîþ äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêùî êîæåí îêië öi¹¨

òî÷êè ïåðåòèíà¹ A i X \ A.
Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêùî êîæåí îêië

öi¹¨ òî÷êè ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A \ x, òîáòî ìiñòèòü òî÷êó ç A âiäìiííó âiä x.
Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ äîòèêó äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêùî êîæåí îêië öi¹¨

òî÷êè ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A.
Ñóêóïíiñòü óñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiñòþ ìíî-

æèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Int (A).
Ñóêóïíiñòü óñiõ çîâíiøíõ òî÷îê ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíiñòþ ìíîæèíè

A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Ext (A).
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Ñóêóïíiñòü óñiõ ìåæîâèõ òî÷îê ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìåæåþ ìíîæèíè A i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Fr (A).
Îá'¹äíàííÿ âíóòðiøíîñòi òà ìåæi íàçèâà¹òüñÿ çàìèêàííÿì ìíîæèíè A i ïîçíà-

÷à¹òüñÿ ÷åðåç A, òîáòî A = Int (A) ∪ Fr (A).

Çàäà÷à 4.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A òîïîëîãi÷íãî ïðîñòîðó X ìà¹
ìiñöå ðîçáèòòÿ òàêå X:

X = Int (A) t Fr (A)︸ ︷︷ ︸
A

t Ext (A) ,

òîáòî öi ìíîæèíè ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à ¨õ îá'¹äíàííÿ äà¹ âåñü ïðîñòið X.

Çàäà÷à 4.3. Ïîêàçàòè, ùî Int (A) òà Ext (A) ¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè, à Fr (A) òà A �
çàìêíåíèìè.

Çàäà÷à 4.4. Ïîêàçàòè, ùî çàìèêàííÿ A òîòîæíå ç ìíîæèíîþ óñiõ òî÷îê äîòèêó ìíî-
æèíè A.

Çàäà÷à 4.5. Íåõàé A ⊂ B ⊂ X äâi ïiäìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ). Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç IntB(A), FrB(A) òà clB(A) âiäïîâiäíî âíóòðiøíiñòü, ìåæó òà çàìèêàííÿ A â
òîïîëîãi¨ τB. ×è ïðàâäà, ùî

IntB(A) = Int(A) ∩B, FrB(A) = Fr(A) ∩B, clB(A) = cl(A) ∩B?

ßêùî íi, òî âñòàíîâèòè âêëþ÷åííÿ â ÿêó ñòîðîíó çàâæäè âèêîíóþòüñÿ, i íàâåñòè êîí-
òðïðèêëàäè äëÿ ïðîòèëåæíèõ âêëþ÷åíü.

Çàäà÷à 4.6. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó, äîâåñòè, ùî ñóêóïíiñòü óñiõ òî-
÷îê äîòèêó ìíîæèíè A (òîáòî ¨¨ çàìèêàííÿ A) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ

Çàäà÷à 4.7. Äîâåñòè òàêi òîòîæíîñòi:

(1) Int (X \ A) = Ext (A);
(2) Fr (X \ A) = Fr (A);

(3) X \ A = X \ Int (A);
(4) Ext (X \ A) = Int (A)

Iíøèìè ñëîâàìè, ìà¹ ìiñöå òàêà äiàãðàìà:

X = Int (A)

A⊔
Fr (A)

⊔
Ext (A)

X = Ext (X \ A)
⊔

Fr (X \ A)

X\A

⊔
Ext (X \ A)

Çàäà÷à 4.8. Íåõàé U , Y �ïiäìíîæèíè â X, ïðè÷îìó U � âiäêðèòà. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî
U ïåðåòèíà¹ çàìèêàííÿ Y , òî U òàêîæ ïåðåòèíà¹ i ñàìó ìíîæèíó Y .

Çàäà÷à 4.9. Ïåðåâiðèòè íàñòóïíi ÷îòèðè âëàñòèâîñòi çàìèêàííÿ:

(1) ∅ = ∅;
(2) A ⊂ A;

(3) A = A;
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(4) A ∪B = A ∪B;
äå A òà B �äîâiëüíi ïiäìíîæèíè â X.

Çàäà÷à 4.10. (Òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî) Íåõàé X �äîâiëüíà ïiäìíîæèíà i 2X �ìíî-
æèíà âñiõ ¨¨ ïiäìíîæèí. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíå âiäîáðàæåííÿ cl : 2X → 2X , ÿêå ìà¹
âëàñòèâîñòi àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì iç çàäà÷i 4.9:

(1) cl(∅) = ∅;
(2) A ⊂ cl(A);
(3) cl(cl(A)) = cl(A);
(4) cl(A ∪B) = cl(A) ∪ cl(B);

äå A òà B �äîâiëüíi ïiäìíîæèíè â X.
Íåõàé òàêîæ σ = cl(2X) = {cl(A) | A ⊂ X}� ñóêóïíiñòü îáðàçiâ óñiõ ïiäíîæèí ç X

ïðè âiäîáðàæåííi cl, i τ = {X \ A | A ∈ σ}� ñóêóïíiñòü âiäïîâiäíèõ äîïîâíåíü.
Äîâåñòè, ùî òîäi τ ¹ òîïîëîãi¹þ íà X, â ÿêié A = cl(A) äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè

A ⊂ X, i, çîêðåìà, σ ¹ ñóêóïíiñòþ âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí â τ .
Âiäîáðàæåííÿ cl, ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi (1)-(4) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Êóðàòîâñüêîãî

Çàäà÷à 4.11. Ïîêàçàòè, ùî âëàñòèâîñòi (1)-(4) âiäîáðàæåííÿ cl â çàäà÷i 4.10 ðiâíîñèëüíi
âèêîíàííþ îäíi¹¨ óìîâè:

A ∪ cl(A) ∪ cl(cl(B)) = cl(A ∪B) \ cl(∅)

äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X.

Çàäà÷à 4.12. Ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà òîòîæíà çi ñâî¨ì çà-
ìèêàííÿì.

Çàäà÷à 4.13. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè A òîòîæíå ç ïåðåòèíîì âñiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí,
ùî ìiñòÿòü A:

A = ∩
F - çàìêíåíà i A⊂F

F.

Îçíà÷åííÿ 4.14. Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí α = {Ai}i∈Λ â X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åí-
íîþ, ÿêùî ó êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ îêië, ÿêèé ïåðåòèíà¹òücÿ ëèøå iç ñêií÷åííèì
÷èñëîì åëåìåíòiâ ç α.

Çàäà÷à 4.15. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 4.16. Íàâåñòè ïðèêëàä ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí, îá'¹äíàííÿ ÿêî¨ íå ¹ çàìêíå-
íèì.

5. Âñþäè ùiëüíi òà íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè

Çàäà÷à-îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹
åêâiâàëåíòíèìè:

(1) A = X;
(2) A ïåðåòèíà¹ êîæíó âiäêðèòó íåïîðîæíó ìíîæèíó U ∈ τ .

ßêùî âèêîíàíà îäíà ç öèõ óìîâ, òî A íàçèâà¹òüñÿ âñþäè ùiëüíîþ â X.

Çàäà÷à-îçíà÷åííÿ 5.2. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹
åêâiâàëåíòíèìè:
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(1) Int
(
A
)

= ∅;
(2) êîæíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U ∈ τ ìiñòèòü òî÷êó, ùî íå íàëåæèòü A, òîáòî

U \ A 6= ∅.
ßêùî âèêîíàíà îäíà ç öèõ óìîâ, òî A íàçèâà¹òüñÿ íiäå íå ùiëüíîþ â X.

Çàäà÷à 5.3. Êîæíà ìíîæèíà ¹ âñþäè ùiëüíîþ â ñâî¹ìó çàìèêàííi.

Çàäà÷à 5.4. Íåõàé f : X → Y �íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ i A ⊂ X �
âñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî f(A) ¹ âñþäè ùiëüíîþ â Y .

Çàäà÷à 5.5. Íåõàé f : X → Y � âiäêðèòå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ i B ⊂ Y � âñþäè
ùiëüíà ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî f−1(B) ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X.

Çàäà÷à 5.6. Íåõàé A ⊂ X � âñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà íàäìíî-
æèíà B ⊃ A ¹ òàêîæ âñþäè ùiëüíîþ.

Çàäà÷à 5.7. Íåõàé A ⊂ X �íiäå íå ùiëüíà ïiäìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ïiäìíî-
æèíà B ⊂ A ¹ òàêîæ íiäå íå ùiëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 5.8. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì ÿêùî âií ìà¹
çëi÷åíó âñþäè ùiëüíó ïiäìíîæèíó.

Çàäà÷à 5.9. Äîâåñòè, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åíîñòi ¹
ñåïàðàáåëüíèì.

6. Ïîñëiäîâíîñòi

Îçíà÷åííÿ 6.1. Íåõàé K ⊂ N� äîâiëüíà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà. Ïîñëiäîâíiñòþ
â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ

x : K → X.

Îáðàç x(i) çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç xi, à ñàìó ïîñëiäîâíiñòü çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
{xi}i∈K.
Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xi}i∈K çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè a ∈ X, ÿêùî êîæåí îêië

U òî÷êè a ìiñòèòü âñi ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà.
Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ çàäàíîãî îêîëó U òî÷êè a çíàéäåòüñÿ òàêèé iíäåêñ N , ùî

xi ∈ U äëÿ âñiõ i > N ÿêi íàëåæàòü äî K.
ßêùî L ⊂ K �íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà, òî îáìåæåííÿ x|L : L → X íàçèâà¹òüñÿ

ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi x.

Çàäà÷à 6.2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü x : K → X çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè a ∈ X, òî áóäü-ÿêà ¨¨
ïiäïîñëiäîâíiñòü x|L : L→ X òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äî a.
Çîêðåìà, ÿêùî âiäêèíóòè äîâiëüíå ñêií÷åííå! ÷èñëî åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi x, òî

âîíà âñå îäíî çáiãàòèìåòüñÿ äî a.

7. Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

Çàäà÷à 7.1. Íåõàé f : X → Y �äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.
Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) f �íåïåðåðâíå, òîáòî ïðîîáðàç êîæíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèì, äèâ.
îçíà÷åííÿ 1.7;

(2) ïðîîáðàç f−1(A) êîæíî¨ çàìêíåíî¨ â Y ìíîæèíè A ¹ çàìêíåíèì;
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(3) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X âèêîíàíà óìîâà: f(A) ⊂ f(A);

(4) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ Y âèêîíàíà óìîâà: f−1(B) ⊂ f−1(B);
(5) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ Y âèêîíàíà óìîâà: f−1(Int (B)) ⊂ Int (f−1(B));
(6) ïðîîáðàç äåÿêî¨ áàçè (ïåðåäáàçè) òîïîëîãi¨ íà Y ¹ áàçîþ (ïåðåäáàçîþ) òîïîëîãi¨

íà X.
(7) ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ áàçè (ïåðåäáàçè) òîïîëîãi¨ íà Y ¹ áàçîþ (ïåðåäáàçîþ) òîïî-

ëîãi¨ íà X.

Çàäà÷à 7.2. Íåõàé f : X → Y òà g : Y → Z �íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. Äîâåñòè, ùî ¨õ
êîìïîçèöiÿ g ◦ f : X → Z ¹ òàêîæ íåïåðåðâíîþ.

Çàäà÷à 7.3. Íåõàé f : X → Y �äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.
Ðîçãëÿíåìî òàêi äâi óìîâè íà f :

(1) f �íåïåðåðâíå;
(2) ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {xi}i∈N ⊂ X çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ òî÷êè a ∈ X, òî ïîñëiäîâ-

íiñòü îáðàçiâ {f(xi)}i∈N çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè f(a).

Äîâåñòè, ùî (1)⇒(2), à ÿêùî X çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åíîñòi, òî (2)⇒(1).

Îçíà÷åííÿ 7.4. Íåõàé A ⊂ X �ïiäìíîæèíà. Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí {Ui}i∈Λ â X íàçèâà¹-
òüñÿ ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A, ÿêùî A ⊂ ∪

i∈Λ
Ui.

Ïîêðèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì (âiäï. çàìêíåíèì), ÿêùî êîæåí éîãî åëåìåíò
¹ âiäêðèòîþ (âiäï. çàìêíåíîþ) ïiäìíîæèíîþ â X.

Çàäà÷à 7.5. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè i {Ui}i∈Λ �
âiäêðèòå ïîêðèòòÿ X. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f �íåïåðåðâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
îáìåæåííÿ f |Ui

: Ui → Y ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ.

Çàäà÷à 7.6. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè i {Ai}i∈Λ �
ëîêàëüíî ñêií÷åííå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ X. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f �íåïåðåðâíå
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îáìåæåííÿ f |Ai

: Ai → Y ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ.

8. Àêñiîìè âiääiëüíîñòi

Îçíà÷åííÿ 8.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T0, ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x 6= y ∈ X õî÷à á îäíà ç íèõ ìà¹ îêië, ÿêèé íå ìiñèòü
äðóãó òî÷êó.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T1, ÿêùî äëÿ êîæíî¨
ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x 6= y ∈ X êîæíà ç íèõ ìà¹ îêië, ÿêèé íå ìiñèòü äðóãó òî÷êó.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T2, ÿêùî äëÿ êîæíî¨
ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x 6= y ∈ X iñíóþòü îêîëè Ux and Uy, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: Ux∩Uy =
∅. T2-ïðîñòîðè òàêîæ íàçèâàþòüñÿ õàóñäîðôîâèìè.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T3, ÿêùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X òà çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêà íå ìiñèòü òî÷êó x, iñíóþòü îêîëè
Ux and UA, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ: Ux ∩UA = ∅. Ïðîñòîðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìè
T1 òà T3 íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè.
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Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T3 1
2
, ÿêùî äëÿ êîæíî¨

òî÷êè x ∈ X òà çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿêà íå ìiñèòü òî÷êó x, iñíó¹ íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : X → [0, 1] òàêà, ùî f(x) = 0 i f(A) = 1. Ïðîñòîðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü
àêñiîìè T1 òà T3 1

2
íàçèâàþòü öiëêîì ðåãóëÿðíèìè.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi T4, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
äèç'þíêòíèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X iñíóþòü îêîëè UA and UB, ùî íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ: UA ∩ UB = ∅. Ïðîñòîðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìè T1 òà T4 íàçèâàþòü
íîðìàëüíèìè.

Çàäà÷à 8.2. Äîâåñòè iìïëiêàöi¨: T4 ⇒ T3 1
2
⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

Çàäà÷à 8.3. Íåõàé (X, τ)� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè:

(1) X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó T1;
(2) êîæíà îäíîòî÷êîâà ïiäìíîæèíà {x} â X ¹ çàìêíåíîþ;
(3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ïåðåòèí âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü x òîòîæíèé {x}:

{x} = ∩
x∈V ∈τ

V.

Çàäà÷à 8.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ââåäåìî íà íüîìó âiäíîøåííÿ x ≤ y òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè x ∈ {y}. Äîâåñòè, ùî ≤ ¹ ðåôëåêñèâíèì i ñèìåòðè÷íèì, àëå, âçàãàëi
êàæó÷è, âîíî íå ¹ òðàíçèòèâíèì.

Çàäà÷à 8.5. Íåõàé (X, τ)� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè:

(1) X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó T2;
(2) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ïåðåòèí çàìèêàíü âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü x òî-

òîæíèé {x}:
{x} = ∩

x∈V ∈τ
V .

Çàäà÷à 8.6. Ïîêàçàòè, ùî ñêií÷åííèé õàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ äèñêðå-
òíèì.

Çàäà÷à 8.7. Íåõàé f, g : X → Y �äâà íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè
ïðîñòîðàìè i A = {x ∈ X | f(x) = g(x)}�ìíîæèíà òèõ òî÷îê, â ÿêèõ çíà÷åííÿ f òà g
òîòîæíi. Äîâåñòè, ùî ÿêùî Y � õàóñäîðôîâèé, òî A� çàìêíåíà ìíîæèíà.

Çàäà÷à 8.8. Íåõàé {xi}i∈N ïîñëiäîâíiñòü â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî
òî÷îê a i b îäíî÷àñíî. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî X � õàóñäîðôîâèé, òî a = b.

9. Êîìïàêòíiñòü

Îçíà÷åííÿ 9.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì ÿêùî êîæíå éî-
ãî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ α = {Ui}i∈Λ ìiñòèòü ñêií÷åíå ïiäïîêðèòòÿ, òîáòî ìîæíà

çíàéòè ëèøå ñêií÷åíå ÷èñëî ìíîæèí Ui1 , . . . , Uik ∈ α òàêå, ùî X =
k
∪
j=1

Uij .

Çàäà÷à 9.2. Äîâåñòè, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ êîìïàêòíèì.

Çàäà÷à 9.3. Íåõàé {xi}i∈N �ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêà çái-
ãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ òî÷êè a. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà K = {a, x1, x2, . . .} âñiõ òî÷îê öi¹¨
ïîñëiäîâíîñòi ðàçîì ç òî÷êîþ a ¹ êîìïàêòíîþ.
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Çàäà÷à 9.4. Äîâåñòè, ùî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ¹ êîì-
ïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 9.5. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí äîâiëüíîãî ÷èñëà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ¹ êîìïà-
êòíîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 9.6. (Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ) ÍåõàéX �êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi
êîæíà ïîñëiäîâíiñòü â X ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó.

Çàäà÷à 9.7. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà
ïîñëiäîâíiñòü â X ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó. Äîâåñòè, ùî òîäi X êîìïàêòíèé.

Çàäà÷à 9.8. Íåõàé K ⊂ X �êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî ÿêùî X � õàóñäîð-
ôîâèé, òî K � çàìêíåíà.

Çàäà÷à 9.9. Äîâåñòè, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó â õàóñäîð-
ôîâèé ¹ çàìêíåíèì.

Çàäà÷à 9.10. (Òåîðåìà Âåé¹ðøòðàñà) Íåõàé X �êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i
f : X → R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Äîâåñòè, ùî òîäi iñíóþòü òî÷êè xmin, xmax ∈ X, â
ÿêèõ f ïðèéìà¹ ñâî¹ ìiíiìàëüíå i ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî.

Çàäà÷à 9.11. Íåõàé f : X → Y �íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî X �êîìïàêòíèé, òî
éîãî îáðàç f(X) ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ â Y â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨.

10. Çâ'ÿçíiòü òà ëiíiéíà çâ'ÿçíiñòü

Îçíà÷åííÿ 10.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ íå çâ'ÿçíèì, ÿêùî éîãî ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ÿê äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ äâîõ ñâî¨ íåïîðîæíiõ âiäêðèòî-çàìêíå-
íèõ ìíîæèí, òîáòî iñíóþòü òàêi äâi ïiäìíîæèíè A,B ⊂ X, ùî

(1) êîæíà ç ìíîæèí A,B ¹ íåïîðîæíüîþ, âiäêðèòîþ i çàìêíåíîþ;
(2) A ∩B = ∅;
(3) A ∪B = X.

Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó X íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 10.2. Íåõàé f : X → Y �íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Äîâåñòè, ùî ÿêùî X �
çâ'ÿçíèé, òî éîãî îáðàç f(X) ¹ çâ'ÿçíèì â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ ç Y .

Çàäà÷à 10.3. Íåõàé A,B ⊂ X � òàêi ïiäìíîæèíè, ùî A ⊂ B ⊂ A. Äîâåñòè, ùî ÿêùî
A� çâ'ÿçíà, òî B òàêîæ çâ'ÿçíà. Çîêðåìà, çàìèêàííÿ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè ¹ çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 10.4. Íåõàé A,B ⊂ X �äâi çâ'ÿçíèõ ïiäìíîæèíè. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âîíè
ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî A ∩B 6= ∅, òî ¨õ îá'¹äíàííÿ A ∪B ¹ çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 10.5. Íåõàé A1, . . . , Ak ⊂ X � ñêií÷åííå ÷èñëî çâ'ÿçíèõ ïiäìíîæèíè. Äîâåñòè,

ùî ÿêùî Ai ∩ Ai+1 6= ∅ äëÿ i = 1, . . . , k − 1, òî ¨õ îá'¹äíàííÿ
k
∪
i=1

Ai ¹ çâ'ÿçíèì.

Îçíà÷åííÿ 10.6. Øëÿõîì â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : [a, b]→ X âiäðiçêà [a, b]. Ïðè öüîìó êàæóòü, f(a) íàçèâà¹òüñÿ
ïî÷àòêîì øëÿõó f , à f(b)�éîãî êiíöåì, i ùî f ç'¹äíó¹ òî÷êè f(a) òà f(b).
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ

òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹ øëÿõ, ÿêèé ¨õ ç'¹äíó¹. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó X íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíî íå çâ'ÿçíèì.
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Çàäà÷à 10.7. Äîâåñòè, ùî êîæåí ëiíiéíî çâ'ÿçíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 10.8. Íåõàé X �öå ïiäìíîæèíà â R2, ùî ¹ îá'¹äíàííÿì ãðàôiêà ôóíêöi¨ f :
(0,+∞) → [0, 1], f(x) = sin 1

x
, òà âiäðiçêà [−1, 1] íà îñi Oy. Äîâåñòè, ùî X ¹ çâ'ÿçíèì,

àëå íå ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

11. Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê

Çàäà÷à-îçíà÷åííÿ 11.1. Íåõàé (X, τ) (Y, σ)�òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }
� ¨õ äåêàðòiâ äîáóòîê, i

β = {U × V | U ∈ τ, V ∈ σ}
ñiì'ÿ ïiäìíîæèí â X × Y , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìîæëèâèõ äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ
âiäêðèòèõ ìíîæèí ç X òà Y . Ïîêàçàòè, ùî β ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà X × Y .
Â öié òîïîëîãi¨ X × Y íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì äîáóòêîì ïðîñòîðiâ X òà Y ,

à ñàìà òîïîëîãiÿ òèõîíiâñüêîþ.

Çàäà÷à-îçíà÷åííÿ 11.2. Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé {(Xi, τi)}i∈Λ � äîâiëüíà ñiì'ÿ òîïîëî-
ãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, X =

∏
i∈ΛXi� äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí Xi i

β =
{∏
i∈Λ

Ui | Ui ∈ τ, ïðè÷îìó Ui 6= Xi ëèøå äëÿ ñêií÷åíîãî ÷èñëà iíäåêñiâ i ∈ Λ
}

ñiì'ÿ ïiäìíîæèí â X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìîæëèâèõ äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ âiäêðè-
òèõ ìíîæèí ç Xi, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä Xi ëèøå äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà iíäåêñiâ. Ïî-
êàçàòè, ùî β ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà X.
Â öié òîïîëîãi¨ X íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì äîáóòêîì ïðîñòîðiâ Xi, i ∈ Λ, à

ñàìà òîïîëîãiÿ òèõîíiâñüêîþ.
Äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ p : X → Xi çà ôîðìóëîþ p({xj}j∈Λ) = xi,

òîáòî pi ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi {xj}j∈Λ ¨¨ i-òó êîîðäèíàòó. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ
ïðîåêöi¹þ íà Xi.

Çàäà÷à 11.3. Äîâåñòè, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨ pi :
∏

i∈ΛXi → Xi ¹ âiäêðèòèì.
Íàâåñòè ïðèêëàä, êîëè âîíî íå ¹ çàìêíåíèì.

Çàäà÷à 11.4. Íåõàé A òà {(Xi, τi)}i∈Λ � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ çàäàíî
âiäîáðàæåííÿ fi : Y → Xi. Öå âiäîáðàæåííÿ iíäóêó¹ âiäîáðàæåííÿ f : A →

∏
i∈ΛXi çà

ôîðìóëîþ f(a) =
(
{fi(a)}i∈Λ

)
.

Äîâåñòè, ùî

(1) fi = pi ◦ f äëÿ âñiõ i ∈ Λ;
(2) f ¹ íåïåðåðåâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè íåïåðåðâíèì ¹ êîæíå ç âiäîáðàæåíü fi.

Çàäà÷à 11.5. (Òåîðåìà Òèõîíîâà. Ïðîñòèé âàðiàíò) Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê
ñêií÷åííîãî ÷èñëà êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ ¹ êîìïàêòíèì.

Çàäà÷à 11.6. (Òåîðåìà Òèõîíîâà) Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê äîâiëüíîãî ÷èñëà
êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ ¹ êîìïàêòíèì.

Çàäà÷à 11.7. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ∆ = {(x, x) | x ∈ X}�ïiäìíîæèíà â
X×X, ÿêó íàçèâàþòü äiàãîíàëëþ. Äîâåñòè, ùî X ¹ õàóñäîðôîâèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
éîãî äiàãîíàëü ∆ ¹ çàìêíåíîþ â X ×X.
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Çàäà÷à 11.8. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹
çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 11.9. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ëiíiéíî çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 11.10. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ëiíiéíî çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðî-
ñòîðiâ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 11.11. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê Tk-ïðîñòîðiâ, k ∈ {0, 1, 2}, òàêîæ
çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó âiääiëüíîñòi Tk.

Çàäà÷à 11.12. Íåõàé fi : X → Yi, i ∈ Λ, � äîâiëüíà ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü, êîæíå ç ÿêèõ
íåïåðåðâíå â òî÷öi x ∈ X. Äîâåñòè, ùî ¨õ äîáóòîê f =

∏
i∈Λ fi : X →

∏
i∈Λ Yi, f(s) =

(fi(s))s∈Λ ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x.

12. Äèôåðåíöiéîâíi âiäîáðàæåííÿ

Çàäà÷à 12.1. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ π, µ : R× R→ R âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè

π(x, y) = x+ y, µ(x, y) = xy,

¹ íåïåðåðâíèìè.

Çàäà÷à 12.2. Íåõàé Mat(n,m) � ìíîæèíà óñiõ n×m ìàòðèöü (n ðÿäêiâ, m ñòîâïöiâ),
àáî ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü Rm → Rn. Îòîòîæíèìî ¨¨ ïðèðîäíèì ÷èíîì ç òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì Rnm. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

µ : Mat(n,m)×Mat(m, l)→Mat(n, l), µ(A,B) = BA

π : Mat(n,m)×Mat(n,m)→Mat(n,m), π(A,B) = A+B

α : Mat(n,m)× Rn → Rn, α(A, x) = Ax

ìíîæåííÿ òà äîäàâàííÿ ìàòðèöü ¹ íåïåðåðâíèìè.

Çàäà÷à 12.3. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f, g : X → R � äâi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi
â äåÿêié òî÷öi p ∈ X. Äîâåñòè, ùî òîäi ôóíêöi¨ f+g, fg : X → R âèíà÷åíi çà ôîðìóëàìè
(f + g)(x) = f(x) + g(x) òà (fg)(x) = f(x)g(x) ¹ íåïåðåðâíèìè â òî÷öi p.

Îçíà÷åííÿ 12.4. Íåõàé f : (a, b) → R � äåÿêà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà âiäêðèòîìó
iíòåðâàëi. Ïîõiäíîþ f â òî÷öi p ∈ (a, b) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ

f ′(p) := lim
x→p

f(x)− f(p)

x− p
.

ßêùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹ i ¹ ñêií÷åííîþ, òî f íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi
p.

Îçíà÷åííÿ 12.5. Íåõàé U ⊂ Rm � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, f : U → R äåÿêà ôóíêöiÿ,
p = (p1, . . . , pm) ∈ U � òî÷êà i k ∈ {1, . . . ,m}. ×àñòèííîþ ïîõiäíîþ f â òî÷öi p
ïî çìiííié xk íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ

f ′xk(p) := lim
xk→pk

f(p1, . . . , pk−1, xk, pk+1, . . . , pk)− f(p)

xk − p
.

Iíøèìè ñëîâàìè f ′xk(p) � öå ïîõiäíà îáìåæåííÿ f íà ìíîæèíó

{(p1, . . . , pk−1)} × R× {(pk+1, . . . , pk)} ∩ U.
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Îçíà÷åííÿ 12.6. Íåõàé U ⊂ Rm � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà i f : U → Rn äåÿêå âiäîáðà-
æåííÿ. Òîäi f íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi p ∈ U , ÿêùî iñíó¹ òàêå ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ A : Rm → Rn, ùî âiäîáðàæåííÿ

∆(f, p, A) : U → Rn, ∆(f, p, A)(x) =


f(x)− f(p)− A(x− p)

|x− p|
, x 6= p,

0, x = p

¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi p.
Â áiëüø �çâè÷íèõ� òåðìiíàõ ãðàíèöü öå îçíà÷à¹, ùî

(1) lim
U3x→p

(f(x)− f(p)− A(x− p)
|x− p|

)
= 0.

à â òåðìiíàõ �íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí� � ùî

f(x) = f(p) + A(x− p) + o(|x− p|)

äëÿ âñiõ x ∈ U äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî p.
Âiäîáðàæåííÿ A íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ßêîái f â òî÷öi p, à éîãî ìàòðèöÿ

� ìàòðèöåþ ßêîái. Âîíà ìà¹ ðîçìið n×m (n ðÿäêiâ i m ñòîâï÷èêiâ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ
f ′(p).
Çîêðåìà, ÿêùî f : Rm ⊃ U → R � ôóíêöiÿ, òî A = (a1, . . . , am) � âåêòîð-ðÿäîê

äîâæèíè m. Âií òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ãðàäi¹íòîì f â òî÷öi p i ïîçíà÷à¹òüñÿ ∇f(p).
Êàæóòü, ùî f ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì â òî÷öi p, àáî íàëåæèòü êëàñó

C1, ÿêùî f äèôåðåíöiéîâíå ó âñiõ òî÷êàõ äåÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó W ⊂ U òî÷êè p, à
âiäîáðàæåííÿ f ′ : W →Mat(n,m) ≡ Rnm, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi q ∈ W ¨¨
ìàòðèöþ ßêîái f ′(q) ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 12.7. Íåõàé U = (a, b) ⊂ R, f : U → R � äåÿêà ôóíêöiÿ i p ∈ U . Äîâåñòè, ùî
îçíà÷åííÿ 12.4 òà 12.6 åêâiâàëåíòíi. ßêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ A : R → R âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ A(u) = f ′(p)u, i ìè ìà¹ìî òîòîæíiñòü
f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) + o(|x− p|).

Çàäà÷à 12.8. Äîâåñòè, ùî ÿêùî f : U → Rn � äèôåðåíöiéîâíå â òî÷öi p ∈ U , òî f
òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì â öié òî÷öi.

Çàäà÷à 12.9. Íåõàé U ⊂ Rm � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, f = (f1, . . . , fn) : U → Rn äåÿêå
âiäîáðàæåííÿ i p = (p1, . . . , pm) ∈ U . Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi óìîâè:

(a) f äèôåðåíöiéîâíå â òî÷öi p;
(b) êîæíà êîîðäèíàòíà ôóíêöiÿ fi : U → R, i = 1, . . . , n, äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi p.

Äîâåñòè, ùî ç (a) âèïëèâà¹ (b).
Ïîêàçàòè, òàêîæ ùî ÿêùî (a) âèêîíó¹òüñÿ, i A = (aij)i=1,...,n, j=1,...,m � ìàòðèöÿ ßêîái f

â òî÷öi p, òî i-é ðÿäîê Ai = (ai1, . . . , aim) öi¹ ¨ ìàòðèöi ¹ ìàòðèöåþ ßêîái (àáî ãðàäi¹íòîì)
∇fi(p) êîîðäèíàòíî¨ ôóíêöi¨ fi.

Çàäà÷à 12.10. Íåõàé U ⊂ Rm � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, f = (f1, . . . , fn) : U → Rn äåÿêå
âiäîáðàæåííÿ i p = (p1, . . . , pm) ∈ U . Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(a) f íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå â òî÷öi p;
(b) êîæíà êîîðäèíàòíà ôóíêöiÿ fi : U → R, i = 1, . . . , n, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà

â òî÷öi p.
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Çàäà÷à 12.11. Íåõàé U ⊂ Rm � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, f, g : U → Rn � âiäîáðàæåííÿ,
t ∈ R, p ∈ U , A,B ∈Mat(n,m). Äîâåñòè òîòîæíîñòi

∆(f, p, A) + ∆(g, p, B) = ∆(f + g, p, A+B), ∆(tf, p, tA) = t∆(f, p, A).

Âèâåñòè ç íèõ, ùî ÿêùî f, g � äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi p, òî âiäîáðàæåííÿ

f + g, tf : U → Rn, (f + g)(x) = f(x) + g(x), (tf)(x) = tf(x),

òàêîæ äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi p.

13. Iììåðñi¨, ñóáìåðñi¨

Íåõàé S1 = {x2 + y2 = 1} = {|z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî â ïëîùèíi.

Çàäà÷à 13.1. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ p : R → S1, p(t) = e2πit, ¹ ëîêàëüíèì äèôåî-
ìîðôiçìîì.

Çàäà÷à 13.2. Íåõàé r ≥ 1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ Cr ìíîãîâèäiâ M,N , âiäîáðàæå-
ííÿ ïðî¹êöiÿ p : M ×N →M , p(x, y) = x ¹ Cr ñóáìåðñi¹þ.

Çàäà÷à 13.3. Çîáðàçèòè ëiíi ðiâíÿ òàêèõ ôóíêöié f : R2 → R íà ïëîùèíi

(1) f(x, y) = x2 + y2;
(2) f(x, y) = x2 − y2;
(3) f(x, y) = xy;
(4) f(x, y) = xy(x+ y);
(5) f(x, y) = x3 + xy2;
(6) f(x, y) = x4 + y4;
(7) f(x, y) = (x2 + y2)(3x2 + 4y2) (ñõåìàòè÷íî);
(8) Íåõàé g : C → C � âiäîáðàæåííÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè â ñåáå âèçíà÷åíå çà

ôîðìóëîþ g(z) = zn = (x + iy)n äëÿ äåÿêîãî n ≥ 1 i f(x, y) = Re(x + iy), àáî
f(x, y) = Im(x+ iy).

Çàäà÷à 13.4. Äëÿ íàñòóïíèõ âiäîáðàæåíü âèçíà÷èòè òî÷êè â ÿêèõ âîíè ¹ iììåðñiÿìè,
ñóáìåðñiÿìè, ëîêàëüíèìè äèôåîìîðôiçìàìè

(1) f : R2 → R2, f(x, y) = (x, y2);
(2) f : R2 → R2, f(x, y) = (x, y3 + xy);
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