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1. Òîïîëîãi÷íi ãðóïè

Íåõàé G � ìíîæèíà, íà ÿêié çàäàíî òîïîëîãiþ τ i ñòðóêòóðó ãðóïè, òîáòî äâà âiäîáðà-
æåííÿ ìíîæåííÿ i âçÿòòÿ îáåðíåíîãî

µ : G×G→ G, ν : G→ G,

òîáòî
(1) µ(a, µ(b, c)) = µ(µ(a, b), c) äëÿ âñiõ a, b, c ∈ G;
(2) iñíó¹ òàêèé e ∈ G, ùî µ(e, a) = µ(a, e) = a äëÿ âñiõ a ∈ G � öåé åëåìåíò íàçèâàþòü

íåéòðàëüíèì, àáî îäèíèöåþ G;
(3) µ(a, ν(a)) = e äëÿ êîæíîãî a ∈ G, åëåìåíò ν(a) íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî a.
Òðiéêà (τ, µ, ν) çàäà¹ ñòðóêòóðó òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè íà G, ÿêùî µ, ν ¹ íåïåðåðâíèìè â

òîïîëîãi¨ τ .
Ïiäãðóïàìè òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè íàçèâàþòü çàìêíåíi ïiäãðóïè. Íåõàé G, H � òîïîëî-

ãi÷íi ãðóïè. Ãîìîìîðôiçìîì φ : G → H òîïîëîãi÷íèõ ãðóï íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèé
ãîìîìîðôiçì öèõ ãðóï.
Íåõàé äàëi G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Çðó÷íî ïîçíà÷àòè µ(a, b) = ab, ν(a) = a−1.
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Çàäà÷à 1.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ G âiäîáðàæåííÿ ëiâîãî i ïðàâîãî çñóâó La, Ra :
G → G, La(x) = ax, Ra(x) = xa, � ãîìåîìîðôiçìè G. Çîêðåìà, ñïðÿæåííÿ x 7→ a−1xa,
òîáòî êîìïîçèöiÿ La−1 ◦Ra � òàêîæ ãîìåîìîðôiçì.

Çàäà÷à 1.2. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ âçÿòòÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà ν : G→ G � ãîìåî-
ìîðôiçì G.

Çàäà÷à 1.3. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íi ãðóïè òà ¨õ íåïåðåðâíi ãîìîìîðôiçìè óòâîðþþòü
êàòåãîðiþ. Içîìîðôiçìè â öié êàòåãîði¨ � öå içîìîðôiçìè ãðóï, ÿêi òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôi-
çìàìè.

Çàäà÷à 1.4. Äîâåñòè, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
1) G ¹ T1-ïðîñòîðîì;
2) îäèíèöÿ e ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ;
3) {e} = ∩e∈V ∈τV , äå V ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ îêîëiâ e.

Çàäà÷à 1.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
1) G ¹ T2-ïðîñòîðîì;
2) {e} = ∩e∈V ∈τV , äå V ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ îêîëiâ e.

Çàäà÷à 1.6. Íåõàé b, c ∈ G i a = bc−1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó Ua iñíóþòü òàêi
îêîëè Ub i Uc òî÷îê b i c âiäïîâiäíî, òàêi, ùî UbU−1

c ⊂ Ua.

Çàäà÷à 1.7. Íåõàé V ⊂ U ⊂ G � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè, i We � îêië e òàêèé, ùî àáî
VW−1

e ⊂ U àáî W−1
e V ⊂ U . Òîäi V ⊂ Int(U).

Çàäà÷à 1.8. Äîâåñòè, ùî êîæíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ T3-ïðîñòîðîì, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî
T0, T1, àáî T2.

Çàäà÷à 1.9. Äîâåñòè, ùî êîæíà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ T4-ïðîñòîðîì, àëå íå
îáîâ'ÿçêîâî T0, T1, àáî T2.

Çàäà÷à 1.10. Äîâåñòè, ùî T1 òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ T2-ïðîñòîðîì, à îòæå óìîâè çàäà÷ 1.4
òà 1.5 åêâiâàëåíòíi.

Çàäà÷à 1.11. Äîâåñòè, ùî êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Ge îäèíèöi e â G ¹ íîðìàëüíîþ òîïî-
ëîãi÷íîþ ïiäãðóïîþ, òîáòî öå íîðìàëüíà ïiäãðóïà â G, ÿêà òàêîæ ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíî-
æèíîþ â G.

Çàäà÷à 1.12. Äîâåñòè, ùî êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi Ge îäèíèöi e â G ¹ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè G, àëå âîíà íå îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíà.

Çàäà÷à 1.13. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî (íåïåðåðâíîãî) ãîìîìîðôiçìó òîïîëîãi÷íèõ
ãðóï φ : G→ H ìà¹ìî, ùî φ(Ge) ⊂ He, à òîìó âiä iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì

φe : G/Ge → H/He.

Äîâåñòè, ùî ÿêùî φ � ñþð'¹êòèâíèé, òî φe � òàêîæ ñþð'¹êòèâíèé. Íàâåñòè ïðèêëàä, êîëè
φ � ií'¹êòèâíèé, àëå φe � íå ¹ ií'¹êòèâíèì.

Çàäà÷à 1.14. Äîâåñòè, ùî â òîïîëîãi÷íié ãðóïi G çàìèêàííÿ ïiäãðóïè ¹ ïiäãðóïîþ.

Çàäà÷à 1.15. Äîâåñòè, ùî â òîïîëîãi÷íié ãðóïi G êîæíà âiäêðèòà ïiäãðóïà ¹ çàìêíåíîþ.

Çàäà÷à 1.16. Äîâåñòè, ùî â òîïîëîãi÷íié ãðóïi G çàìèêàííÿ íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè ¹
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.
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Çàäà÷à 1.17. Äîâåñòè, ùî â òîïîëîãi÷íié ãðóïi G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó T1

1.17.1. öåíòðàëiçàòîð êîæíîãî åëåìåíòà Z(a) = {x ∈ G | ax = xa} ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðó-
ïîþ;

1.17.2. öåíòð ãðóïè Z(G) = {x ∈ G | ax = xa äëÿ âñiõ a ∈ G} ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ;
1.17.3. íîðìàëiçàòîð N(H) = {x ∈ G | xHx−1 = H} çàìêíåíî¨ ïiäãðóïè H ¹ çàìêíåíîþ

ïiäãðóïîþ;
1.17.4. êîæíà çàìêíåíà ïiäãðóïà ñêií÷åíîãî iíäåêñó âiäêðèòà;
1.17.5. ÿêùî G êîìïàêòíà, òî êîæíà âiäêðèòà ïiäãðóïà ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ;
1.17.6. çàìèêàííÿ êîìóòàòèâíî¨ ïiäãðóïè ¹ êîìóòàòèâíîþ ïiäãðóïîþ.

Êîìóòàòîð äâîõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G öå

[a, b] := aba−1b−1.

Êîìóòàíò ãðóïè - öå ïiäãðóïà ïîðîäæåíà êîìóòàòîðàìè åëåìåíòiâ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ
[G,G].

Çàäà÷à 1.18. Âiäêðèòà ïðîáëåìà: îòðèìàòè óìîâè çà ÿêèõ êîìóòàíò òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè
áóäå çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ.

Íåõàé H ⊂ G � ïiäãðóïà i p : G → G/H ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ â ìíîæèíó ïðàâèõ
(àáî ëiâèõ) ñóìiæíèõ êëàñiâ i íàäiëèìî G/H âiäïîâiäíîþ ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ.

Çàäà÷à 1.19. Íåõàé H ⊂ G � ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè i p : G→ G/H ïðèðîäíå âiä-
îáðàæåííÿ â ìíîæèíó ïðàâèõ (àáî ëiâèõ) ñóìiæíèõ êëàñiâ. Íàäiëèìî G/H âiäïîâiäíîþ
ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ.
1.19.1. Äîâåñòè, ùî p � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ.
1.19.2. G/H � T1-ïðîñòið òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè H � çàìêíåíà.

Çàäà÷à 1.20. Íåõàé φ : G→ H � ñþð'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ker(φ)

� éîãî ÿäðî i φ̂ : G/ ker(φ) ∼= H � içîìîðôiçì ãðóï, äëÿ ÿêîãî íàñòóïíà äiàãðàìà êîìóòà-
òèâíà:

G
φ //

p
$$

H

G/ ker(φ)
φ̂

::

Ïîêàçàòè, ùî φ̂ � íåïåðåðâíèé.
Çàóâàæèìî, ùî φ̂, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, à òîìó íå áóäå içîìîðôiçìîì

òîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Íàâåñòè òàêèé ïðèêëàä.

2. Äi¨ ãðóï

Íåõàé G � ãðóïà ç îäèíèöåþ e i X � ìíîæèíà. Ëiâîþ äi¹þ ãðóïè G íà X íàçèâà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿ µ : G×X → X, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

• µ(e, x) = x äëÿ âñiõ x ∈ X;
• µ(g, µ(h, x)) = µ(gh, x) äëÿ âñiõ x ∈ X i g, h ∈ G.

ßêùî ïåðåïîçíà÷èòè µ(g, x) = gx, òî öi óìîâè ïåðåïèøóòüñÿ òàê:
• ex = x äëÿ âñiõ x ∈ X;
• g(h, x) = (gh)x äëÿ âñiõ x ∈ X i g, h ∈ G.
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Àíàëîãi÷íî ïðàâà äiÿ ãðóïè G íà X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ µ : X × G → X, ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

• µ(x, e) = x äëÿ âñiõ x ∈ X;
• µ(µ(x, g), h) = µ(x, gh) äëÿ âñiõ x ∈ X i g, h ∈ G.

Âiäìiííiñòü ëiâî¨ i ïðàâî¨ äié â òîìó, ùî ïðè äi¨ äîáóòêîì gh íà x, â ëiâié äi¨, ñïî÷àòêó
çàñòîñîâó¹òüñÿ h, à ïîòiì g, à â ïðàâié � íàâïàêè, ñïî÷àòêó g, à ïîòiì h.
ßêùî G i X íàäiëåíi òîïîëîãiÿìè, â ÿêèõ µ � íåïåðåðâíå, òî äiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâ-

íîþ (âiäíîñíî äàíèõ òîïîëîãié).
ßêùî G � ãðóïà Ëi, X � ìíîãîâèä êëàñó Cr, i µ � äèôåðåíöiéîâíå êëàñó Cr, òî äiÿ

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ (êëàñó Cr).

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé µ : G × X → X � ëiâà äiÿ. Äîâåñòè, ùî òîäi ν : X × G → X,
ν(x, g) = µ(g−1, x), ¹ ïðàâîþ äi¹þ.

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé ν : X × G → X � ïðàâà äiÿ. Äîâåñòè, ùî òîäi µ : G × X → X,
µ(g, x) = ν(x, g−1), ¹ ëiâîþ äi¹þ.

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ëiâi äi¨. Íåõàé µ : G × X → X � ëiâà äiÿ. Äëÿ êîæíîãî
g ∈ G ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lg : X → X âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ Lg(x) = gx.

Çàäà÷à 2.3. Íåõàé µ : G×X → X � ëiâà äiÿ. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

2.3.1) Le = idX , Lg ◦ Lh = Lgh.
2.3.2) Ïîêàçàòè, ùî êîæíå Lg ¹ ái¹êöi¹þ.
2.3.3) ßêùî äiÿ íåïåðåðâíà, òî Lg � ãîìåîìîðôiçì X.
2.3.4) ßêùî äiÿ äèôåðåíöiéîâíà, òî Lg � äèôåîìîðôiçì êëàñó Cr.

Çàäà÷à 2.4. Íåõàé µ : G × X → X � ëiâà äiÿ. Íåõàé ΣX � ãðóïà âñiõ ái¹êöié X íà
ñåáå âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü. Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü µ̄ : G → ΣX ,
µ̄(g) = Lg � ãîìîìîðôiçì.

Çàäà÷à 2.5. Íåõàé γ : G→ ΣX äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì â ãðóïó ái¹êöié X. Äîâåñòè, ùî
òîäi âiäîáðàæåííÿ µ : G×X → X âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ µ(g, x) = γ(g)(x), ¹ ëiâîþ äi¹þ
G íà X.

Òàêèì ÷èíîì äiÿ ãðóïè íà ìíîæèíi öå òå æ ñàìå, ùî ãîìîìîðôiçì öi¹¨ äi¨ â ãðóïó
ái¹êöié X.
ßäðî ker(µ̄) íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì íååôåêòèâíîñòi äi¨ µ.

Çàäà÷à 2.6. Íåõàé µ : G×X → X � ëiâà äiÿ. Äîâåñòè ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

2.6.1) ker(µ̄) � òðèâiàëüíå;
2.6.2) µ̄ : G→ ΣX � ií'¹êòèâíèé;
2.6.3) ÿêùî gx = x äëÿ âñiõ x ∈ X, òî g = e.

Äiÿ µ íàçèâà¹òüñÿ åôåêòèâíîþ, ÿêùî âèêîíàíà îäíà ç öèõ óìîâ. Â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó µ íàçèâàþòü íååôåêòèâíîþ.

Íåõàé µ : G×X → X � ëiâà äiÿ. Òîäi

• ñòàáiëiçàòîð òî÷êè x öå ïiäìíîæèíà â ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè, ÿêi
çàëèøàþòü x ¾íà ìiñöi¿:

Gx := {g ∈ G | gx = x};
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• îðáiòà òî÷êè x öå ïiäìíîæèíà â X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îáðàçiâ òî÷êè x ïðè äi¨
åëåìåíòàìè ç G:

Ox := {gx ∈ X | g ∈ G};
• ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê åëåìåíòà g ∈ G � öå

Fix(g) := {x ∈ X | gx = x}.

Çàäà÷à 2.7. Äîâåñòè, ùî ñòàáiëiçàòîð Gx òî÷êè x ¹ ïiäãðóïîþ â G

Çàäà÷à 2.8. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî äiÿ íåïåðåðâíà, à X � õàóñäîðôîâèé, òî ñòàáiëiçàòîð Gx

êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ¹ çàìêíåíîþ ïiäãðóïîþ â G

Çàäà÷à 2.9. Íåõàé x ∈ X i g, h ∈ G. Äîâåñòè ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
2.9.1) gx = hx;
2.9.2) g−1h ∈ Gx;
2.9.3) g i h íàëåæàòü îäíîìó ëiâîìó ñóìiæíîìó êëàñó G ïî ñòàáiëiçàòîðó Gx.

Çàäà÷à 2.10. Íåõàé x ∈ X i φx : G → Ox � âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
φx(g) = gx. Ïîêàçàòè, ùî iíäóêó¹ ái¹êöiþ φ̄x : G/Gx → Ox ÿêà ðîáèòü êîìóòàòèâíîþ
òàêó äiàãðàìó:

G
φx //

p ""

Ox

G/Gx

φ̄x

<<

äå p � ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ â ìíîæèíó ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ G/Gx.

Çàäà÷à 2.11. Ïðèïóñòèìî, ùî G i X � ñêií÷åííi. Äîâåñòè, ùî òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X ìà¹ìî, ùî |G| = |Ox| |Gx|.

Çàäà÷à 2.12. Äîâåñòè, ùî îðáiòè ðiçíèõ òî÷îê àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî òîòîæíi. Ií-
øèìè ñëîâàìè êîäíà äiÿ ãðóïè âèçíà÷à¹ ðîçáèòòÿ X íà îðáiòè.

Çàçâè÷àé, ÿêùî äiÿ µ çðîçóìiëà ç êîíòåêñòó, òî ÷åðåç X/G ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòið îðáiò,
òîáòî ôàêòîð-ìíîæèíà ïî ðîçáèòòþ íà îðáiòè äi¨.

Çàäà÷à 2.13. Íåõàé x ∈ X i g ∈ G. Äîâåñòè, ùî Ggx = gGxg
−1. Çîêðåìà ñòàáiëiçàòîðè

òî÷îê, x i gx, ÿêi íàëåæàòü îäíié îðáiòi, ¹ ñïðÿæåíèìè ïiäãðóïàìè â G, à âiäîáðàæåííÿ
αg : Gx → Ggx, αg(h) = ghg−1 ¹ içîìîðôiçìîì ãðóïè Gx íà Ggx.
Íàâïàêè, ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ñòàáiëiçàòîðè Gx i Gy äåÿêèõ òî÷îê x, y ∈ X � ñïðÿæåíi,

òî öi òî÷êè íàëåæàòü îäíié îðáiòi.

Çàäà÷à 2.14. Íåõàé g, h ∈ G. Äîâåñòè, ùî Fix(ghg−1) = g(Fix(h)). Çîêðåìà, Lg iíäó-
êó¹ ái¹êöiþ Fix(h) íà Fix(ghg−1). Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî äiÿ íåïåðåðâíà, òî öÿ ái¹êöiÿ ¹
ãîìåîìîðôiçìîì.

Çàäà÷à 2.15. (Ëåìà Áåðíñàéäà) Ïðèïóñòèìî, ùî G i X � ñêií÷åííi. Äîâåñòè ùî òîäi

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G

Fix(g).

Òîáòî êiëüêiñòü îðáiò äi¨ � öå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êiëüêîñòi íåðóõîìèõ òî÷îê ïî âñiõ åëå-
ìåíòàõ ãðóïè.
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Ïiäêàçêà. Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíüòå ìíîæèíó A = {(g, x) ∈ G×X | gx = x} ⊂ G×X.
Òîäi

A = t
g∈G

g × Fix(g) = t
x∈X

Gx × x = t
O∈X/G

t
x∈O

Gx × x

çâiäêè |A| =
∑
g∈G
|Fix(g)| =

∑
x∈X
|Gx| = t

O∈X/G
t
x∈O
|Gx|. Ç òîãî, ùî ñòàáiëiçàòîðè òî÷îê

îäíi¹¨ îðáiòè ìàþòü îäíàêîâå ÷èñëî åëåìåíiâ, âèâåäiòü, ùî ïåðøà îñòàííÿ ñóìà äîðiâíþ¹
|X/G| |G|.

Çàäà÷à 2.16. Äîâåñòè ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

2.16.1) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ¨ ¨ ñòàáiëiçàòîð Gx = {e} ¾òðèâiàëüíèé¿, òîáòî ¹ îäèíè-
÷íîþ ïiäãðóïîþ;

2.16.2) ÿêùî gx = x äëÿ äåÿêîãî g ∈ G i x ∈ X, òî g = e;
2.16.3) äëÿ êîæíîãî g ∈ G, Fix(g) 6= ∅ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè g = e;
2.16.4) äëÿ êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåííÿ φx : G→ Ox, φx(g) = gx, ¹ ái¹êöi¹þ.

ßêùî âèêîíàíà îäíà ç öèõ óìîâ, òî äiÿ íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ.

Çàäà÷à 2.17. Äîâåñòè ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

2.17.1) äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X ¨õ ñòàáiëiçàòîðè Gx i Gy � ñïðÿæåíi â G;
2.17.2) äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X iñíó¹ g ∈ G òàêå, ùî y = gx;
2.17.3) äëÿ êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåííÿ φx : G→ Ox, φx(g) = gx � ñþð'¹êòèâíå.

ßêùî âèêîíàíà îäíà ç öèõ óìîâ, òî äiÿ íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ.

Ïiäìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äi¨ G àáî G-iíâàðiàíòíîþ,
ÿêùî gA = A äëÿ âñiõ g ∈ G.

Çàäà÷à 2.18. Íåõàé A ⊂ X � G-iíâàðiàíòíà ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
µ̄A : G→ ΣA, µA(g) = g|A : A→ A, � ãîìîìîðôiçì. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà

QA := {g ∈ G | ga = a äëÿ âñiõ a ∈ A}
¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â G. Îòîòîæíèòè ¨¨ ç ÿäðîì ãîìîìîðôiçìó µ̄A.

3. Ìàòðè÷íi ãðóïè íàä R

ÍåõàéM(R, n) = Rn2
� ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä R. Âîíà óòâîðþ¹ àëãåáðó

R íàä ïîëåì R âiäíîñíî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü, à òàêîæ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà
äiéñíi ÷èñëà. Îòîòîæíèìî ¨¨ ç ãëàäêèì ìíîãîâèäîì Rn2

.
Íåõàé òàêîæ E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Äëÿ ìàòðèöi A = (aij) ∈ M(R, n) íåõàé At �

òðàíñïîíîâàíà i A−1 � îáåðíåíà äî A, det(A) àáî |A| ïîçíà÷àòèìóòü âèçíà÷íèê ìàòðèöi
A, à tr(A) =

∑n
i=1 aii � ñóìà äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ A, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñëiä ìàòðèöi A.

Çàäà÷à 3.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷íèêà det : M(R, n) → R, A 7→ det(A), ¹
àíàëiòè÷íèì (çîêðåìà êëàñó C∞) ãîìîìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ (M(R, n), ∗) òà (R, ·) âiäíîñíî
¨õ ìíîæåíü. Iíøèìè ñëîâàìè, det(AB) = det(A) det(B).

Çàäà÷à 3.2. Äîâåñòè, ùî tr(AB) = tr(BA) äëÿ âñiõ A,B ∈ M(R, n). Áiëüø òîãî, ÿêùî
|A| 6= 0, òî tr(ABA−1) = tr(B).

Çàäà÷à 3.3. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ 〈·, ·〉 : M(R, n)×M(R, n)→ R, 〈A,B〉 7→ tr(ABt),
òîòîæíå iç çâè÷àéíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì â Rn2

.
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïiäãðóïè ìàòðèöü âiäíîñíî ìíîæåííÿ:
• GL(R, n) = {A ∈M(R, n) | |A| 6= 0} � âñi íåâèðîäæåíi ìàòðèöi;
• GL+(R, n) = {A ∈M(R, n) | |A| > 0} � âñi ìàòðèöi ç äîäàòíèì âèçíà÷íèêîì;
• SL(n) = {A ∈M(R, n) | |A| = 1} � ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà;
• SL±(n) = {A ∈ GL(R, n) | |A| = ±1} � öÿ ãðóïà çàçâè÷àé íå ìà¹ ñïåöiàëüíî¨ íàçâè;
• O(n) = {A ∈M(R, n) | AAt = E} � îðòîãîíàëüíà ãðóïà;
• SO(n) = {A ∈M(R, n) | AAt = E, |A| = 1} = SL(n) ∩O(n).

Çàäà÷à 3.4. Ïåðåâiðèòè, ùî âñi âêàçàíi âèùå ïiäìíîæèíè äiéñíî ¹ ãðóïàìè âiäíîñíî
ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Çàäà÷à 3.5. Ïîêàçàòè, ùî â òîïîëîãi¨ M(R, n):
• GL(R, n) i GL+(R, n) � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè, à îòæå ãëàäêi ïiäìíîãîâèäè ìíîãîâèäó
M(R, n) = Rn2

;
• GL(R, n) ìà¹ ðiâíî äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi;
• GL+(R, n) ¹ òîòîæíîþ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi, òîáòî êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi.

Çà îçíà÷åííÿì, äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ TM(R, n) ìíîãîâèäó M(R, n) = Rn2
(ÿê �â-

êëiäîâîãî ïðîñòîðó) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç Rn2 × Rn2
, à äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ TU êîæíî¨

âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂M(R, n) � îòîòîæíþ¹òüñÿ ç U ×Rn2
, Áiëüø òî÷íî, iñíó¹ ïðè-

ðîäíà ái¹êöiÿ TU = U × Rn2
i ìè ââîäèìî íà TU òîïîëîãiþ ç U × Rn2

.
Çîêðåìà, äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ TGL(R, n) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç

TGL(R, n) ≡ GL(R, n)× Rn2

.

Çàäà÷à 3.6. Ïîêàçàòè, ùî â òîïîëîãi¨ M(R, n) ãðóïà SL(n) �
3.6.1) çàìêíåíà;
3.6.2) íåêîìïàêòíà;
3.6.3) ëiíiéíî çâ'ÿçíà;
3.6.4) äîòè÷íèé ïðîñòið ãðóïè SL(n) â îäèíèöi E ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü, ÿêi ìàþòü íó-

ëüîâèé ñëiä: TESL(n) = {A ∈M(R, n) | tr(A) = 0}.

Çàäà÷à 3.7. Ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè GL(R, n) ∼= SL(n)×(R\0) ∼= SL±(n)×
(0,+∞). Çîêðåìà, âêëàäåííÿ SL(n) ⊂ GL+(R, n) òà SL±(n) ⊂ GL(R, n) ¹ ãîìîòîïi÷íèìè
åêâiâàëåíòíîñòÿìè.

Çàäà÷à 3.8. (Õàðàêòåðèçàöiÿ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü) Íåõàé A ∈M(R, n). Äîâåñòè, ùî
íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
3.8.1) A ∈ O(n), òîáòî AAt = E;
3.8.2) (Ax,Ay) = (x, y) äëÿ âñiõ x, y ∈ Rn;
3.8.3) (Ax,Ax) = (x, x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Rn.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ : Rn → R, φ(x1, . . . , xn) = x2

1 + · · ·+x2
n = (x, x). Òîäi 3.8.3) îçíà÷à¹,

ùî φ(Ax) = φ(x) äëÿ âñiõ x ∈ Rn.

Çàäà÷à 3.9. Ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ Ãðàììà-Øìiäòà, ìîæíà iíòåðïðåòó-
âàòè ÿê ñèëüíó äåôîðìàöiéíó ðåòðàêöiþ GL(R, n) íà O(n).

Iíøå äîâåäåííÿ òîãî, ùî O(n) ¹ ñèëüíèì äåôîðìàöiíèì ðåòðàêòîì ìiñòèòüñÿ â çàäà-
÷i 3.17
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Çàäà÷à 3.10. Äîâåñòè, ùî äëÿ ìàòðèöi A ∈M(R, n) íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

3.10.1) A � ñèìåòðè÷íà, òîáòî A = At;
3.10.2) (Ax, y) = (x,Ay) äëÿ âñiõ x, y ∈ Rn.

Çàäà÷à 3.11. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ìàòðèöÿ A ∈ M(R, n) � ñèìåòðè÷íà, òî ¨¨ âëàñíi çíà-
÷åííÿ ¹ äiéñíèìè i â äåÿêîì áàçèñi âîíà äiàãîíàëiçó¹òüñÿ.

Ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ A ∈M(R, n) íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî (Ax, x) > 0
äëÿ âñiõ x ∈ Rn. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A � ìíîæèíó âñiõ äîäàòíüî âèçíà÷åíèõ ìàòðèöü

Çàäà÷à 3.12. Ïîêàçàòè, ùî A � îïóêëà ïiäìíîæèíà â M(R, n), à çíà÷èòü ñòÿãóâàíà.

Çàäà÷à 3.13. Ïîêàçàòè, ùî ñèìåòðè÷íà A ∈M(R, n) ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ¨¨ âñi âëàñíi çíà÷åííÿ äîäàòíi. Çîêðåìà, òîäi A � íåâèðîäæåíà i iñíó¹ òàêà
äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ B, ùî B2 = A.

Çàäà÷à 3.14. Äîâåñòè, ùî A ∩O(n) = {E}

Çàäà÷à 3.15. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ GL(R, n), AAt � äîäàòíüî âèçíà-
÷åíà. Çîêðåìà, iñíó¹ ìàòðèöÿ B ∈ A, òàêà, ùî B2 = AAt. Ïîêàçàòè, ùî â öüîìó âèïàäêó,
B−1A � îðòîãîíàëüíà.

Çàäà÷à 3.16. (Ïîëÿðíèé ðîçêëàä íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ
çàäà÷ó 3.15 ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ GL(R, n) iñíóþòü òàêi ìàòðèöi B ∈ A
i P ∈ O(n), ùî A = BP . Áiëüø òîãî, âiäïîâiäíiñòü γ : GL(R, n)→ A×O(n), γ(A) = (B,P ),
¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Çàäà÷à 3.17. Âèâåcòè iç çàäà÷ 3.12 òà 3.16, ùî âêëàäåííÿ O(n) ¹ ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì
ðåòðàêòîì GL(R, n)

Çàäà÷à 3.18. Ïîêàçàòè, ùî â òîïîëîãi¨ M(R, n)

3.18.1) O(n) i SO(n) � êîìïàêòíi;
3.18.2) O(n) ìà¹ ðiâíî äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi;
3.18.3) SO(n) ¹ òîòîæíîþ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi O(n);
3.18.4) äîòè÷íèé ïðîñòið ãðóïè SO(n) â îäèíèöi E ñêëàäà¹òüñÿ ç êîñîñèìåòðè÷íèé ìà-

òðèöü: TESO(n) = {A ∈M(R, n) | At = −A}.

Çàäà÷à 3.19. Íåõàé A,B : (a, b)→M(R, n) � äâi êðèâi êëàñó C1. Äîâåñòè, ùî(
A(t)B(t)

)′
= A′(t)B(t) + A(t)B′(t).

Çàäà÷à 3.20. Íåõàé A ∈ M(R, n) i LA, RA : M(R, n) → M(R, n) � âiäîáðàæåííÿ ìíîæå-
ííÿ íà A ñïðàâà i çëiâà:

LA(X) = AX, RA(X) = XA.

Ïîêàçàòè, ùî äîòè÷íi âiäîáðàæåííÿ TLA, TRA : TM(R, n) → TM(R, n) çàäàþòüñÿ ôîð-
ìóëàìè:

TLA(X, V ) = (AX,AV ), TRA(X, V ) = (XA, V A),

äëÿ âñiõ X ∈M(R, n) i äîòè÷íèõ âåêòîðiâ V ∈ TXM(R, n).
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Çàäà÷à 3.21. Íåõàé A ∈ GL(R, n) i ν : M(R, n)→M(R, n), ν(A) = A−1, � âiäîáðàæåííÿ
âçÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi. Çîêðåìà, ν(E) = E, à òîìó ìà¹ìî äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ

TEν : TEGL(R, n)→ TEGL(R, n).

Ïîêàçàòè, ùî TEν(V ) = −V äëÿ âñiõ V ∈ TEGL(R, n) = Rn2
.

Ïiäêàçêà. Íåõàé êðèâà A : (−ε, ε)→ GL(R, n) çàäà¹ äîòè÷íèé âåêòîð V ∈ TEGL(R, n),
òîáòî A(0) = E i A′(0) = V . Òîäi A(t)A(t)−1 ≡ E. Ïðîäèôåðåíöiþéòå öþ òîòîæíiñòü ïî t
i ïîêëàäiòü t = 0.

Çàäà÷à 3.22. Íåõàé exp : M(R, n)→M(R, n) � âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

exp(A) =
∞∑
i=1

An

n!
= E + A+ A2

2
+ A3

3!
+ · · ·+ An

n!
+ · · ·

Ìàòðèöÿ exp(A) íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíòîþ ìàòðèöi A i òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç eA.
Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ

3.22.1) Äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A ðÿä
∑∞

i=1
An

n!
çáiãà¹òüñÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíiñòü

éîãî ÷àñòèííèõ ñóì, ÿê ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê â M(R, n) = Rn2
� çáiæíà. Òàêèì

÷èíîì exp � êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ.
3.22.2) ßêùî ìàòðèöi A,B êîìóòóþòü, òîáòî AB = BA, òî exp(A+B) = exp(A) exp(B).
3.22.3) ßêùî A � íåâèðîäæåíà, òî exp(ABA−1) = A exp(B)A−1.
3.22.4) exp(At) = (exp(A))t.

3.22.5) ßêùî A = diag(λ1, . . . , λn) � äiàãîíàëüíà, òî exp(A) = diag
(
eλ1 , . . . , eλn

)
, çîêðåìà

âîíà òåæ äiàãîíàëüíà.
3.22.6) Áiëüø çàãàëüíî, A = diag(A1, . . . , Ak) � áëî÷íî äiàãîíàëüíà, òî

exp(A) = diag
(
exp(A1), . . . , exp(A)k)

)
,

çîêðåìà âîíà òåæ áëî÷íî äiàãîíàëüíà.
3.22.7) ßêùî A � âåðõíüî (íèæíüî) òðèêóòíà, ç äiàãîíàëëþ [λ1, . . . , λn], òî exp(A) � òàêîæ

âåðõíüî (íèæíüî) òðèêóòíà, ç äiàãîíàëëþ [eλ1 , . . . , eλn ].

3.22.8) det(expA) = etr(A) äëÿ âñiõ A ∈M(R, n).
3.22.9) exp(A) � íåâèðîäæåíà äëÿ âñiõ A ∈M(R, n), òîáòî exp(M(R, n)) ⊂ GL(R, n).
3.22.10) Äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A ∈M(R, n) âiäîáðàæåííÿ φ : R→ GL(R, n),

φ(t) = exp(At) =
∞∑
i=0

An

n!
tn = E + At+ A2

2
t2 + · · ·+ An

n!
tn + · · ·

¹ àíàëiòè÷íèì ãîìîìîðôiçìîì àäèòè÷íî¨ ãðóïè (R,+) â ãðóïó GL(R, n) âiäíîñíî
ìíîæåííÿ, òîáòî φ(t+s) = ψ(t)ψ(s). Ïðè÷îìó, φ(0) = E i φ′(0) = A ∈ TEGL(R, n).

3.22.11) Íåõàé 0 ∈ M(R, n) � íóëüîâà ìàòðèöÿ. Òîäi exp(0) = E, à âiäïîâiäíå äîòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ T0 exp : T0M(R, n)→ T0M(R, n) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ T0 exp(V ) = V
äëÿ âñiõ V ∈ T0M(R, n). Çîêðåìà, exp iíäóêó¹ äèôåîìîðôiçì äåÿêîãî îêîëó 0 â
T0M(R, n) = M(R, n) = Rn2

íà äåÿêèé îêië E â GL(R, n).
3.22.12) Áiëüø çàãàëüíî, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Q : TM(R, n) → M(R, n) ×M(R, n) çà

ôîðìóëîþ
Q(A, V ) = (A, exp(V )),



10 ÑÅÐÃIÉ ÌÀÊÑÈÌÅÍÊÎ

äëÿ A ∈ M(R, n) i V ∈ TAM(R, n). Òîäi Q iíäóêó¹ äèôåîìîðôiçì äåÿêîãî îêîëó
ïiäìíîãîâèäóM(R, n)×0 (íóëüîâîãî ïåðåðiçó äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ TM(R, n))
íà îêië äiàãîíàëi ∆ = {(V, V ) | V ∈M(R, n)} â M(R, n)×M(R, n).

4. Êâàòåðíiîíè

5. Âåêòîðíi ïîëÿ íà ìíîãîâèäàõ

Çàäà÷à 5.1. Äîâåñòè, äëÿ òîâiëüíèõ Ck-ìíîãîâèäiâ (M,α), (N, β) áåç ìåæi (α, β � âiäïî-
âiäíi Ck-àòëàñè), ¨õ äîáóòîê M ×N òàêîæ ìà¹ ñòðóêòóðó Ck-ìíîãîâèäó ç àòëàñîì

α× β := {φ× ψ : U × V → Rm × Rn | (U, φ) ∈ α, (V, ψ) ∈ β},
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîïàðíèõ äîáóòêiâ êàðò ç α i β.
Ïîêàçàòè, ùî ïðè k ≥ 1 iñíó¹ êàíîíi÷íèé Ck−1 äèôåîìîðôiçì T (M ×N) ∼= TM × TN .

Íåõàé M � Ck-ìíîãîâèä i p : TM → M � äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ. Âåêòîðíå ïîëå íà
ìíîãîâèäi M � öå ïåðåðiç äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ, òîáòî âiäîáðàæåííÿ s : M → TM ,
òàêå, ùî p◦s = idM . Iíøèìè, ñëîâàìè, â êîæíié òî÷öi x ∈M âèáèðà¹òüñÿ äåÿêèé äîòè÷íèé
âåêòîð s(x) ∈ TxM .
Iíòåðïðåòàöiÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ â òåðìiíàõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. Íåõàé U ⊂ Rn � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, F : U → Rn � C1-âiäîáðàæåííÿ i

(1) ẋ = F (x)

ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàòè öþ ñèñòåìó îçíà÷à¹ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈
U íåîáõiäíî çíàéòè êðèâó γx : (−εx, εx) → U òàêó, ùî γx(0) = x i (γx)

′
t = F (γx(t)), äëÿ

äåÿêîãî εx > 0, ÿêå çàëåæèòü âiä x ∈ U .
Äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ U i δ > 0 íåõàé Kε(x) =

∏n
i=1[xi − δ, xi + δ] � êóá ç öåíòðîì â

òî÷öi x i ñòîðîíàìè ïî 2δ.
Çãiäíî çàãàëüíî¨ òåîði¨ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü i ãëàäêó çàëåæíiñòü

âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:
Òåîðåìà. ßêùî F íàëåæèòü êëàñó Ck, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíóþòü, ε, δ > 0

i ¹äèíå Ck-âiäîáðàæåííÿ Φ : Kδ(x)× [−ε, ε]→ U òàêi, ùî

(à) Kδ(x) ⊂ U ;
(á) Φ(y, 0) = y äëÿ âñiõ y ∈ Kδ(x)
(â) ∂

∂t
Φ(y, t) = F (Φ(y, t)) äëÿ âñiõ y ∈ Kδ(x), t ∈ [−ε, ε].

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ ôiêñîâàíîãî y ∈ Kδ(x) âiäîáðàæåííÿ φy : [−ε, ε] → U , φ(t) =
Φ(y, t) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ẋ = F (x), ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó φ(0) = y.
Öå òâåðäæåííÿ ìîæíà ïåðåêëàñòè íà ìîâó âåêòîðíèõ ïîëiâ.

� Òàê ÿê U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Rn, òîáòî ïiäìíîãîâèä, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ U
¨ ¨ äîòè÷íèé ïðîñòið TxU êàíîíi÷íèì ÷èíîì îòîòîæíþ¹òüñÿ ç Rn.

� Çà îçíà÷åííÿì, äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ äî U � öå îá'¹äíàííÿ äîòè÷íèõ ïðîñòîðiâ TxU
ïî âñiõ òî÷êàõ x ∈ U : TU = tx∈UTxU . Öå îá'¹äíàííÿ ìîæíà òàêîæ êàíîíi÷íèì ÷èíîì
îòîòîæíèòè ç U × Rn. Ââåäåìî íà TU òîïîëîãiþ ç U × Rn i ââàæàòèìåìî, ùî, TU ≡
U × Rn ÿê òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

� Òîäi âiäîáðàæåííÿ F : U → Rn ðàçîì ç ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ẋ = F (x)

ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïåðåðiç F̂ : U → TU = U × Rn äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ U
âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ: F̂ (x) = (x, F (x)). Ðîçâ'ÿçàòè òàêó ñèñòåìó îçíà÷à¹, ùî ÷åðåç
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êîæíó òî÷êó x ∈ U ïîòðiáíî ïðîâåñòè êðèâó γx : (−ε, ε) → U òàêó, ùî γx(0) = x i
äîòè÷íèé âåêòîð äî γx â òî÷öi γx(t) òîòîæíèé ç F̂ (γx(t)).

� Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1) òàêîæ íàçèâàþòü iíòåãðàëüíèìè êðèâèìè âåêòîðíîãî ïîëÿ F̂ .

Çàäà÷à 5.2. Íåõàé U ⊂ Rn � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, F : U → Rn � C1-âiäîáðàæåííÿ
(âåêòîðíå ïîëå íà U).

5.2.1. Íåõàé γ : (−ε, ε) → U � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 êðèâà
α : (a−ε, a+ε)→ U , α(t) = γ(t−a) òàêîæ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1), òàêèì,
ùî α(a) = γ(0).

5.2.2. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì íà äåÿêèé
ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë (a, b) ⊂ R.

5.2.3. Ïîêàçàòè, ùî îáðàçè iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ â U âåêòîðíîãî ïîëÿ F àáî íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ àáî òîòîæíi. Òàêèì ÷èíîì êîæå âåêòîðíå ïîëå íà U çàäà¹ ðîçáèòòÿ U íà
îáðàçè iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ. Öi îáðàçè íàçèâàþòüñÿ îðáiòàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ F .

5.2.4. Íåõàé Φ : Kδ(x)× [−ε, ε]→ U � âiäîáðàæåííÿ ÿê â òåîðåìi âèùå. Äîâåñòè, ùî ÿêùî
s, t ∈ [−ε, ε] òàêi, ùî s+ t ∈ [−ε, ε], òî

Φ(Φ(y, s), t) = Φ(y, s+ t).

5.2.5. Íåõàé U = tx∈U(ax, bx) ⊂ U × R � îá'¹äíàííÿ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (1). Äîâåñòè, ùî U ¹ âiäêðèòèì îêîëîì U × 0 â U × R.
Áiëüø òîãî, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Φ : U → U âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ Φ(x, t) =

γx(t), äå γx � ìàêñèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (1), òàêèé, ùî γx(0) = x, (x, t) ∈ U . Ïîêàçàòè,
Φ íàëåæèòü êëàñó Ck i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: Φ(y, 0) = y i Φ(Φ(y, s), t) = Φ(y, s + t)
ÿêùî âèçíà÷åíà ïðàâà i ëiâà ÷àñòèíè îñòàííüî¨ òîòîæíîñòi.
Öå âiäîáðàæåííÿ Φ íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì ïîòîêîì ïîëÿ F .

5.2.6. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
γ : R→ U âèçíà÷åíîãî íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié. Ïîêàçàòè, ùî Φ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî
¹äèíîãî Ck âiäîáðàæåííÿ Φ : U × R→ U , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì:
• Φ(y, 0) = y,
• Φ(Φ(y, s), t) = Φ(y, s+ t),
• ∂

∂t
Φ(y, t) = F (Φ(y, t)),

äëÿ âñiõ y ∈ U , s, t ∈ R. Äîâåñòè, ùî Φ ¹ äi¹þ ãðóïè R íà U .
Â öié ñèòóàöi¨ Φ íàçèâà¹òüñÿ (ãëîáàëüíèì) ïîòîêîì ïîëÿ F .

5.2.7. Íåõàé h : U → V � äèôåîìîðôiçì i G : V → TV � âåêòîðíå ïîëå âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ: G(h(x)) = Txh(F (x)), òîáòî âîíî ðîáèòü êîìóòàòèâíîþ òàêó äiàãðàìó:

TU
Th // TV

U

F

OO

h // V

G

OO

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â òî÷öi x ∈ U ìà¹ìî âåêòîð F (x), òî â ¨¨ îáðàçi h(x) âåêòîð
G(h(x)) ¹ îáðàçîì âåêòîðà F (x) âiäíîñíî äîòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ Txh. Â öüîìó
âèïàäêó âåêòîðíi ïîëÿ F òà G íàçèâàòèìåìî h-óçãîäæåíèìè.
Äîâåñòè, ùî ÿêùî γ : (−ε, ε)→ U � iíòåãðàëüíà êðèâà ïîëÿ F , òî h◦γ : (−ε, ε)→

V � iíòåãðàëüíà êðèâà ïîëÿ G. Iíøèìè ñëîâàìè, h ïåðåâîäèòü iíòåãðàëüíi êðèâi
âåêòîðíîãî ïîëÿ F â iíòåãðàëüíi êðèâi âåêòîðíîãî ïîëÿ G.
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5.2.8. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíi ïîëÿ F : U → TU i G : V → TV � h-óçãîäæåíi i íåõàé
Φ : U → U i Ψ : V → V � ¨õ ëîêàëüíi ïîòîêè. Äîâåñòè, ùî Ψt(y) = h ◦ Φt ◦ h−1(y)
äëÿ âñiõ (y, t) ∈ V .

5.2.9. Íåõàé h : U → U � äèôåîìîðôiçì, òàêèé, ùî F (h(x)) = Txh(F (x)) äëÿ âñiõ x ∈ U ,
òîáòî ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

TU
Th // TU

U

F

OO

h // U

F

OO

Ïîêàçàòè, ùî h ïåðåñòàâëÿ¹ iíòåãðàëüíi êðèâi ïîëÿ F .

6. Ãðóïè Ëi

Ãðóïîþ Ëi íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íó ãðóïó G, ÿêà ¹ C1-ìíîãîâèäîì i äëÿ ÿêî¨ âiäîáðà-
æåííÿ ìíîæåííÿ µ : G×G òà âçÿòòÿ îáåðíåíîãî ν : G→ G íàëåæàòü êëàñó C1.
Ñêðiçü íèæ÷å G � ãðóïà Ëi ç îäèíèöåþ e i n = dimG ÿê ìíîãîâèäó.
Äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ, ÿêà âèíèêà¹ ïðè ðîçãëÿäi ãðóïè Ëi ïîëÿãà¹ â âèâ÷åííi äîòè-

÷íîããî âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ ìíîæåííÿ:

Tµ : T (G×G) ≡ TG× TG→ TG.

Çàäà÷à 6.1. Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ïðèðîäíå âêëàäåííÿ

λ : G× TeG ≡ (0×G)× (TeG× e) ⊂ TG× TG = T (G×G).

6.1.1. Äîâåñòè, ùî êîìïîçèöiÿ

Tµ ◦ λ : G× TeG
λ−−→ T (G×G)

Tµ−→ TG

¹ äèôåîìîðôiçìîì. Çîêðåìà, äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ äî ãðóïè Ëi çàâæäè ¹ òðèâi-
àëüíèì.

6.1.2. Êîæíå âåêòîðå ïîëå F : G → TG (ÿê ïåðåðiç äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ) çàäà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿì G→ TG ∼= Rn.

Çàäà÷à 6.2. Àíàëîãi÷íî äî çàäà÷i 6.1 ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ âêëàäåííÿ

ρ : TeG×G ⊂ T (G×G),

òàêå, ùî êîìïîçèöiÿ

Tµ ◦ ρ : TeG×G ∼= TG

¹ äèôåîìîðôiçìîì.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò çàäà÷ 6.1 i 6.2 â òîìó, ùî êîæåí äîòè÷íèé âåêòîð v ∈ TgG äî
äåÿêîãî åëåìåíòà g ∈ G ¹

• îáðàçîì ¹äèíîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà l ∈ TeG ïðè äîòè÷íîìó âiäîáðàæåííi TeLg äî
ëiâîãî çñóâó íà åëåìåíò g, òîáòî v = TeLg(l), à òàêîæ
• îáðàçîì ¹äèíîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà r ∈ TeG ïðè äîòè÷íîìó âiäîáðàæåííi TeRg äî
ïðàâîãî çñóâó íà åëåìåíò g, òîáòî v = TeRg(r).
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Âåêòîðíå ïîëå F : G → TG íàçèâà¹òüñÿ ëiâî-iíâàðiàíòíèì (ïðàâî-iíâàðiàíòíèì),
ÿêùî âîíî iíâàðiàíòíå âiäíîñíî âñiõ ëiâèõ (ïðàâèõ) çñóâiâ, òîáòî äëÿ êîæíîãî g ∈ G ìà¹
ìiñöå ëiâà (ïðàâà) êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

TG
TLg // TG

G

F

OO

Lg // G

F

OO TG
TRg // TG

G

F

OO

Rg // G

F

OO

Çàäà÷à 6.3. Íåõàé F : G→ TG � âåêòîðíå ïîëå íà G i v = F (e) ∈ TeG.
6.3.1. Ïîêàçàòè, ùî F � ëiâî iíâàðiàíòíå, òîäi i òiëüêè òîäi F (g) = TLg ◦ F (e) = TLg(v)

äëÿ âñiõ g ∈ G.
6.3.2. Ïîêàçàòè, ùî F � ïðàâî iíâàðiàíòíå, òîäi i òiëüêè òîäi F (g) = TRg ◦F (e) = TRg(v)

äëÿ âñiõ g ∈ G.
6.3.3. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ái¹êöiÿ ìiæ TeG, òîáòî äîòè÷íèìè âåêòîðàìè äî e, i ìíîæèíîþ

âñiõ ëiâî-iíâàðiàíòíèõ (ïðàâî-iíâàðiàíòíèõ) âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Êîæåí C1 ãîìîìîðôiçì φ : R→ G íàçèâà¹òüñÿ îäíîïàðàìåòðè÷íîþ ïiäãðóïîþ â G.

Çàäà÷à 6.4. Íåõàé φ : R → G � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì, ÿêèé ¹ äèñåðåíöiéîâíèì â
òî÷öi t = 0. Ïîêàçàòè, ùî òîäi φ íàëåæèòü êëàñó C1 i ¹ iíòåãðàëüíîþ êðèâîþ ëþâàiíâà-
ðiàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ âåêòîðó φ′(0) ∈ TeG.

Çàäà÷à 6.5. Íåõàé F � ëiâî-iíâàðiàíòíå âåêòîðíå ïîëå, v = F (e), i φ : (−ε, ε) → G
� iíòåãðàëüíà êðèâà öüîãî ïîëÿ, òîáòî φ′(t) = F (φ(t)) äëÿ âñiõ t ∈ (−ε, ε), i òàêà, ùî
φ(0) = e.

6.5.1. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ s, t ∈ (−ε, ε) òàêèõ, ùî s + t ∈ (−ε, ε) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ φ(s+ t) = φ(s)φ(t). Iíøèìè ñëîâàìè, φ � �ëîêàëüíèé ãîìîìîðôiçì�.

6.5.2. Äîâåñòè, ùî φ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìà φ : R→ G, ÿêèé òàêîæ ¹ iíòåãðàëü-
íîþ êðèâîþ F .

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî êàíîíi÷íi ái¹êöi¨ ìiæ

• ïðîñòîðîì TeG äîòè÷íèõ âåêòîðiâ äî e;
• ìíîæèíîþ ëiâî-iíâàðiàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ;
• ìíîæèíîþ ïðàâî-iíâàðiàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ;
• ìíîæèíîþ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ïiäãðóï â G.

Êðiì òîãî, íà ìíîæèíi âåêòîðíèõ ïîëiâ iñíó¹ áiëiíiéíà êîñîñèìåòíà îïåðàöiÿ äóæêè
[·, ·], ÿêà ïåðåòâîðþ¹ öþ ìíîæèíó â àëãåáðó Ëi. Ìè îáãîâîðèìî öþ îïåðàöiþ ïiçíiøå.
Çîêðåìà, öÿ îïåðàöiÿ çàäàíà íà ëiâî-iíâàðiàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿõ, à çíà÷èòü íà äîòè-
÷íèõ âåêòîðàõ äî e. Òîìó TeG òàêîæ íàçèâàþòü àëãåáðîþ Ëi ãðóïè Ëi.
Äëÿ êîæíîãî v ∈ TeG, ïîçíà÷èìî ÷åðåç φv : R → G � âiäïîâiäíó îäíîïàðàìåòðè÷íó

ïiäãðóïó, òîáòî ãîìîìîðôiçì òàêèé, ùî (φv)
′(0) = v.

Âiäîáðàæåííÿ
exp : TeG→ G, exp(v) = φv(1),

íàçèâà¹òüñÿ åêïîíåíöiéíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè Ëi G.

Çàäà÷à 6.6. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ

6.6.1. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ s ∈ R, v ∈ TeG i t ∈ R, ìà¹ìî, ùî φsv(t) = φv(st)



14 ÑÅÐÃIÉ ÌÀÊÑÈÌÅÍÊÎ

6.6.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî v ∈ TeG îäíîïàðàìåòðè÷íó ïiäãðóïó φv : R→ G ìîæíà
âèçíà÷èòè ÿê φv(t) = exp(vt).

6.6.3. Äîâåñòè, ùî åêñïîíåíöiéíå âiäîáðàæåííÿ ¹ äèôåðåíöiéîâíèì.
6.6.4. Îá÷èñëèòè äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ äî íüîãî â 0 ∈ TeG.
6.6.5. Äîâåñòè, ùî exp iíäóêó¹ äèôåîìîðôiçì äåÿêîãî îêîëó 0 ∈ TeG íà äåÿêèé îêië

e ∈ G.

Òàêèì ÷èíîì åêñïîíåíöiéíå âiäîáðàæåííÿ ïåðåâîäèòü ïðÿìi, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç 0 ∈
TeG íà îäíîïàðàìåòðè÷íi ïiäãðóïè.

Çàäà÷à 6.7. Íåõàé f : G→ H � C1-ãîìîìîðôiçì ãðóï Ëi. Çîêðåìà, f(eG) = eH . Ïîêàçàòè,
ùî ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

TeGG
Tf //

exp

��

TeHH

exp

��
G

f // H.

Çàäà÷à 6.8. Äîâåñòè, ùî êîæíà ëîêàëüíî çâ'ÿçíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ïîðîäæó¹òüñÿ äî-
âiëüíèì îêîëîì îäèíèöi.

Çàäà÷à 6.9. Íåõàé f : G → H � C1-ãîìîìîðôiçì çâ'ÿçíèõ ãðóï Ëi. Ïîêàçàòè, ùî âií
îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ äîòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì Tef : TeGG→ TeHH.

Çàäà÷à 6.10. Íåõàé TeG = W ⊕W ′ � ðîçêëàä äîòè÷íîãî ïðîñòîðó â ïðÿìó ñóìó äâîõ
ïiäïðîñòîðiâ. Äîâåñòè, ùî òîäi âiäîáðàæåííÿ g : TeG → G, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
g(w,w′) = exp(w) exp(w), ¹ ëîêàëüíèì äèôåîìîðôiçìîì îêîëó 0 ∈ TeG íà îêië îäèíè-
öi e ∈ G.

Çàäà÷à 6.11. Íåõàé φ : U → Rn � ëîêàëüíà êàðòà îêîëó îäèíèöi e ∈ G òàêà, ùî φ(e) = 0
i V ⊂ U � âiäêðèòèé îêië e òàêèé, ùî V V ⊂ U . Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ν : φ(V )× φ(V )→ Rn, ν(x, y) = φ(φ−1(x)φ−1(y)), x, y ∈ φ(V ),

ÿêå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê �ìíîæåííÿ â ëîêàëüíié êàðòi φ�. Î÷åâèäíî, ùî ν(0, 0) = 0.
Äîâåñòè, ùî äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ

T(0,0)ν : T0Rn × T0Rn → T0Rn,

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
T(0,0)ν(u, v) = u+ v.

Iíøèìè ñëîâàìè, φ(xy) ≈ φ(x) + φ(y) + o(|φ(x)|+ |φ(x)|).

Çàäà÷à 6.12. Íåõàé H � çàìêíåíà ïiäãðóïà ãðóïè Ëi G. Äîâåñòè, ùî H ¹ ãëàäêèì
ïiäìíîãîâèäîì, à îòæå ãðóïîþ Ëi.
6.12.1. Íåõàé {}

Çàäà÷à 6.13. Íåõàé f : G→ H � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï Ëi. Ïîêàçàòè, ùî âií ¹
äèôåðåíöiéîâíèì.

7. Ìàêñèìàëüíi òîðè â êîìïàêòíèõ ãðóïàõ Ëi
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