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Ìåòà ðîáîòè

Ìåòà íàøî¨ ðîáîòè ïîëÿãàëà ó ïîðiâíÿííi ðiçíèõ ìåòîäiâ, ùî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè ïðåäñòàâëåíü àëãåáð Ëi.

Äîñëiäæóâàíèì îá'¹êòîì ¹ äiéñíi òà êîìïëåêñíi ïðîñòi

òðèâèìiðíi àëãåáðè Ëi

Çàìêíåíi ïiäçàäà÷i,ÿêi ìè ðîçâ'ÿçàëè

▶ Ïîáóäîâà âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié (ïðåäñòàâëåííÿ
âåêòîðíèìè ïîëÿìè) àëãåáðè sl(2,C).

▶ Ïîðiâíÿííÿ ðåàëiçàöié, îòðèìàíèõ ç íåçâiäíèõ çîáðàæåíü sl(2,C)
iç ðåàëiçàöiÿìè sl(2,C) îòðèìàíèìè ïðÿìèì ìåòîäîì (íàðàçi
ðîçãëÿíóòî ëèøå òðè âèïàäêè).



Àëãåáðè Ëi

▶ Îçíà÷èìî (êîìïëåêñíó) àëãåáðó Ëi ÿê íàñòóïíó ïàðó:

g = (V, [·, ·]), [·, ·] : V × V → V,

▶ V ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, dimC V = n < ∞
▶ [·, ·] : V × V → V öå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâiëüíÿ¹

òàêèì âëàñòèâîñòÿì

∀x, y, z ∈ g [x, y] = −[y, x],

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0.

▶ Íåõàé V = span{e1, . . . , en}, òîäi g ↔ ckij ∈ C, i, j, k = 1, . . . , n

[ei, ej ] =

n∑
k=1

ckijek.

Êîåôiöi¹íòè ckij íàçèâàþòü ñòðóêòóðíèìè ñòàëèìè.



Çîáðàæåííÿ òà ðåàëiçàöi¨
▶ Çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ëi g âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàñòóïíèé

ãîìîìîðôiçì àëãåáð Ëi

ϕ : g → gl(V ).

▶ Ïðè¹äíàíå çîáðàæåííÿ: Âiçüìåìî V = g, íà ÿêîìó îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ

ad: g → gl(g), adx(y) = [x, y], ∀x, y ∈ g.

▶ Ðåàëiçàöi¹þ

R : g → Vec(M),

íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçì g. Òóò M ⊂ Cm ¹ äîìåíîì,
dimCM = m òà Vec(M) ¹ ïðîñòîðîì âåêòîðíèõ ïîëiâ íà M ç
àíàëiòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ðåàëiçàöi¨ R1 : g → Vec(M1) òà R2 : g → Vec(M2) íàçèâàþòüñÿ
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ àâòîìîðôiçì A ∈ Aut(g) òà
ãîëîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ f : M1 →M2, òàêi, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî g ∈ g

R1(g) = f∗R2(Ag), f∗ : Vec(M1) → Vec(M2)



Íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ sl(2,C)

×îòèðè íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ sl(2,C):

1. ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3,

2. ∂1, x1∂1 + x2∂2,
(
x21 + x22

)
∂1 + 2x1x2∂2,

3. ∂1, x1∂1 + x2∂2, x
2
1∂1 + 2x1x2∂2,

4. ∂1, x1∂1, x
2
1∂1.

▶ Popovych R.O., Boyko V.M., Nesterenko M.O., Lutfullin M.W.,
Realizations of real low-dimensional Lie algebras, J. Phys. A 36
(2003), no. 26, 7337�7360, arXiv:math-ph/0301029

▶ Nesterenko M. O., Popovych R.O., Realizations of real unsolvable
low-dimensional Lie algebras, in Proceedings of the Third Voronoi
Conference on Analytic Number Theory and Spatial Tessellations
(September 22�28, 2003, Kyiv), arXiv:math-ph/0510015.



Ðåàëiçàöiÿ ðàíãó òðè
Ðåàëiçàöiÿ g = sl(2,C) ïîðîäæó¹òüñÿ âåêòîðíèìè ïîëÿìè Ak ∈ g, ùî
iíâàðiàíòíi âiäíîñíî äi¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè θ ãðóïè Ëi G = SL(2,C).
Âèáåðåìî åëåìåíò

G ∋ g = eiαe1eiβe2eiγe3 ,

ùî âiäïîâiäà¹ êàíîíi÷íié ôîðìi

θ(α, β, γ) = ieiβ
(
e1 + 2iγe2 + γ2e3

)
dα+ (ie2 − γe3)dβ + ie3dγ.

Ç óìîâè θ(Ak) = ek ìà¹ìî òàêó ðåàëiçàöiþ
A1 = −ie−iβ∂α − 2γ∂β + iγ2∂γ

A2 = −i∂β − γ∂γ

A3 = −i∂γ
Âîíà çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 1 íà ïîïåðåäíüîìó ñëàéäi (ðåàëiçàöiÿ
ðàíãó òðè) çà äîïîìîãîþ íàñòóïíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

x1 = γ +
e−iβ

α
, x̃2 =

e−iβ

α2
, x̃3 =

1

α
,

òà çàìiíè áàçèñó

Ã1 = iA3, Ã2 = −A2, Ã3 = −iA1.



Ðåàëiçàöiÿ ðàíãó îäèí

Ðåàëiçàöiþ
e1 = ∂1, e2 = x1∂1, e3 = x21∂1

íå ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè âèêîðèñòîâóþ÷è íåâèðîäæåíi ïåðåòâîðåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà çàìiíà

x̃i(x1) = fi(x1), i = 1, . . . ,m

ÿêà çâîäèòü äðóãèé òà òðåòié îïåðàòîðè äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó

ẽ2 =

m∑
i,j=1

ajifi∂x̃j
, ẽ3 =

m∑
i,j=1

bjifi∂x̃j
, aji, bji ∈ C

Òîäi, ç óìîâè ẽ3 = x1ẽ2, ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó ôóíêöiîíàëüíèõ
ðiâíÿíü, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ òà îäíîðiäíîþ âiäíîñíî f1, . . . , fm, ùî
ñóïåðå÷èòü íåâèðîäæåíîñòi çàìiíè.



Ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ òà ðåàëiçàöi¨

Íåõàé g ¹ àëãåáðîþ Ëi, ùî âèçíà÷åíà êîìóòàöiéíèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè

[ei, ej ] = ckijek.

ßêùî g ìà¹ ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ (ϕ(ei))
β
α = (Φi)

β
α ∈ GL(m,C),

òî íàáið äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ψi =

m∑
α=1

 m∑
β=1

(Φi)
β
αxβ

 ∂α, i = 1, . . . , n = dim g

¹ ðåàëiçàöi¹þ g.

I íàâïàêè: ðåàëiçàöiþ ç ëiíiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè çàäà¹ ìàòðè÷íå
çîáðàæåííÿ g.



Íåçâiäíi çîáðàæåííÿ sl(2,C)

sl(2,C) : [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = 2e2.

ϕ1 =


0 1 0 · · · 0
0 0 2 · · · 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 · · · 0 d
0 0 · · · 0 0

 , ϕ2 =
1

2


−d 0 . . . 0
0 −d+ 2 . . . 0
...

...
. . .

. . .

0 0 . . . d

 ,

ϕ3 =


0 0 · · · 0 0
−d 0 · · · 0 0
0 −d+ 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −1 0

 .

×è ¹ ðåàëiçàöi¨ sl(2,C), ÿêi íå ìîæíà îòðèìàòè ç ϕi?
Òàê, ðåàëiçàöiþ ðàíãó îäèí íå ìîæíà òàê îòðèìàòè.



Ðåàëiçàöi¨ ç ëiíiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ðåàëiçàöi¨ sl(2,C), ÿêi âiäïîâiäàþòü ìàòðè÷íèì çîáðàæåííÿì ϕi:

Ψ1 =

d+1∑
i=2

(i− 1)xi−1∂i, Ψ2 =
1

2

d+1∑
i=1

(−d− 2 + 2i)xi∂i,

Ψ3 =

d∑
i=1

(−d+ i− 1)xi∂i.

Íàïðèêëàä, êîëè d = 1, îòðèìó¹ìî ðåàëiçàöiþ RI :

ψ1 = x1∂2, ψ2 =
1

2
(x2∂2 − x1∂1) , ψ3 = −x2∂1.

Äëÿ d = 2 (âèïàäîê ïðè¹äíàíîãî çîáðàæåííÿ) ìà¹ìî iíøó ðåàëiçàöiþ
RII :

ψ1 = x1∂2 + 2x2∂3, ψ2 = −x3∂3 − x1∂1, ψ3 = −2x2∂1 − x3∂2.



Ïåðåòâîðåííÿ äî âiäîìî¨ ôîðìè

▶ Ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ

x̃1 =
x1
x2
, x̃2 =

1

x21
,

ðåàëiçàöiÿ RI ñïiâïàäà¹ ç âèïàäêîì 3 çi ñïèñêó íååêâiâàëåíòíèõ
ðåàëiçàöié:

Ψ̃1 = ∂1, Ψ̃2 = x1∂1 + x2∂2, Ψ̃3 = x21∂1 + 2x1x2∂2.

▶ Ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ

x̃1 =
x2 + 1

x1
− x22 + x1x3, x̃2 = x

− 1
2

1

(
x22 − x1x3

)
, x̃3 =

1

x1
.

âèðàç ðåàëiçàöi¨ RII ñïiâïàäà¹ ç òèì, ùî íàâåäåíèé ÿê âèïàäîê 2
ó ñïèñêó íååêâiâàëåòíèõ ðåàëiçàöié:

Ψ̃1 = ∂1, Ψ̃2 = x1∂1 + x2∂2, Ψ̃3 =
(
x21 + x22

)
∂1 + 2x1x2∂2.



Âèñíîâêè

▶ Îòðèìàëè ñïèñîê íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié êîìïëåêñíî¨
àëãåáðè Ëi sl(2,C).

▶ Ïðîàíàëiçóâàëè äâi ðåàëiçàöi¨, ïîáóäîâàíi ç íèçüêîâèìiðíèõ
ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü òà íàâåëè çàìiíó çìiííèõ, ÿêà çâîäèòü ¨õ
äî âiäïîâiäíèõ ïðåäñòàâíèêiâ iç çàãàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨.

Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ:

▶ Çâåñòè óñi íåçâiäíi çîáðàæåííÿ äî âiäîìèõ ðåàëiçàöié.

▶ Ñêîðèñòàòèñü àëãåáðà¨÷íèìè ìåòîäàìè äëÿ ïîáóäîâè ðåàëiçàöi¨
òà ïîðiâíÿòè ¨õ ç ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ìåòîäó.

▶ Ðîçãëÿíóòè äiéñíi ôîðìè sl(2,C), ¨õ çîáðàæåííÿ i ðåàëiçàöi¨.



Äÿêóþ çà óâàãó!
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