
Iнтерактивна параметризацiя тором
квазiкристала Фiбоначчi

KyivAcademUs 2026

Михайло О. КОРЕШКОВ, Марина О. НЕСТЕРЕНКО

Вiддiл математичної фiзики Iнституту математики НАН України
Унiверситет “Київська Школа Економiки”

6 травня 2026 р.

Корешков, Нестеренко (IМ НАНУ) KyivAcademUs 2026 6 травня 2026 р. 1 / 15



Проєктивна конструкцiя

Модельна множина Λ згiдно методу перетинiв та проєкцiй (cut and
project). [1]

Rd ||←− Rd × Rd ⊥−→ Rd

∪

L
1−1←− L̃

щiльний образ−→ L′

1 Ω ⊂ Rd – вiкно
2 L̃ ⊂ Rd × Rd – ґратка
3 Λ = Λ(Ω) = {x | x̃ ∈ L, x ′ ∈ Ω} ⊂ L – модельна множина
4 “Iррацiональна проєкцiя” π⊥(L̃) забезпечує щiльнiсть L′ у Rd ,

неперiодичнiсть.
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Рис.: Квазiкристал Фiбоначi як проєкцiя регулярної ґратки Z2 на пряму
y = 2

1+
√

5
· x з iррацiональним кутом.

Такi побудови назвемо математичним квазiкристалом.
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Математичнi квазiкристали

Математичнi квазiкристали є iдеалiзованою моделлю фiзичних
квазiкристалiв, в яких атоми та молекули замiненi точками.
За вiдкриття фiзичних квазiкристалiв — матерiалiв без
трансляцiйної симетрiї, iз “забороненою” поворотною симетрiєю та
дискретними дифракцiйними картинами – Дену Шехтману було
присуджено Нобелiвську премiю з хiмiї 2011 року.
Матерiали на основi квазiкристалiв мають унiкальнi властивостi з
точки зору мiцностi, теплопровiдностi, оптики тощо.
Математичнi моделi використовуються для обчислень та
прогнозування властивостей.
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Визначення
Множина Λ ⊂ Rd називається Делонiвською (Delone set), якщо
iснують r ,R > 0 такi, що min{∥x − y∥ : x , y ∈ Λ, y ̸= x} ≥ r та
maxx min{∥x − y∥ : y ∈ Λ} ≤ R .
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Топологiя на множинах Делоне

Λ1 та Λ2 близькi якщо

Λ1 ∩ BR ⊂ Λ2 + Bϵ

Λ2 ∩ BR ⊂ Λ1 + Bϵ

Chabauty topology, Fell topology, Hausdorff distance.
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Визначення (Локальна оболонка)

X (Λ) = {t + Λ : t ∈ Rd}

Замикання орбiти Λ вiдносно топологiї на множинах Делоне.

Lemma (Твердження)
Якщо C ∈ X (Λ), то

∀R : ∃s, t ∈ Rd : (C − t) ∩ BR = (Λ− s) ∩ BR ,

тобто будь-який локальний патерн C можна знайти в Λ з точнiстю до
зсуву. Кажуть, що C та Λ локально еквiвалентнi чи локально
нерозрiзненнi (LI). X (Λ) називають класом локальної еквiвалентностi.

Теорема
X (Λ) - компакт [2]
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Рис.: Замощення Пенроуза – приклад декорацiї квазiкристала.

Локальна оболонка замощення Пенроуза мiстить всi можливi
замощення площини, породженi цими десятьма плитками.
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Парметризацiя тором

Λ = Λ(W ) = {x ∈ L : x ′ ∈W } = πphys(L̃ ∩ π−1
int (W )),

Λ(a,b) = a+ Λ(−b +W ) = {x + a : x ∈ L, x ′ + b ∈W }.

(a, b)L = {(a′, b′) | Λ(a′,b′) = Λ(a,b)}.

Теорема

X (Λ) параметризується тором Rd/Zd однозначно майже всюди (torus
parametrization). [3]

Бо L̃ – це решiтка.
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Iнтерактивна демонстрацiя параметризацiї тором

https://github.com/mkrooted256/fibonacci-torus-notebook/
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Застосування

Приклад: потенцiал квазiкристала як локальна функцiя вiдносно X (Λ).

Рис.: Сума 7 пласких хвиль навколо
(2, 2)

Рис.: Дискретне перетворення Фур’є
(gaussian mask, log scale)

Корешков, Нестеренко (IМ НАНУ) KyivAcademUs 2026 6 травня 2026 р. 11 / 15



Подальшi напрямки дослiдження
Побудова та обчислення конкретних локальних функцiй.
Теорiя L2 функцiй на торi як модель локальних функцiй.
Застосування Фур’є аналiзу на торi для наближення локальних
функцiй.
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Подяки

Проєкт 2025.07/0405 “Алгебраїчнi методи дослiдження рiвнянь
математичної фiзики” реалiзується завдяки грантовiй пiдтрим-
цi Нацiонального фонду дослiджень України. Змiст, висвiтле-
ний в цiй роботi, може не спiвпадати з поглядами Нацiонально-
го фонду дослiджень України i є виключною вiдповiдальнiстю
Iнституту математики НАН України.
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