
Вiзуалiзацiя локальної оболонки одновимiрного квазiкристала

Михайло Корешков, Марина Нестеренко

Вiддiл математичної фiзики Iнституту математики НАН України, Київ, Україна
Унiверситет “Київська Школа Економiки”, Київ, Україна

Мiжнародна конференцiя молодих математикiв
4 червня 2026 р.

Корешков, Нестеренко (IМ НАНУ) ICYM 2026 4 червня 2026 1 / 22



Кристалографiчнi симетрiї

Рис. 1: Кристалографiчнi ґратки у 3D
(Bravais lattice on wiki)

Ґратка Браве Γ ⊂ Rd

Rd/Γ – компактна топологiчна група.
Γ = Zb1 ⊕ Zb2 ⊕ · · · ⊕ Zbd .
b1, . . . , bn лiнiйно незалежнi.
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Кристалографiчнi симетрiї

Нехай S ⊂ Rd .
t ∈ Rd - перiод S , якщо t + S = S .

Точкову множину S називають кристалографiчною,
якщо її перiоди утворюють ґратку Браве.

Теорема (“Кристалографiчне обмеження” — The crystallographic restriction)

Нехай Γ ⊂ Rd - кристалографiчна точкова множина, R ∈ O(d) - ортогональний
оператор, що переводить Γ в себе (RΓ = Γ).

Тодi оператор R має скiнченний перiод k, (R)k = id .

При чому для розмiрностi d = 1 маємо k ∈ {1, 2},
для розмiрностей d = 2 та d = 3 маємо k ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.
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Дифракцiя (довiдково)

Рис. 2: Дифракцiя на ґратцi (з wiki)

Ґратка як набiр паралельних шарiв. Bragg’s Law.

nλ = 2d sin θ, (|k⃗| = λ)

Гребiнець Дiрака

ω = ωΓ =
∑
x∈Γ

δx

Автокореляцiя (функцiя Патерсона)

γω := lim
r→∞

1
vol(Br (0))

∑
x,y∈Γ∩Br (0)

δx−y =
∑
z∈∆

ν(z)δz

Дифракцiйний малюнок γ̂ω — iнтенсивнiсть
перетворення Фур’є, перетворення Фур’є
автокореляцiї.

Корешков, Нестеренко (IМ НАНУ) ICYM 2026 4 червня 2026 4 / 22

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=17543875


Дифракцiя на ґратцi (довiдково)

Нехай Γ — ґратка

∆ = Γ− Γ = Γ

γω =
1

det(b1, b2, . . . , bd)

∑
x∈Γ

δx

Дуальна ґратка

Γ∗ = {y ∈ Rd | ∀x ∈ Γ: x · y = 0}

Iнтерпретацiя через пласкi хвилi

Ak(r) = e2πk·r

∀r ∈ Γ, k ∈ Γ∗ : Ak(r) = 1

Наслiдок формули сумування Пуасона

ω̂ =
∑̂
x∈Γ

δx = d
∑
y∈Γ∗

δy

Дифракцiйний малюнок

γ̂ω = d2
∑
y∈Γ∗

δy

Дискретна множина пiкiв на дуальнiй
ґратцi.

Визначення (наївне визначення)

Кристал – структура iз дискретним дифракцiйним малюнком
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Дискретна дифракцiя без кристалографiчної симетрiї

Рис. 3: 8-симетричне замощення
Ammann-Beenker. Не має кристалографiчної
симетрiї. [1, p. 3]

Рис. 4: Дифракцiйний малюнок
8-симетричного замощення Ammann-Beeker.
Розмiр дискiв пропорцiйний iнтенсивностi пiку.
Зображено пiки iнтенсивностi бiльше за 0.1%
центрального. [1, p. 3]
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Майже перiодичнi функцiї

Cума хвиль iз iррацiональними частотами. Найпростiша конструкцiя:

f (x) = sin(x) + sin(τx) =

u(x , y)|y=τx = sin(x) + sin(y)|y=τx

f (x) = u(x , y)|y=τx = sin(x) + sin(y)|y=τx

Рис. 5: Графiк u(x, y)
Рис. 6: Графiк f (x)
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Конструкцiя cut-and-project

Модельна множина Λ згiдно методу перетинiв та проєкцiй (cut and project). [2]

Rd ||←− Rd × Rd ⊥−→ Rd

∪

L
1−1←− L̃

щiльний образ−→ L′

1 Ω ⊂ Rd – вiкно
2 L̃ ⊂ Rd × Rd – ґратка
3 Λ = Λ(Ω) = {x | x̃ ∈ L, x ′ ∈ Ω} ⊂ L – модельна множина
4 “Iррацiональна проєкцiя” π⊥(L̃) забезпечує щiльнiсть L′ у Rd , неперiодичнiсть.

За умови правильного вибору вiкна Ω, таку конструкцiю назвемо математичним
квазiкристалом.
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Рис. 7: Проєкцiя ґратки на пiдпростiр пiд
iррацiональним кутом.

Рис. 8: Проєкцiя ґратки на пiдпростiр пiд
рацiональним кутом. Модельна множина стає
перiодичною.
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Квазiкристал Фiбоначi

Рис. 9: Квазiкристал Фiбоначi як проєкцiя регулярної ґратки Z2 на пряму y = 2
1+

√
5
· x iз

iррацiональним кутом.
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Фiзичнi квазiкристали

Математичнi квазiкристали є iдеалiзованою моделлю фiзичних квазiкристалiв,
в яких атоми та молекули замiненi точками.

За вiдкриття фiзичних квазiкристалiв було присуджено Нобелiвську премiю з
хiмiї 2011 року.

Матерiали на основi квазiкристалiв мають унiкальнi властивостi з точки зору
мiцностi, теплопровiдностi, оптики тощо.

Математичнi моделi використовуються для обчислень фiзичних характеристик
та прогнозування властивостей.

Функцiї, якi поважають структуру квазiкристала (локальнi функцiї)
вiдповiдають полям фiзичних величин у квазiкристалi.
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Топологiя точкових множин

Визначення

Множина Λ ⊂ Rd називається Делонiвською (Delone set), якщо iснують r ,R > 0
такi, що min{∥x − y∥ : x , y ∈ Λ, y ̸= x} ≥ r та maxx min{∥x − y∥ : y ∈ Λ} ≤ R.

Модельнi множини є Делонiвськими.

Делонiвськi множини Λ1 та Λ2 близькi якщо

Λ1 ∩ BR ⊂ Λ2 + Bϵ

Λ2 ∩ BR ⊂ Λ1 + Bϵ

Chabauty topology, Fell topology, Hausdorff distance.

Рис. 10: Топологiя на множинах Делоне.
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Локальна оболонка

Визначення (Локальна оболонка)

X (Λ) = {t + Λ : t ∈ Rd}

Замикання орбiти Λ вiдносно топологiї на множинах Делоне.

Lemma (Твердження)

Якщо C ∈ X (Λ), то

∀R : ∃s, t ∈ Rd : (C − t) ∩ BR = (Λ− s) ∩ BR ,

тобто будь-який локальний патерн C можна знайти в Λ з точнiстю до зсуву.
Кажуть, що C та Λ локально еквiвалентнi чи локально нерозрiзненнi (LI). X (Λ)
називають класом локальної еквiвалентностi.

Теорема
X (Λ) - компакт [3]
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Зв’язок iз замощеннями

Рис. 11: Двi реалiзацiї замощення Пенроуза, елементи локальної оболонки. Згенеровано з
допомогою [4]

Локальна оболонка замощення Пенроуза мiстить всi можливi замощення площини,
породженi цими десятьма плитками.
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Замощення Фiбоначi

Рис. 12: Замощення, що вiдповiдають квазiкристалу Фiбоначi. (а) Сусiднi плитки мають рiзнi
кольори. (б) Плитки розфарбованi за типом (довжиною).
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Парметризацiя тором

x̃ ∈ L̃, x = πphys(x̃), x ′ = πint(x̃)

Λ = Λ(W ) = {x ∈ L : x ′ ∈W } = πphys(L̃ ∩ π−1
int (W )),

Λ(a,b) = a+Λ(−b +W ) = {x + a : x ∈ L, x ′ + b ∈W }.

(a, b)L = {(a′, b′) | Λ(a′,b′) = Λ(a,b)}.

Теорема

X (Λ) параметризується тором Rd/Zd однозначно
майже всюди (torus parametrization). [5]

Нагадування: L̃ – це решiтка.
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Iнтерактивна демонстрацiя параметризацiї тором

https://github.com/mkrooted256/fibonacci-torus-notebook/
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Застосування

Приклад: потенцiал квазiкристала як локальна функцiя вiдносно X (Λ).

Рис. 13: Сума 7 пласких хвиль навколо (2, 2)

Рис. 14: Дискретне перетворення Фур’є (gaussian
mask, log scale)
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Подальшi напрямки дослiдження

Побудова та обчислення конкретних локальних функцiй.

Теорiя L2 функцiй на торi як модель локальних функцiй.

Застосування Фур’є аналiзу на торi для наближення локальних функцiй.
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Подяки

Проєкт 2025.07/0405 “Алгебраїчнi методи дослiдження рiвнянь математи-
чної фiзики” реалiзується завдяки грантовiй пiдтримцi Нацiонального фон-
ду дослiджень України. Змiст, висвiтлений в цiй роботi, може не спiвпадати
з поглядами Нацiонального фонду дослiджень України i є виключною вiд-
повiдальнiстю Iнституту математики НАН України.
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