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Кристалографiчнi симетрiї

Рис.: Кристалографiчнi ґратки у 3D
(Bravais lattice on wiki)

Ґратка Браве Γ ⊂ Rd

Rd/Γ – компактна топологiчна
група.
Γ = Zb1 ⊕ Zb2 ⊕ · · · ⊕ Zbd .
b1, . . . , bn лiнiйно незалежнi.

t ∈ Rd - перiод S ⊂ Rd , якщо
t + S = S .
Точкову множину S називають
кристалографiчною, якщо її
перiоди утворюють ґратку
Браве.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Bravais_lattice


Теорема (the crystallographic restriction)

Нехай S ⊂ Rd - кристалографiчна точкова множина, R ∈ O(d) -
ортогональний оператор, що переводить S в себе (RS = S).
Тодi перiод R скiнченний, при чому для d = 1 маємо k ∈ {1, 2}, для
d = 2 та d = 3 маємо k ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.
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Дифракцiя

Рис.: Дифракцiя на ґратцi (з wiki)

Ґратка як набiр паралельних
шарiв. Закон Бреґа (Bragg’s
Law).

nλ = 2d sin θ, (|k⃗ | = λ)

Дуальна ґратка

Γ∗ = {y ∈ Rd | x · y = 0∀x ∈ Γ}

Ak(r) = e2πk·r

∀r ∈ Γ, k ∈ Γ∗ : Ak(r) = 1

Якщо Γ - ґратка, то

∆ = Γ− Γ = Γ
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=17543875


Гребiнець Дiрака
ω = ωΓ =

∑
x∈Γ

δx

Автокореляцiя (функцiя Патерсона)

γω := lim
r→∞

1
vol(Br (0))

∑
x ,y∈Γ∩Br (0)

δx−y =
∑
z∈∆

ν(z)δz

γω = d
∑
x∈Γ

δx , d = dens(Γ) =
1

det(b1, b2, . . . , bd)

Формула сумування Пуасона∑̂
x∈Γ

δx = d
∑
y∈Γ∗

δy
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Дифракцiйний малюнок (iнтенсивнiсть перетворення Фур’є =
перетворення Фур’є автокореляцiї)

γ̂ω = d2
∑
y∈Γ∗

δy

Дискретна множина пiкiв на дуальнiй ґратцi.

Визначення (iнтуїтивне наївне визначення)
Кристал – структура iз дискретним дифракцiйним малюнком
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Рис.: 8-симетричне замощення Ammann-Beenker [1, p. 3]
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Рис.: Дифракцiйний малюнок 8-симетричного замощення Ammann-Beeker. Розмiр
дискiв пропорцiйний iнтенсивностi пiку. Зображено пiки iнтенсивностi бiльше за
0.1% центрального.
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1 Порядок 8 поворотної симетрiї свiдчить про некристалографiчну
симетрiю, але дифракцiйний малюнок все ще дискретний.

2 Множина пiкiв – щiльна.

Визначення (iнтуїтивне визначення майже перiодичностi)
Дискретна множина називається майже перiодичною, якщо вона має
дискретний дифракцiйний малюнок (γ̂(Λ)), або нетривiальну
дискретну компоненту дифракцiйного малюнка.
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Проєктивна конструкцiя

Метод перетинiв та проєкцiй (cut and project). Модельнi множини
(model sets). [2]

Rd ||←− Rd × Rp ⊥−→ Rp

∪

L
1−1←− L̃

щiльний образ−→ L′

1 Ω ⊂ Rp – вiкно
2 L̃ ⊂ Rd × Rp – ґратка (коренева ґратка)
3 Λ = Λ(Ω) = {x | x̃ ∈ L, x ′ ∈ Ω} ⊂ L – модельна множина
4 “Iррацiональна проєкцiя” π⊥(L̃) забезпечує щiльнiсть L′ у Rp,

неперiодичнiсть.
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Рис.: Квазiкристал Фiбоначi як проєкцiя регулярної ґратки Z2 на пряму
y = 2

1+
√

5
· x з iррацiональним кутом.
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Типова конструкцiя
1 Ґратка (регулярна чи коренева) L̃ у просторi вищої розмiрностi.
2 Гiперплощина L, на яку iзометрично проєктуватиметься ґратка –

це простiр квазiкристала.
3 Вiкно Ω перпендикулярно до гiперплощини, яке фiльтруватиме

точки ґратки. Часто беруть проєкцiю фундаментальної областi
ґратки на перпендикулярний простiр.
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Iнша iнтерпретацiя – замощення, декорування Λ. Замiсть проєкцiї
точок, проєктуються цiлi d-вимiрнi гранi гiперкубiв чи d-полiгони,
натягнутi на кореневу систему.
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Два розфарбування проєкцiї граней ґратки на простiр квазiкристалу
Фiбоначi. Зв’язок замощення iз проєкцiєю точок.

Рис.: Колiр сумiжних граней рiзний. Рис.: Колiр граней залежно вiд типу.

Cut and Project Tiling by Grant Glouser:
https://gglouser.github.io/cut-and-project-tiling/
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https://gglouser.github.io/cut-and-project-tiling/


Коренева ґратка An

An = {x ∈ Zn+1 | x1 + x2 + · · ·+ xn+1 = 0}
Примiтивнi коренi An: ei − ej , i ̸= j , де ei - стандартний базис Rn+1.

Рис.: Коренева ґратка A2 ([3])
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Проєкцiя комiрок Делоне кореневої ґратки A4 на площину дає
замощення Тюбiнгена, що має 5-симетрiю.

Рис.: Замощення Тюбiнгена з n = 4 (згенеровано за допомогою ПЗ Greg Egan,
https://www.gregegan.net/APPLETS/31/31.html)
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https://www.gregegan.net/APPLETS/31/31.html


Майже перiодичнi функцiї

Iнший погляд на квазiкристал – сума хвиль iз iррацiональними
частотами. Найпростiша конструкцiя:

f (x) = sin(x) + sin(τx) =

u(x , y)|y=τx = sin(x) + sin(y)|y=τx
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f (x) = u(x , y)|y=τx = sin(x) + sin(y)|y=τx

Рис.: Графiк u(x , y)
Рис.: Графiк f (x)
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Квазiкристал як сума хвиль

f (r) =
∑N

i=1 sin(2πr⃗ · k⃗i ), k⃗i =

(
cos 2πi

N
sin 2πi

N

)

Рис.: Сума 7 пласких хвиль навколо
(2, 2)

Рис.: Дискретне перетворення Фур’є
(gaussian mask, log scale)
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1 7-кратна симетрiя (та 14-кратна)
2 Неперiодичнiсть вiдносно трансляцiй
3 Дискретний дифракцiйний малюнок навiть на вiдстанi вiд осi

симетрiї
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Сума N хвиль як проєкцiя

Нехай x⃗ ∈ RN , An(x⃗) = cos 2πxn – набiр N перпендикулярних пласких
хвиль. Визначимо площиину L = span(eu, ev ), де

eu =
(
cos 2π

N cos 2π·2
N · · · cos 2π·N

N

)
ev =

(
sin 2π

N sin 2π·2
N · · · sin 2π·N

N

)
Обмежимо A(x⃗) =

∑N
n=1 An(x⃗) на площину L.

A(x⃗)|L =
N∑

n=1

cos (2πx(u, v) · en) =
N∑

n=1

cos

(
2π

(
cos

2πn
N

u + sin
2πn
N

v

))

=
N∑
i=1

sin(2πr⃗ · k⃗i ) = f (u, v)
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Перетин площин ґратки

Технiка вiзуалiзацiї перетину площини L iз площинами ґратки ZN .
A(x⃗) =

∑N
n=1⌊sinπxn + 1⌋ mod 2

Рис.: Слiд перетину площини L iз площинами 5-вимiрної ґратки Z5, центрований
навколо (0.9, 0.9).
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Проєктування гiперкубiв

Будуємо квазiкристал (замощення) проєктуючи вершини (гранi)
гiперкуба ZN на площину L, якщо вони лежать у вiкнi Ω. Вiкно –
проєкцiя [0, 1]N на L⊥.
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Методи проєктування гiперкубiв

1 Перебiр точок на площинi, пошук найближчих центрiв гiперкубiв
2 Пошук у ширину на точках ґратки
3 Лiнiйне програмування
4 Обчислення проєкцiї гiперкуба на перпендикулярний простiр

(опукла оболонка проєкцiй вершин) [4]
5 Пошук найближчого гiперкуба до слiду на площинi [3]
6 “multigrid” [5]
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Точка перетину не завжди лежить у проєкцiї гранi гiперкуба.
Орiєнтацiя гiперкуба складна.

Рис.: Приклад проєкцiї для Z5 ґратки
[3]

Рис.: Проєкцiя усiх граней
вiдповiдних найближчих гiперкубiв
[3]
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Локальна оболонка. Клас локальної нерозрiзненостi (local
indistinguishability).
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Визначення
Множина Λ ⊂ Rd називається Делонiвською (Delone set), якщо
iснують r ,R > 0 такi, що min{∥x − y∥ : x , y ∈ Λ, y ̸= x} ≥ r та
maxx min{∥x − y∥ : y ∈ Λ} ≤ R .

Визначення (LI-клас (описово))
Делонiвськi множини A,B локально нерозрiзненi, якщо
∀x ∈ A, r > 0 : ∃t ∈ Rd : t + (A ∩ Br (x)) = B ∩ Br (T (x)), де t дiє як
трансляцiя. [1]
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Топологiя на множинах Делоне

Λ1 та Λ2 близькi якщо

Λ1 ∩ BR ⊂ Λ2 + Bϵ

Λ2 ∩ BR ⊂ Λ1 + Bϵ

Chabauty topology, Fell topology, Hausdorff distance.
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Визначення (Локальна оболонка)

X (Λ) = {t + Λ : t ∈ Rd}

Теорема
X (Λ) - компакт [6]

Теорема

X (Λ) параметризується тором Rd/Zd однозначно майже всюди (torus
parametrization). [7]

Замикання орбiти. Iснування нових граничних точок пов’язане iз
дискретним дифракцiйним малюнком квазiкристала.
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Наступнi кроки
1 Дискретна топологiя
2 Пiдняття функцiй на X (Λ) (вiдповiдно, на Rd/Zd), локальнi

вiдносно Λ функцiї
3 L2(X (Λ)) та Фур’є-аналiз локальних функцiй
4 Технiки обчислення коефiцiєнтiв Фур’є-розкладу
5 Чисельнi експерименти
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