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Représentations des groupes de Lie et des algebres de Lie de dimension
infinie.

Mesures quasi-invariantes sur les groupes de dimension infinie.

Représentations des groupes des tresses et des groupes quantiques.

Construction des facteurs. Produit croisé d’une algebre de von Neumann
par un groupe qui n’est pas localement compact.

X. Résumé.

Il est bien connu qu’il n’y pas d’approche générale a la construction des
représentations des groupes topologiques de dimension infinie. Nous
essayons de construire I’analogue de la représentation réguliere qui est
un outil puissant pour I'étude des représentations des groupes localement
compacts.

Soit G' est un groupe non localement compact et dense dans un autre
groupe topologique G. Soient R; et L; les actions & gauche et & droite du
groupe G sur G. On regarde les ensembles de mesures G—quasi invariantes

sur G :
M3(G, G)={p| p* ~p, t e G}, SM(G, G)={u|p> Ly, teG},
ES(G, G) = {u| pest G — S — ergodique},
PMRG, G) = "M(G, G)(MR(G, @),

ou S = Rou S = L. On définit 'analogue de la représentation réguliere a
droite du groupe G dans H, = Lo(G, 1) de la maniere habituelle. Je travaille
sur la conjecture suivante:

1. La représentation T™* . G — U(H),) est irréductible si et seulement
sip € LME(G, GYNERG, G).

2. Soient THm et TRH2 deux représentations irreductibles alors T ~
TH#2 i et seulement si pit ~ pg, t € G.

Remarque. Il est possible d’interchanger R et L.

Dans [54] j’ai construit I’analogue de la représentation réguliere a droite
du groupe B} des matrices triangulaires supérieures d’ordre infini et des
mesures [l = Qg<nfly,,, produit de gaussiennes sur le groupe BY des toutes
les matrices triangulaires supérieures. Dans ce cas la conjecture a été formulée



par R.S.Ismagilov (1985) et je I’ai demontré pour des mesures, produit de
gaussiennes dans [6], [8] et pour des mesures, produit de nongaussiennes dans
[15].

Pour le groupe des diffeomorphismes d’un intervalle je 'ai de-
montré dans [9] . La représentation réguliere a gauche pour le groupe des
diffeomorphismes du cercle a été construite par M.P.Malliavin et P.Malliavin
(référence [20] dans [9]). Dans [9] j'ai demontrée la reductibilité de cette
représentation. Plus précisément j’ai prouvé que la commutant de la représen-
tation a gauche est engendrée par le groupe abélien des rotations a droite.
La décomposition de la représentation a gauche donne une famille a deux
paramétres (I'un entier, 'autre réel positif) de représentation irréductibles
deux a deux non isomorphes. Pour le group de Bott-Virassoro, ’extension
centrale du groupe des diffeomorphismes d'un cercle, la représentation réguliere
a gauche THH a été construite avec R.Léandre (Nancy, France) dans [22].
Nous avons demontré la reductibilité de cette représentation. La decompo-
sition de la représentation T5* donne une famille 4 trois paramétres (I'un
réel positif, deux autres entiers) des représentations irréductibles deux a deux
non isomorphes.

La construction suivante est plus générale. Soit o : G — Aut(X) est
une action mesurable du group G sur un espace mesurable (X, ), ou u
est une mesure sur X. Si u* ~ p pour tout t € G on peut construire la
représentation 7~ : G — U(L*(X,du)) du groupe G dans l'espace H =
L2(X, dy) par la formule naturelle (72~ £)(z) = (dp(a; () /du(z)) V2 f (o] ).
On note a(G) = {g € Aut(X) | {g, ¢} = e Vt € G}.

On peut généraliser la conjecture d’Ismagilov:

La représentation 7*** : G — U(L*(X,du)) est irreductible si et seule-
ment si

1) p? L p Vg € a(G)\{e},

2) la mesure p est G-ergodique.

J’ai demontré cette conjecture pour le groupe nilpotent de dimension
infinie G = BY, certain espace X = G,,,\ BY, ot G,,, m € N est un sougroupe
de B et des mesures, produit de gaussiennes sur X dans [20],[21],[23]. Pour
le groupe résoluble Borelian de dimension infinie G = Bor}), certain espace
X =G, \ BY, ot G,, est un sous-groupe de Bor" et des mesures, produit
de gaussiennes sur X dans [26],[58]. Pour le groupe G = SLy(200,R) =
lim SL(2n—1,R), certain sous-espace X de ’espace Mat(oo, R) et pour des
mesures, produit de gaussiennes sur X je I’ai demontré dans [25],[32].
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Dans [31] nous avons construit la représentation quasi-réguliére du
groupe B} (F,) des toutes les matrices triangulaires supérieures d’ordre infinie
a coefficient dans le corps finiIF,, et nous avons établi le critére d’irréductibilité
et d’equivalence de la représentation construite. Le pheénomene nouveau est
decouvert, c’est-a-dire la conjecture d’Ismagilov n’est pas valable dans
le cas du corps fini. Certains conditions naturelles (suplementaires & 1) et
2)) apparaissent: 3) la projection de la mesure iniciale sur la ligne arbitraire
ne dois pas étre equivalent d la produit infinie des mesures invariantes sur la
meéme ligne.

Un autre theme de recherche est celui des algebres de von Neu-
mann et des facteurs. Les algebres de von Neumann engendrées par la
représentation réguliere d’'un groupe de dimension infinie donnent des ex-
emples de facteurs de type I, II ou III (selon les propriété de la mesure puy
considérée). Pour un groupe des matrices triangulaires supérieures d’ordre
infini BY) on obtient le type I si aucune action & gauche n’est admissible pour
la mesure [8]. Dans un travail avec R.Zekri (Marseille, France), nous avons
démontré que, si toutes les action a gauche sont admissibles ’algebre de von
Neumann est un facteur sous certains conditions techniques sur la mesure
sipug ~ ppou @ : BY — BN ®(x) =271 [10, 14, 18, 48].

Nous avons trouvé que ce facteur est du type III; dans le cas du
groupe B (resp. BZ ) voir [35] (resp. [30] en collaboration avec I.Dynov
(Bonn, Allemagne)) si la mesure correspondante 1, est ergodique.

Dans [13] j’ai trouvé la condition d’equivalence des mesures p;, sur le
groupe B par rapport & 'application ® : BY — BN,

La suite de ce travail consiste en I’étude des produits croisés d’algebres
de von Neumann par des groupes de dimension infinie. Ces produits croisés
peuvent étre definis d’une facon analogue au cas localement compact, en
utilisant la représentation réguliere construite dans [6] et [8].

En ce qui concerne la theorie de la représentation de groupes de
tresses et de groupes quantiques nous avons construit dans [33] en collab-
oration avec S.Albeverio (Bonn, Allemagne) la famille a [”T“} +1 paramétres
de représentations irréductibles du group de tresses Bs en dimension quel-
conque n € N en utilisant ¢g—déformation du triangle de Pascal. Cette con-
struction generalise en particuliere les resultats de S.P. Humphries (2000),
I. Tuba et H. Wenzl (2001), E. Ferrand (2005). Il existe une connection
surprenante [34] entre les représentations mentionnées de Bs et les modules
du plus haut poids du groupe quantique U,(sl,) qui est la déformation a
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un-paramétre de I’algebre envéloppente U (sl,) de 'algebre de Lie sl,.

Nous projetons également 1’étude des groupes de dimension infinie sur un
corps p—adique, avec en particuliere la construction d’une mesure de Haar
sur le groupe.
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