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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Роботу присвячено розвитку теорiї квазiдифе-
ренцiальних операторiв i її застосуванням до деяких класiв диферен-
цiальних операторiв з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах, а саме,
операторiв Штурма–Лiувiлля та двочленних операторiв довiльного по-
рядку.

В класичнiй теорiї Штурма–Лiувiлля коефiцiєнти диференцiального
виразу вважаються неперервними функцiями. Її основнi положення за-
лишаються в силi за умови iнтегровностi коефiцiєнтiв за Лебегом. Проте
цi умови не охоплюють деякi важливi математичнi моделi, якi з’явились
у фiзицi в минулому сторiччi. У роботах фiзикiв було поставлено зада-
чi, пов’язанi з вивченням операторiв, породжених виразом Шрьодiнге-
ра з кулонiвським потенцiалом, потенцiалом, що є дельта-функцiєю або
довiльною мiрою Радона. Отриманi тут результати систематизованi i
пiдсумованi в монографiях Альбеверiо та iн. 1, 2 та вiдображенi в їх
бiблiографiї, що мiстить кiлька сот робiт.

Подальший iстотний розвиток цього напрямку в одновимiрному ви-
падку пов’язано з роботами Савчука i Шкалiкова 3, 4.

На скiнченному iнтервалi J ними було розглянуто вираз Шрьодiнге-
ра

l(y) = −y′′(t) + q(t)y(t), t ∈ J , (1)

за умови
q = Q′, Q ∈ L2 (J ,C) ,

де похiдна функцiї Q розумiється в сенсi узагальнених функцiй.
Використовуючи знайдену ними нетривiальну регуляризацiю фор-

мального диференцiального виразу (1) за допомогою квазiпохiдних, во-
ни визначили вiдповiднi оператори як квазiдиференцiальнi. Це дозволи-
ло їм, зокрема, дати опис самоспряжених розширень мiнiмального си-

1Solvable models in quantum mechanics / S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Höegh-
Krohn, H. Holden. – Providence, RI : AMS Chelsea Publishing, 2005. – 488 p.

2Albeverio S. Singular perturbations of differential operators / S. Albeverio,
P. Kurasov. – Cambridge : Cambridge University Press, 2000. – 429 p. – (London
Mathematical Society Lecture Note Series; 271.)

3Савчук А. М. Операторы Штурма–Лиувилля с сингулярными потенциа-
лами / А. М. Савчук, А. А. Шкаликов // Матем. Заметки. – 1999. – Т. 66,
№ 6. – С. 897–912.

4Савчук А. М. Операторы Штурма–Лиувилля с потенциалами-
распределениями / А. М. Савчук, А. А. Шкаликов // Труды Моск.
мат. об-ва. – 2003. – Т. 64. – С. 159–212.
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метричного оператора в рамках пiдходу Глазмана–Крейна–Наймарка та
отримати достатнi умови рiвномiрної резольвентної апроксимацiї введе-
них ними операторiв операторами того ж класу, зокрема, диференцiаль-
ними.

Представляє iнтерес подальший розвиток цього плiдного пiдходу i
розповсюдження його на iншi важливi класи диференцiальних виразiв,
зокрема, такi, як повнi вирази Штурма–Лiувiлля та двочленнi диферен-
цiальнi вирази високого порядку.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконувалася в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi
нелiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом дослiджень в рамках
науково-дослiдної теми "Методи нелiнiйного аналiзу та їх застосування
до теорiї диференцiальних рiвнянь i задач математичної фiзики". Номер
державної реєстрацiї 0106U000513.

Мета i завдання дослiдження.
Метою дослiдження дисертацiйної роботи є розвиток сучасної тео-

рiї квазiдиференцiальних операторiв, побудова регуляризацiї за допо-
могою спецiальним чином пiдiбраних квазiпохiдних деяких класiв ди-
ференцiальних операторiв з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах
та розвиток на цiй основi теорiї таких операторiв.

Об’єктом дослiдження є загальнi квазiдиференцiальнi оператори до-
вiльного порядку, оператори Штурма–Лiувiлля та двочленнi диферен-
цiальнi оператори високого порядку з узагальненими функцiями в кое-
фiцiєнтах.

Предметом дослiдження є неперервна залежнiсть розглянутих опе-
раторiв вiд параметра, опис самоспряжених, максимальних дисипатив-
них i максимальних акумулятивних крайових задач, а також узагальне-
них резольвент симетричного мiнiмального оператора на основi концеп-
цiї просторiв граничних значень.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи теорiї
операторiв, функцiонального аналiзу та теорiї диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи,
що виносяться на захист, є новими i полягають у такому:

1. Знайдено достатнi умови рiвномiрної резольвентної апроксимацiї
загальних квазiдиференцiальних операторiв довiльного порядку
операторами того ж класу, зокрема, диференцiальними.

2. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних ди-
сипативних та максимальних акумулятивних розширень, а та-
кож узагальнених резольвент мiнiмального квазiдиференцiально-
го оператора в симетричному випадку.



3

3. Знайдено регуляризацiю повного виразу Штурма–Лiувiлля з син-
гулярними комплексними коефiцiєнтами за допомогою квазiпохiд-
них Шина–Цеттла.

4. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апроксимацiї
регуляризованих операторiв звичайними диференцiальними.

5. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних ди-
сипативних та максимальних акумулятивних розширень мiнiмаль-
ного симетричного оператора Штурма–Лiувiлля та його узагаль-
нених резольвент.

6. Знайдено регуляризацiю двочленного диференцiального виразу
високого порядку з сингулярним комплексним потенцiалом за до-
помогою квазiпохiднихШина–Цеттла i достатнi умови рiвномiрної
резольвентної апроксимацiї регуляризованих операторiв.

7. Встановлено параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних
дисипативних та максимальних акумулятивних розширень симет-
ричного мiнiмального двочленного диференцiального оператора
та його узагальнених резольвент.

Результати пп. 4, 5 є новими i для диференцiального виразу (1).
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика
їх отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi ди-
ференцiальних операторiв з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах,
зокрема, при з’ясуваннi їх спектральних властивостей.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану до-
слiдження i постановка задач належать науковому керiвнику – докто-
ру фiзико-математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Ключовi
результати дисертацiї отримано спiльно з ним. Iншi результати роботи
отримано автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдались та обговорювались на:

– семiнарi з функцiонального аналiзу Iнституту математики НАН
України (керiвники семiнару – академiк НАН України Ю. М. Бе-
резанський, член-кореспондент НАН України М. Л. Горбачук, член-
кореспондент НАН України Ю. С. Самойленко);

– Дванадцятiй мiжнароднiй конференцiї iменi академiка М. Кравчу-
ка, Київ, 15-17 травня 2008 року.

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї „Современные проблемы мате-
матики, механики и их приложений”, Москва, МГУ, 30 березня – 2 квiтня
2009 року;



4

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї „Analytic methods of mechanics
and complex analysis”, Київ, 29 червня – 5 липня 2009 року;

– Українському математичному конгресi - 2009 (до 100-рiччя вiд дня
народження М. Боголюбова), Київ, Iнститут математики НАН України,
27-29 серпня 2009 року;

– Тринадцятiй мiжнароднiй конференцiї iменi академiка М. Кравчу-
ка, Київ, 13-15 травня 2010 року;

– Мiжнароднiй конференцiї
”
Mathematics and life sciences:

possibilities, interlacements and limits“, Київ, 5-8 серпня 2010 року.
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано

в дванадцяти наукових працях, з яких п’ять є статтями у виданнях,
що належать до перелiку ВАК’у фахових наукових видань [1–5], а сiм
опублiковано в матерiалах шести мiжнародних наукових конференцiй
[6–12].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з пе-
релiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку
використаних джерел, що налiчує 86 найменувань. Повний обсяг роботи
складає 130 сторiнок друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано
мету та завдання дослiдження, коротко викладено змiст основної части-
ни роботи та наукову новизну одержаних результатiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено огляд лiтератури
за її темою.

У другому роздiлi дисертацiї вивчається питання резольвентної ап-
проксимацiї загальних квазiдиференцiальних операторiв.

Квазiдиференцiальнi оператори вперше було введено в роботах
Д. Шина5. Потiм цi результати були доопрацьованi в роботi А. Цеттла6

та в монографiї Еверiтта i Маркуса7 (див. також цитованi там роботи).
В пiдроздiлi 2.1 наведено означення квазiпохiдних Шина–Цеттла,

введено квазiдиференцiальнi оператори довiльного порядку i сформу-
льовано теорему про умови симетричностi мiнiмального оператора.

5Шин Д. О квазидифференциальных операторах в гильбертовом простран-
стве / Д. Шин // Матем. сборник. – 1943. – Т. 13(55), № 1. – С. 39–70.

6Zettl A. Formally self-adjoint quasi-differential operators / A. Zettl //Rocky
Mountain J. Math. – 1975. – V. 5, № 3. – P. 453–474.

7Everitt W. N. Boundary Value Problems and Symplectic Algebra for Ordinary
Differential and Quasi-differential Operators / W. N. Everitt, L. Markus. –
Providence, RI: Amer. Math. Soc., 1999. – 187 p.
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Нехай m ∈ N i на скiнченному iнтервалi J := (a, b) задано квадратну
матрицю A комплекснозначних функцiй (ak,s) розмiру m×m таку, що

1) ak,s = 0 майже скрiзь на J , s > k + 1;
2) ak,s ∈ L1 (J ,C) , ak,k+1 6= 0 майже скрiзь на J ,
k = 1, 2, ...,m, s = 1, 2, ..., k + 1.

(2)

Така матриця-функцiя називається матрицею Шина–Цеттла i визна-
чає квазiпохiднi функцiї y(x) ∈ Dom(A) порядкiв k ≤ m :

D[0]y := y,

D[k]y := a−1k,k+1(t)

(
(D[k−1]y)′ −

k∑
s=1

ak,s(t)D
[s−1]y

)
, k = 1, 2, ...,m− 1,

D[m]y :=

(
(D[m−1]y)′ −

m∑
s=1

am,s(t)D
[s−1]y

)
.

Область визначення квазiпохiдних Dom(A) є частиною множини
AC(J ,C), а саме:

Dom(A) :=
{
y
∣∣∣D[k]y ∈ AC(J ,C), k = 0,m− 1

}
.

Звiдси випливає, що D[m]y ∈ L1(J ,C).
Квазiдиференцiальний вираз l(y) порядку m визначається як

l(y) := imD[m]y. (3)

Цей вираз породжує в гiльбертовому просторi L2(J ,C) з нормою ‖·‖2
максимальний квазiдиференцiальний оператор

Lmax : y → l(y),

Dom(Lmax) =
{
y ∈ Dom(A)

∣∣∣D[m]y ∈ L2(J ,C)
}
.

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як звужен-
ня оператора Lmax на множину

Dom(Lmin) :=
{
y ∈ Dom(Lmax)

∣∣∣D[k]y(a) = D[k]y(b) = 0, k = 0,m− 1
}
.
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Такий квазiдиференцiальний оператор є широким i змiстовним уза-
гальненням диференцiального, що залежить лише вiд m + 1 функ-
цiональних коефiцiєнтiв, в той час, як квазiдиференцiальний – вiд
1
2 (m2 + m) + m − 1 коефiцiєнтiв виразу. Якщо ж коефiцiєнти ak,s є до-
статньо гладкими, то квазiдиференцiальнi оператори вироджуються в
диференцiальнi.

Визначимо поряд з виразом (3) формально спряжений до l(y) вираз
l+(y). Формально спряжена (спряжена за Лагранжем) до A матриця-
функцiя A+ визначається за формулою

A+ := −Λ−1m ATΛm,

де AT — комплексно спряжена до транспонованої матрицi A,

Λm :=


0 0 . . . 0 −1
0 0 . . . 1 0
...

...
...

...
...

0 (−1)m−1 . . . 0 0
(−1)m 0 . . . 0 0

 .

Легко бачити, що Λ−1m = (−1)m−1Λm.
Тому можна визначити вiдповiднi квазiпохiднi Шина–Цеттла, що по-

значаються D{0}y,D{1}y, ..., D{m}y, з областю визначення

Dom(A+) :=
{
y
∣∣∣D{k}y ∈ AC(J ,C), k = 0,m− 1

}
.

Вiдповiдно, сам спряжений вираз визначається як l+(y) := imD{m}y.
Позначимо через L+

max i L+
min породженi ним максимальний i мiнi-

мальний оператори в просторi L2(J ,C). В роботi Цеттла6 доведено, що
оператори Lmin, L+

min, Lmax, L+
max щiльно заданi i замкненi в просторi

L2(J ,C), L∗min = L+
max, L∗max = L+

min.
В пiдроздiлi 2.3 дослiджується питання резольвентої апроксимацiї

квазiдиференцiальних операторiв операторами того ж класу, зокрема,
диференцiальними з гладкими коефiцiєнтами.

Розглянемо на скiнченному iнтервалi J сiм’ю матриць-функцiй
A(·; ε) := (aij(·; ε)), що задовольняють умови (2). Вiдповiднi їм квазi-
похiднi будемо позначати через D[0]

ε y,D
[1]
ε y, ..., D

[m]
ε y. Вони породжують

сiм’ю квазiдиференцiальних виразiв lε(y) вигляду (3).
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В гiльбертовому просторi L2 (J ,C) такi вирази при кожному ε по-
роджують оператори Lεmin, L

ε
max. Нехай матрицi α(ε), β(ε) ∈ Cm×m, а

вектори

Yε(a) := {D[0]
ε y(a), D[1]

ε y(a), . . . , D[m−1]
ε y(a)} ∈ Cm,

Yε(b) := {D[0]
ε y(b), D[1]

ε y(b), . . . , D[m−1]
ε y(b)} ∈ Cm.

Задамо для кожного фiксованого значення ε оператори

Lεy = lε(y),

Dom(Lε) = {y ∈ Dom (Lεmax)|α(ε)Yε(a) + β(ε)Yε(b) = 0} .

Очевидно, що

Lεmin ⊂ Lε ⊂ Lεmax, ε ∈ [0, ε0].

Будемо позначати через ρ(L) резольвентну множину оператора L та
позначимо R(·; ε) := A(·; ε)−A(·; 0).

Теорема 2.5. Нехай резольвентна множина граничного квазiдифе-
ренцiального оператора ρ(L0) непорожня i при ε→ 0+ виконанi умови:
1) Задовольняється одна з чотирьох (нееквiвалентних мiж собою)
умов:

(α) ‖R(·; ε)‖1 = O(1);

(β) ‖
t∫
a

R(s; ε)ds ·R(t; ε)‖1 → 0;

(γ) ‖R(t; ε) ·
t∫
a

R(s; ε)ds‖1 → 0;

(∆) ‖
t∫
a

R(s; ε)ds ·R(t; ε)−R(t; ε) ·
t∫
a

R(s; ε)ds‖1 → 0;

2) ‖
t∫
a

R(s; ε)ds‖C → 0;

3) α(ε)−→α(0), β(ε)−→β(0),
де ‖ · ‖C – норма в просторi C(J ,C).
Тодi оператори Lε збiгаються до оператора L0 в сенсi рiвномiрної ре-
зольвентної збiжностi.
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Доведення теореми 2.5 грунтується на глибоких результатах робiт
А. Ю. Левiна8,9 i В. А. Михайлеця та Н. В. Реви10.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню випадку формально само-
спряжених квазiдиференцiальних виразiв.

В цьому роздiлi ми припускаємо, що матриця Шина–Цеттла фор-
мально самоспряжена, тобто A = A+. Тодi, очевидно, вiдповiдний ква-
зiдиференцiальний вираз є формально самоспряженим, тобто

l(y) = l+(y).

В роботi Цеттла6 доведено, що оператор Lmin = L+
min є симетричним

в просторi L2 (J ;C) з iндексом дефекта (m,m) i L∗min = Lmax, L
∗
max =

Lmin.
Отже, змiстовним є питання про опис всiх його самоспряжених, мак-

симальних дисипативних i максимальних акумулятивних розширень.
Для параметризацiї цих розширень будемо використовувати теорiю

просторiв граничних значень.
Теорема 3.3.Нехайm = 2n, n ∈ N. Позначимо через Γ[1], Γ[2] лiнiйнi

вiдображення з Dom(Lmax) в C2n такi, що

Γ[1]y := i2n


−D[2n−1]y(a),

...,
(−1)nD[n]y(a),
D[2n−1]y(b),

...,
(−1)n−1D[n]y(b)

 , Γ[2]y :=


D[0]y(a),

...,
D[n−1]y(a),
D[0]y(b),

...,
D[n−1]y(b)


Тодi трiйка (C2n,Γ[1],Γ[2]) є простором граничних значень симетрич-
ного оператора Lmin.

8Левин А. Ю. Предельный переход для несингулярных систем Ẋ = An(t)X
/ А. Ю. Левин // Докл. АН СССР. – 1967. – Т. 176, № 4. – С. 774–777.

9Левин А. Ю. Вопросы теории обыкновенного линейного дифференциаль-
ного уравнения. I / А. Ю. Левин // Вестник Ярославского университета. –
1973. – Вып. 5. – С. 105–132.

10Михайлец В. А. Предельный переход в системах линейных дифференци-
альных уравнений / В. А. Михайлец, Н. В. Рева // Доповiдi НАН України. –
2008. – № 8. – С. 28–30.



9

Теорема 3.4. Нехай m = 2n + 1, n ∈ N. Позначимо через Γ[1],Γ[2]

лiнiйнi вiдображення з Dom(Lmax) в C2n+1 такi, що

Γ[1]y := i2n+1



−D[2n]y(a),
...,

(−1)nD[n+1]y(a),
D[2n]y(b),

....,
(−1)n−1D[n+1]y(b),

αD[n]y(b)+
+βD[n]y(a)


, Γ[2]y :=



D[0]y(a),
...,

D[n−1]y(a),
D[0]y(b),

...,
D[n−1]y(b),
γD[n]y(b)+

+δD[n]y(a)


,

де числа α = 1, β = 1, γ = (−1)n
2 + i, δ = (−1)n+1

2 + i.

Тодi трiйка (C2n+1,Γ[1],Γ[2])є простором граничних значень симет-
ричного оператора Lmin.

За допомогою знайдених нами просторiв граничних значень можна,
зокрема, дати опис самоспряжених розширень мiнiмального квазiдифе-
ренцiального оператора.

Теорема 3.6. Для будь-якого унiтарного оператора K в просторi
Cm звуження LK оператора Lmax на множину функцiй, що задоволь-
няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(K − I) Γ[1]y + i (K + I) Γ[2]y = 0, (4)

є самоспряженим розширенням оператора Lmin. Навпаки, для будь-
якого самоспряженого розширення L̃ оператора Lmin iснує унiтарний
оператор K в просторi Cm такий, що L̃ = LK . Вiдповiднiсть мiж
унiтарними операторами {K} i розширеннями {L̃} є бiєктивною.

З урахуванням теореми 2.4 ця параметризацiя є не лише бiєктивною,
але також i неперервною.

Теорема 3.7. Самоспряженi розширення LKj оператора Lmin збiга-
ються до самоспряженого розширення LK в сенсi рiвномiрної резоль-
вентної збiжностi,∥∥∥(LK − λ)

−1 −
(
LKj
− λ
)−1∥∥∥→ 0, j →∞, Imλ 6= 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi унiтарнi оператори Kj збiгаються
за нормою до оператора K. Тому вiдображення

K → (LK − λ)
−1
, Imλ 6= 0,
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є при кожному фiксованому λ ∈ C \ R гомеоморфiзмом.
Для операторiв парного порядку в роботi описано самоспряженi роз-

ширення оператора Lmin, заданi роздiленими крайовими умовами.
Теорема 3.8. У випадку m = 2n крайовi умови (4), що визнача-

ють самоспряженi розширення LK оператора Lmin є роздiленими то-
дi i тiльки тодi, коли унiтарна матриця K має блочно-дiагональний
вигляд

K =

(
Ka 0
0 Kb

)
,

де Ka,Kb ∈ Cn×n.
Аналогiчнi результати отримано для максимальних дисипативних i

максимальних акумулятивних розширень (теореми 3.9 – 3.19).
Параметричний опис всiх узагальнених резольвент оператора Lmin

дає така теорема.
Теорема 3.20. 1) Кожна узагальнена резольвента Rλ оператора

Lmin в пiвплощинi Imλ < 0 задається формулою Rλh = y, де y — роз-
в’язок крайової задачi вигляду

l(y) = λy + h,

(K(λ)− I) Γ[1]f + i (K(λ) + I) Γ[2]f = 0.

Тут h(x) ∈ L2(J ,C) i K(λ) — регулярна в нижнiй пiвплощинi опера-
торна функцiя в просторi Cm така, що ||K(λ)|| ≤ 1.

2) У пiвплощинi Imλ > 0 кожна узагальнена резольвента оператора
Lmin задається формулою Rλh = y, де y — розв’язок крайової задачi
вигляду

l(y) = λy + h,

(K(λ)− I) Γ[1]f − i (K(λ) + I) Γ[2]f = 0.

Тут h(x) ∈ L2(J ,C) i K(λ) — регулярна у верхнiй пiвплощинi опера-
торна функцiя в просторi Cm така, що ||K(λ)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними функ-
цiями K(λ) є бiєктивною.

Четвертий та п’ятий роздiли мiстять найбiльш iстотнi, з точки зору
можливих застосувань, результати дисертацiї. Вони стосуються опера-
торiв, породжених диференцiальними виразами з узагальненими функ-
цiями в коефiцiєнтах. Основою для цих результатiв є результати роздiлiв
2 i 3.

В четвертому роздiлi дисертацiї вивчаються оператори, породженi
виразами Штурма–Лiувiлля

l(y) = −(py′)′(t) + q(t)y(t), t ∈ J , (5)
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з коефiцiєнтами

q = Q′, 1/p,Q/p,Q2/p ∈ L1(J ,C), (6)

де похiдна розумiється в сенсi узагальнених функцiй.
В пiдроздiлi 4.1 наводиться регуляризацiя цих виразiв за допомогою

некласичних квазiпохiдних. Введемо квазiпоходнi:

D[0]y = y,

D[1]y = py′ −Qy,

D[2]y = (D[1]y)′ +
Q

p
D[1]y +

Q2

p
y.

За умов (6) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вiдповiдна їм матриця
Шина–Цеттла має вигляд

A(t) :=

(
Q
p

1
p

−Q
2

p −Qp

)
∈ L1(J ,C2×2).

Тодi, оскiльки коефiцiєнти квазiпохiдних задовольняють умови (2),
вираз (5) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

l[y] := −D[2]y.

Згiдно з наведеними вище результатами для загального квазiдифе-
ренцiального оператора, вираз l[y] породжує максимальний квазiдифе-
ренцiальний оператор Lmax та мiнiмальний квазiдиференцiальний опе-
ратор Lmin у гiльбертовому просторi L2(J ,C).

Приклади показують, що в загальному випадку Dom(Lmax) мо-
же складатися лише з негладких функцiй. Зокрема, можливо, що
Q ∈ BV (J ) i

∀ [α, β] ⊂ J Dom(Lmax)
⋂
C1([α, β]) = {0} , x ∈ [α, β].

Якщо ж коефiцiєнти в (5) задовольняють умови

q, 1/p ∈ L1 (J ,C) ,

то введенi оператори Lmax, Lmin спiвпадають з класичними операторами
Штурма–Лiувiлля. Якщо p(·) ≡ 1 i q ∈ L2 (J ,C), то

Dom(Lmax) = W 2
2 (J ,C) ⊂ C1 (J ,C) .
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Розглянемо вираз l+(y) = −(py′)′(t)+q(t)y(t), де риска над символом
позначає комплексне спряження. Легко перевiрити, що вiн є формально
спряженим до (5). Позначимо через L+

max i L+
min вiдповiдно максималь-

ний та мiнiмальний оператори, породженi l+(y) у просторi L2(J ,C).
Теорема 4.1. Оператори Lmin, L+

min, Lmax, L+
max замкненi i щiльно

заданi в просторi L2(J ,C),

L∗min = L+
max, L∗max = L+

min.

У випадку, коли p i Q є дiйсними функцiями, оператор Lmin = L+
min є

симетричним з iндексом дефекта (2, 2), i

L∗min = Lmax, L∗max = Lmin.

Пiдроздiл 4.2 присвячено дослiдженню важливого питання резоль-
вентної апроксимацiї введених нами операторiв Штурма–Лiувiлля.

Розглянемо сiм’ю виразiв lε(y) вигляду (5) з коефiцiєнтами

pε, qε = Q′ε, ε ∈ [0, ε0],

що задовольняють умови (6).
За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

A(·; ε) :=

(
Qε/pε 1/pε
−Q2

ε/pε −Qε/pε

)
∈ L1(J ,C2×2) (7)

та квазiпохiднi D[0]
ε y,D

[1]
ε y,D

[2]
ε y. За допомогою наведеної вище регуля-

ризацiї визначимо квазiдиференцiальнi вирази lε[y] := −D[2]
ε y.

В гiльбертовому просторi L2(J ,C) цi вирази породжують оператори
Lεmin, L

ε
max для кожного ε. Нехай матрицi α(ε), β(ε) ∈ C2×2, а вектори

Yε(a) :=
{
y(a), D[1]

ε y(a)
}
, Yε(b) :=

{
y(b), D[1]

ε y(b)
}
∈ C2.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення ε
визначаються оператори

Lεy = lε[y], Dom(Lε) = {y ∈ Dom (Lεmax)|α(ε)Yε(a) + β(ε)Yε(b) = 0} .

Очевидно, що Lεmin ⊂ Lε ⊂ Lεmax, ε ∈ [0, ε0].
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Теорема 4.3. Нехай резольвентна множина ρ(L0) непорожня i для
ε→ 0+ виконуються умови:

(1) ‖1/pε‖1 = O(1), ‖Qε/pε‖1 = O(1), ‖Q2
ε/pε‖1 = O(1);

(2) ‖
t∫
a

(1/pε − 1/p0)ds‖C → 0;

(3) ‖
t∫
a

(Qε/pε −Q0/p0)ds‖C → 0;

(4) ‖
t∫
a

(Q2
ε/pε −Q2

0/p0)ds‖C → 0;

(5) α(ε)→ α(0), β(ε)→ β(0).

Тодi оператори Lε збiгаються до оператора L0 в сенсi рiвномiрної
резольвентної збiжностi.

Твердження теореми 4.3 є новим i для випадку p(·) ≡ 1. Воно iстотно
покращує результат роботи3.

В пiдроздiлi 4.3 окремо розглядається випадок, коли функцiї p, Q i,
вiдповiдно, q = Q′ є дiйсними. В цьому випадку вираз l[y] є формально
самоспряженим, а мiнiмальний оператор Lmin є симетричним.

Тому можна застосувати до нього нашi попереднi результати для за-
гальних симетричних квазiдиференцiальних операторiв. Зокрема, трiй-
ка (C2,Γ1,Γ2), де Γ1,Γ2 — лiнiйнi вiдображення з Dom(Lmax) у C2 такi,
що

Γ1y :=
(
D[1]y(a),−D[1]y(b)

)
, Γ2y := (y(a), y(b)) , (8)

є простором граничних значень для оператора Lmin Штурма–Лiувiлля
з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах.

В роботi отримано бiєктивнi i неперервнi параметризацiї його само-
спряжених, максимальних дисипативних i максимальних акумулятив-
них розширень та бiєктивну параметризацiю узагальнених резольвент,
аналогiчнi наведеним в теоремах 3.6–3.20 з Γ1,Γ2, що заданi формулами
(8). Вони є новими i для випадку p(·) ≡ 1.

В п’ятому роздiлi дисертацiї дослiджуються оператори, породженi
на скiнченному iнтервалi J формальним диференцiальним виразом

l(y) = imy(m)(t) + q(t)y(t), t ∈ J , m ≥ 3, (9)



14

де q — комплекснозначна функцiя, що задовольняє умову

q = Q′, Q ∈ L1 (J ;C) . (10)

Через сингулярнiсть коефiцiєнта такi вирази не можуть бути визна-
ченi традицiйним чином. В роботi запропоновано регуляризацiю виразу
l(y) за допомогою квазiпохiдних. Вона наведена в пiдроздiлi 5.1.

Введемо послiдовно квазiпохiднi:

D[k]y(t) := y(k)(t), k = 0,m− 2,

D[m−1]y(t) := y(m−1)(t) + i−mQ(t)y(t),

D[m]y(t) := (D[m−1]y(t))′ − i−mQ(t)D[1]y(t).

За умов (10) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла.
Тому вираз (9) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

l[y] := imD[m]y.

Як i в загальному випадку, квазiдиференцiальний вираз l[y] по-
роджує максимальний квазiдиференцiальний оператор Lmax та мiнi-
мальний квазiдиференцiальний оператор Lmin в гiльбертовому просторi
L2(J ,C).

Якщо потенцiал в (9) задовольняє умову

q ∈ L1 (J ,C) ,

то оператори Lmax, Lmin спiвпадають зi звичайними диференцiальними
операторами.

Розглянемо вираз l+(y) = imy(m)(t)+q(t)y(t), де риска над символом
позначає комплексне спряження. Легко перевiрити, що вiн є формально
спряженим до (9). Позначимо L+

max i L+
min вiдповiдно максимальний та

мiнiмальний оператори, породженi l+(y) у просторi L2(J ,C).
Теорема 5.1. Оператори Lmin, L+

min, Lmax, L+
max замкненi i щiльно

заданi в просторi L2(J ,C),

L∗min = L+
max, L∗max = L+

min.

У випадку, коли q є дiйсною функцiєю, оператор Lmin = L+
min є симет-

ричним з iндексом дефекта (m,m), i

L∗min = Lmax, L∗max = Lmin.
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Пiдроздiл 5.2 присвячено дослiдженню резольвентної апроксимацiї
введених нами операторiв.

Розглянемо сiм’ю виразiв lε(y) вигляду (9) з коефiцiєнтами

qε = Q′ε ∈ L1 (J ,C) , ε ∈ [0, ε0].

За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

A(·; ε) :=



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0

−i−mQ(·; ε) 0 0 . . . 0 1
0 i−mQ(·; ε) 0 . . . 0 0

 ∈ L1(J ,Cm×m)

(11)
та вiдповiднi їм квазiпохiднi D[0]

ε y,D
[1]
ε y, ..., D

[m]
ε y. За допомогою вище-

наведеної регуляризацiї визначимо вирази lε(y) як квазiдиференцiальнi
lε[y] := imD

[m]
ε y.

В гiльбертовому просторi L2(J ,C) цi вирази породжують оператори
Lεmin, L

ε
max для кожного ε. Нехай матрицi α(ε), β(ε) ∈ Cm×m, а вектори

Yε(a) := {D[0]
ε y(a), D[1]

ε y(a), . . . , D[m−1]
ε y(a)} ∈ Cm,

Yε(b) := {D[0]
ε y(b), D[1]

ε y(b), . . . , D[m−1]
ε y(b)} ∈ Cm.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення ε
визначаються оператори

Lεy = lε[y], Dom(Lε) = {y ∈ Dom (Lεmax)|α(ε)Yε(a) + β(ε)Yε(b) = 0} .

Очевидно, що Lεmin ⊂ Lε ⊂ Lεmax, ε ∈ [0, ε0].
Теорема 5.2. Нехай резольвентна множина ρ(L0) непорожня i для

ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖
t∫
a

(Qε(s)−Q0(s))ds‖C → 0;

2) α(ε)→ α(0), β(ε)→ β(0).

Тодi оператори Lε збiгаються до оператора L0 в сенсi рiвномiрної
резольвентної збiжностi.
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Умова ‖Qε − Q0‖1 → 0, ε → 0+, очевидно, достатня для виконання
умови 1).

В пiдроздiлi 5.3 розглядається випадок, коли функцiї Q i, вiдповiдно,
q = Q′ є дiйсними. В цьому випадку вираз l[y] є формально самоспря-
женим, i, вiдповiдно, мiнiмальний оператор Lmin є симетричним.

Нехай Γ1,Γ2 — лiнiйнi вiдображення з Dom(Lmax) в Cm такi, що:
при m = 2n, n ≥ 2,

Γ1y := i2n


−D[2n−1]y(a),

...,
(−1)nD[n]y(a),
D[2n−1]y(b),

...,
(−1)n−1D[n]y(b)

 , Γ2y :=


D[0]y(a),

...,
D[n−1]y(a),
D[0]y(b),

...,
D[n−1]y(b)

 , (12)

а при m = 2n+ 1, n ∈ N,

Γ1y := i2n+1



−D[2n]y(a),
...,

(−1)nD[n+1]y(a),
D[2n]y(b),

....,
(−1)n−1D[n+1]y(b),

αD[n]y(b)+
+βD[n]y(a)


, Γ2y :=



D[0]y(a),
...,

D[n−1]y(a),
D[0]y(b),

...,
D[n−1]y(b),
γD[n]y(b)+
+δD[n]y(a)


, (13)

де числа α = 1, β = 1, γ = (−1)n
2 + i, δ = (−1)n+1

2 + i.
Тодi трiйка (Cm,Γ1,Γ2) є простором граничних значень для опера-

тора Lmin.
В роботi отримано бiєктивнi i неперервнi параметризацiї самоспряже-

них, максимальних дисипативних i максимальних акумулятивних роз-
ширень та бiєктивну параметризацiю узагальнених резольвент операто-
ра Lmin, аналогiчнi наведеним в теоремах 3.6–3.20 з Γ1,Γ2, що заданi
формулами (12), (13).

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

1. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апроксима-
цiї квазiдиференцiальних операторiв довiльного порядку. У симет-
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ричному випадку дано параметризацiю всiх самоспряжених, мак-
симальних дисипативних та максимальних акумулятивних розши-
рень симетричного мiнiмального квазiдиференцiального операто-
ра та його узагальнених резольвент.

2. Знайдено регуляризацiю повного виразу Штурма–Лiувiлля з син-
гулярними комплексними коефiцiєнтами за допомогою квазiпо-
хiдних Шина–Цеттла i достатнi умови рiвномiрної резольвентної
апроксимацiї породжених ним операторiв.

3. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних ди-
сипативних та максимальних акумулятивних розширень симет-
ричного мiнiмального оператора Штурма–Лiувiлля та його уза-
гальнених резольвент.

4. Знайдено регуляризацiю двочленного диференцiального виразу
високого порядку з сингулярним комплексним потенцiалом за до-
помогою квазiпохiднихШина–Цеттла i достатнi умови рiвномiрної
резольвентної апроксимацiї породжених ним операторiв.

5. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних ди-
сипативних та максимальних акумулятивних розширень симет-
ричного мiнiмального двочленного диференцiального оператора
та його узагальнених резольвент.
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АНОТАЦIЇ

Горюнов А. С. Одновимiрнi диференцiальнi оператори з уза-
гальненими функцiями в коефiцiєнтах. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз.
Iнститут математики НАН України, Київ, 2010.

В дисертацiйнiй роботi розроблено теорiю загальних квазiдиферен-
цiальних операторiв i дано її застосування до деяких класiв диферен-
цiальних операторiв з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах, а саме,
операторiв Штурма–Лiувiлля та двочленних операторiв довiльного ви-
сокого порядку.
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Отримано достатнi умови резольвентної апроксимацiї квазiдиферен-
цiальних операторiв та параметричний бiєктивний опис всiх самоспря-
жених, максимальних дисипативних i максимальних акумулятивних
розширень i узагальнених резольвент таких операторiв в термiнах про-
сторiв граничних значень.

За допомогою регуляризацiї квазiпохiдними диференцiальнi опера-
тори з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах коректно визначенi як
квазiдиференцiальнi.

На основi цих результатiв отримано достатнi умови резольвент-
ної апроксимацiї диференцiальних операторiв Штурма–Лiувiлля та
двочленних операторiв порядку m ≥ 3, зокрема, операторами з гладки-
ми коефiцiєнтами та параметричний бiєктивний опис всiх самоспряже-
них, максимальних дисипативних i максимальних акумулятивних роз-
ширень i узагальнених резольвент таких операторiв в термiнах про-
сторiв граничних значень.

Ключовi слова: квазiдиференцiальний оператор, оператор
Штурма–Лiувiлля, сингулярний коефiцiєнт, резольвентна апроксима-
цiя, самоспряжене розширення, узагальнена резольвента.

Горюнов А. С. Одномерные дифференциальные операторы
с обобщенными функциями в коэффициентах. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический ана-
лиз. Институт математики НАН Украины, Киев, 2010.

В диссертации дано систематическое исследование общих квазидиф-
ференциальных операторов и их применения к некоторым классам диф-
ференциальных операторов с обобщенными функциями в коэффициен-
тах, а именно, операторов Штурма–Лиувилля и двучленных операторов
произвольного высокого порядка.

Диссертационная работа состоит из вступления, пяти глав, выводов
и библиографии.

В первой главе дан обзор литературы по теме диссертации.
Второй и третий разделы работы посвящены исследованию общих

квазидифференциальных операторов. Получены достаточные условия
резольвентной аппроксимации, а также параметрическое биективное
описание всех самосопряженных, максимальных диссипативных и мак-
симальных аккумулятивных расширений и обобщенных резольвент та-
ких операторов в терминах пространств граничных значений.

Четвертый и пятый разделы содержат наиболее важные, с точки зре-
ния приложений, результаты диссертации, посвященные операторам, по-
рожденным дифференциальными выражениями с обобщенными функ-
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циями в коэффициентах.
При помощи регуляризации квазипроизводными дифференциальные

операторы с обобщенными функциями в коэффициентах корректно
определены как квазидифференциальные.

На основе этих результатов получены достаточные условия ре-
зольвентной аппроксимации дифференциальных операторов Штурма–
Лиувилля и двучленных операторов порядка m ≥ 3, в частности, опера-
торами с гладкими коэффициентами, а также параметрическое биектив-
ное описание всех самосопряженных, максимальных диссипативных и
максимальных аккумулятивных расширений и обобщенных резольвент
таких операторов в терминах пространств граничных значений.

Ключевые слова: квазидифференциальный оператор, оператор
Штурма–Лиувилля, сингулярный коэффициент, резольвентная аппрок-
симация, самосопряженное расширение, обобщенная резольвента.

Goriunov A. S. One-dimensional differential operators with
distribution coefficients. — Manuscript.

The thesis for the scientific degree of the candidate of physical and
mathematical sciences by speciality 01.01.01 — mathematical analysis.
Institute of mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2010.

Quasi-differential operators theory and its application to some classes
of differential operators with distributional coefficients, namely Sturm–
Liouville operators and binomial operators of the higher order are
investigated in the thesis.

Sufficient conditions for the uniform resolvent approximation of quasi-
differential operators are established. The parametrical bijective continuous
parametrization of all self-adjoint, maximal dissipative and maximal
accumulative extensions and generalised resolvents of these operators is
found.

Due to regularization by means of Shin–Zettl quasi-derivatives differential
operators with distributional coefficients are defined as quasi-differential.

On the basis of results obtained sufficient conditions for the uniform
resolvent approximation of Sturm–Liouville operators and differential
binomial operators of the higher order with distributional coefficients are
established. The parametrical bijective continuous parametrization of all
self-adjoint, maximal dissipative and maximal accumulative extensions and
generalised resolvents of these operators is found.

Key words: quasi-differential operator, Sturm–Liouville operator,
singular coefficient, resolvent approximation, generalized resolvent.
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