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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

1. 𝜆 — комплексне число, спряжене до комплексного числа 𝜆.

2. Im𝜆 – уявна частина комплексного числа 𝜆.

3. C — поле комплексних чисел.

4. C𝑚 — 𝑚-вимiрний комплексний простiр векторiв

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚) з нормою

‖𝑦‖ := |𝑦| = max
𝑖

|𝑦𝑖|.

5. C𝑚×𝑚 — простiр комплексних 𝑚×𝑚 матриць 𝐴 = (𝑎𝑖𝑘)
𝑚
𝑖,𝑘=1 з

нормою

‖𝐴‖ := |𝐴| = max
𝑖,𝑘

|𝑎𝑖𝑘|.

6. 𝐴−1 — матриця, обернена до 𝐴.

7. 𝐴𝑇 — транспонована матриця 𝐴.

8. 𝐼𝑚 — одинична 𝑚×𝑚 - матриця.

9. 𝐶(J,C) — простiр всiх комплекснозначних функцiй 𝑦(𝑡), ви-

значених i неперервних на вiдрiзку J := [𝑎, 𝑏], з нормою

‖𝑦‖𝐶 := max
𝑎6𝑡6𝑏

|𝑦(𝑡)|.

10. 𝐶𝑚(J,C) — простiр всiх комплекснозначних 𝑚 раз неперервно

диференцiйованих на J функцiй з нормою

‖𝑦‖𝐶𝑚 :=
𝑚∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
max
𝑎6𝑡6𝑏

|𝑦(𝑘)(𝑡)|.

11. 𝐶(J,C𝑚) — простiр всiх комплекснозначних вектор-функцiй

𝑦(𝑡) : J → C𝑚 з неперервними на вiдрiзку J елементами.
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12. 𝐿∞(J,C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних функцiй,

визначених i суттєво обмежених на iнтервалi J := (𝑎, 𝑏), з нор-

мою

‖𝑦‖∞ := ess sup
𝑎6𝑡6𝑏

|𝑦(𝑡)|.

13. 𝐿∞(J,C𝑚) i 𝐿∞(J,C𝑚×𝑚) — простори всiх вимiрних компле-

кснозначних вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : J → C𝑚 та матриць-

функцiй 𝐴(𝑡) : J → C𝑚×𝑚 з суттєво обмеженими на iнтервалi

J елементами.

14. 𝐿1(J,C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних функцiй,

сумовних на iнтервалi J, з нормою

‖𝑦‖1 :=

𝑏∫︁
𝑎

|𝑦(𝑡)|𝑑𝑡.

15. 𝐿1(J,C𝑚) i 𝐿1(J,C𝑚×𝑚) — простори всiх вимiрних комплексно-

значних вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : J → C𝑚 та матриць - функцiй

𝐴(𝑡) : J → C𝑚×𝑚 з сумовними на iнтервалi J елементами.

16. 𝐿2(J,C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних функцiй,

сумовних з квадратом на iнтервалi J, з нормою

‖𝑦‖2 :=

𝑏∫︁
𝑎

|𝑦(𝑡)|2𝑑𝑡.

17. 𝐴𝐶(J,C) = 𝑊 1
1 (J,C) — простiр С. Л. Соболєва комплекснозна-

чних абсолютно неперервних на вiдрiзку J функцiй з нормою,

яка визначається рiвнiстю

‖𝑦‖1,1 := ‖𝑦‖𝐶 + ‖𝑦′‖1.

18. L[𝐸1, 𝐸2] — простiр лiнiйних неперервних операторiв iз лiнiй-

ного нормованого простору 𝐸1 в лiнiйний нормований простiр

𝐸2.
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19. Dom(𝐿) — область визначення необмеженого лiнiйного опера-

тора 𝐿.

20. 𝐿* — оператор, спряжений до щiльно заданого оператора 𝐿.

21. 𝐵𝑛
𝑢−→ 𝐵 — рiвномiрна збiжнiсть операторiв.

22. 𝐵𝑛
𝑠−→ 𝐵 — сильна збiжнiсть операторiв.

23. 𝐵𝑛
𝑅−→ 𝐵 — рiвномiрна резольвентна збiжнiсть операторiв.

24. 𝐷[𝑚]𝑦(𝑡) — квазiпохiдна 𝑚-го порядку функцiї 𝑦(𝑡).

25. fc — росток неперервної функцiї 𝑓 в точцi 𝑐.
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ВСТУП

Роботу присвячено розвитку теорiї квазiдиференцiальних опера-

торiв i її застосуванням до деяких класiв диференцiальних операто-

рiв з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах, а саме, операторiв

Штурма–Лiувiлля та двочленних операторiв довiльного порядку.

Актуальнiсть тематики. В класичнiй теорiї Штурма–

Лiувiлля коефiцiєнти диференцiального виразу вважаються

неперервними функцiями. Її основнi положення залишаються

в силi за умови iнтегровностi коефiцiєнтiв за Лебегом. Проте

цi умови не охоплюють деякi важливi математичнi моделi, якi

з’явились у фiзицi в минулому сторiччi. У роботах фiзикiв було

поставлено задачi, пов’язанi з вивченням операторiв, породжених

виразом Шрьодiнгера з кулонiвським потенцiалом, потенцiалом,

що є дельта-функцiєю або довiльною мiрою Радона. Отриманi тут

результати систематизованi i пiдсумованi в монографiях Альбеве-

рiо, Гестезi, Хєег-Крон, Хольдена [1], Альбеверiо i Курасова [2] та

вiдображенi в їх бiблiографiї, що мiстить кiлька сот робiт.

Подальший iстотний розвиток цього напрямку в одновимiрному

випадку пов’язано з роботами Савчука i Шкалiкова [77, 78].

На скiнченному iнтервалi J ними було розглянуто вираз Шрьо-

дiнгера

𝑙(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J. (1)

за умови:

𝑞 = 𝑄′, 𝑄 ∈ 𝐿2 (J,C) ,

де похiдна функцiї 𝑄 розумiється в сенсi узагальнених функцiй.
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Використовуючи знайдену ними нетривiальну регуляризацiю

формального диференцiального виразу (1) за допомогою квазiпохi-

дних, вони визначили вiдповiднi оператори як квазiдиференцiальнi.

Це дозволило їм, зокрема, дати опис самоспряжених розширень мi-

нiмального симетричного оператора в рамках пiдходу Глазмана–

Крейна–Наймарка та отримати достатнi умови рiвномiрної резоль-

вентної апроксимацiї введених ними операторiв операторами того ж

класу, зокрема, диференцiальними.

Представляє iнтерес подальший розвиток цього плiдного пiдходу

i розповсюдження його на iншi важливi класи диференцiальних ви-

разiв, зокрема, такi, як повнi вирази Штурма–Лiувiлля та двочленнi

диференцiальнi вирази високого порядку.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-

мами. Робота виконувалася в Iнститутi математики НАН України

у вiддiлi нелiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом дослiджень

в рамках науково-дослiдної теми "Методи нелiнiйного аналiзу та їх

застосування до теорiї диференцiальних рiвнянь i задач математи-

чної фiзики". Номер державної реєстрацiї 0106U000513.

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є розвиток сучасної

теорiї квазiдиференцiальних операторiв, побудова регуляризацiї за

допомогою спецiальним чином пiдiбраних квазiпохiдних деяких кла-

сiв диференцiальних операторiв з узагальненими функцiями в кое-

фiцiєнтах та розвиток на цiй основi теорiї таких операторiв.

Об’єктом дослiдження є загальнi квазiдиференцiальнi операто-

ри довiльного порядку, оператори Штурма–Лiувiлля та двочленнi
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диференцiальнi оператори високого порядку з узагальненими фун-

кцiями в коефiцiєнтах.

Предметом дослiдження є неперервна залежнiсть розглянутих

операторiв вiд параметра, опис самоспряжених, максимальних диси-

пативних i максимальних акумулятивних крайових задач, а також

узагальнених резольвент симетричного мiнiмального оператора на

основi концепцiї просторiв граничних значень.

Завдання дослiдження:

1. Отримати достатнi умови рiвномiрної резольвентної збiжностi

загальних квазiдиференцiальних операторiв.

2. Дати опис всiх самоспряжених, максимальних дисипативних

та максимальних акумулятивних розширень мiнiмального ква-

зiдиференцiального оператора та його узагальнених резоль-

вент.

3. Ввести регуляризацiю сингулярного виразу Штурма–Лiувiлля

та сингулярного двочленного диференцiального виразу за до-

помогою квазiпохiдних i визначити вiдповiднi оператори як

квазiдиференцiальнi.

4. Отримати достатнi умови рiвномiрної резольвентної збiжностi

введених операторiв в термiнах коефiцiєнтiв виразiв.

5. Дати опис всiх самоспряжених, максимальних дисипативних

та максимальних акумулятивних розширень введених мiнi-

мальних операторiв та їх узагальнених резольвент.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати робо-

ти, що виносяться на захист, є новими i полягають у такому:

1. Знайдено достатнi умови рiвномiрної резольвентної апрокси-

мацiї загальних квазiдиференцiальних операторiв довiльного
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порядку операторами того ж класу, зокрема, диференцiальни-

ми.

2. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних

дисипативних та максимальних акумулятивних розширень, а

також узагальнених резольвент мiнiмального квазiдиференцi-

ального оператора в симетричному випадку.

3. Знайдено регуляризацiю повного виразу Штурма–Лiувiлля з

сингулярними комплексними коефiцiєнтами за допомогою ква-

зiпохiдних Шина–Цеттла.

4. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апрокси-

мацiї регуляризованих операторiв звичайними диференцiаль-

ними.

5. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних

дисипативних та максимальних акумулятивних розширень мi-

нiмального симетричного оператора Штурма–Лiувiлля та його

узагальнених резольвент.

6. Знайдено регуляризацiю двочленного диференцiального вира-

зу високого порядку з сингулярним комплексним потенцiалом

за допомогою квазiпохiдних Шина–Цеттла i достатнi умови

рiвномiрної резольвентної апроксимацiї регуляризованих опе-

раторiв.

7. Встановлено параметризацiю всiх самоспряжених, максималь-

них дисипативних та максимальних акумулятивних розши-

рень симетричного мiнiмального двочленного диференцiаль-

ного оператора та його узагальнених резольвент.

Результати пп. 4, 5 є новими i для диференцiального виразу (1).
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiй-

на робота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також

методика їх отримання можуть бути використанi при подальшому

вивченнi диференцiальних операторiв з узагальненими функцiями в

коефiцiєнтах, зокрема, при з’ясуваннi їх спектральних властивостей.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи те-

орiї операторiв, функцiонального аналiзу та теорiї диференцiальних

рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану

дослiдження i постановка задач належать науковому керiвнику —

доктору фiзико-математичних наук, професору В. А. Михайлецю.

Ключовi результати дисертацiї отримано спiльно з ним. Iншi резуль-

тати роботи отримано автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати ди-

сертацiї доповiдались та обговорювались на:

– семiнарi з функцiонального аналiзу Iнституту математи-

ки НАН України (керiвники семiнару — академiк НАН України

Ю. М. Березанський, член-кореспондент НАН України М. Л. Гор-

бачук, член-кореспондент НАН України Ю. С. Самойленко);

– Дванадцятiй мiжнароднiй конференцiї iменi академiка

М. Кравчука, Київ, 15-17 травня 2008 року.

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї „Современные проблемы

математики, механики и их приложений”, Москва, МГУ, 30 березня

– 2 квiтня 2009 року;

– Мiжнароднiй науковiй конференцiї „Analytic methods of

mechanics and complex analysis”, Київ, 29 червня – 5 липня 2009 року;
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– Українськоиу математичному конгресi - 2009 (до 100-рiччя вiд

дня народження М. Боголюбова), Київ, Iнститут математики НАН

України, 27-29 серпня 2009 року;

– Тринадцятiй мiжнароднiй конференцiї iменi академiка М.

Кравчука, Київ, 13-15 травня 2010 року;

– Мiжнароднiй конференцiї
”
Mathematics and life sciences: possi-

bilities, interlacements and limits“, Київ, 5-8 серпня 2010 року.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiко-

вано в дванадцяти наукових працях, з яких п’ять є статтями у ви-

даннях, що належать до перелiку ВАК’у фахових наукових видань

[46], [47], [48], [49], [50], а сiм опублiковано в матерiалах шести мiж-

народних наукових конференцiй [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57].

Структура й об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складає-

ться з перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв

та списку використаних джерел, що налiчує 86 найменувань. Повний

обсяг роботи складає 130 сторiнок друкованого тексту.

Короткий змiст дисертацiї

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформу-

льовано мету та завдання дослiдження, коротко викладено змiст

основної частини роботи та наукову новизну одержаних результа-

тiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено огляд лiтера-

тури за її темою.

У другому роздiлi дисертацiї вивчається питання резольвентної

апроксимацiї загальних квазiдиференцiальних операторiв.

Квазiдиференцiальнi оператори вперше було введено в роботах

Д. Шина [81, 82, 83, 84, 85]. Потiм цi результати були доопрацьованi
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в роботi А. Цеттла [37] та в монографiї В. Еверiтта i Л. Маркуса [7]

(див. також цитованi там роботи).

В пiдроздiлi 2.1 наведено означення квазiпохiдних Шина–

Цеттла, введено квазiдиференцiальнi оператори довiльного поряд-

ку i сформульовано теорему про умови симетричностi мiнiмального

оператора.

Нехай 𝑚 ∈ N i на скiнченному iнтервалi J := (𝑎, 𝑏) задано ква-

дратну матрицю 𝐴 комплекснозначних функцiй (𝑎𝑘,𝑠) розмiру𝑚×𝑚

таку, що

1) 𝑎𝑘,𝑠 = 0 майже скрiзь на J, 𝑠 > 𝑘 + 1;

2) 𝑎𝑘,𝑠 ∈ 𝐿1 (J,C) , 𝑎𝑘,𝑘+1 ̸= 0 майже скрiзь на J,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘 + 1.

(2)

Така матриця-функцiя називається матрицею Шина–Цеттла i

визначає квазiпохiднi функцiї 𝑦(𝑥) ∈ Dom(𝐴) порядкiв 𝑘 ≤ 𝑚 :

𝐷[0]𝑦 := 𝑦,

𝐷[𝑘]𝑦 := 𝑎−1
𝑘,𝑘+1(𝑡)

(︃
(𝐷[𝑘−1]𝑦)′ −

𝑘∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚−1,

𝐷[𝑚]𝑦 :=

(︃
(𝐷[𝑚−1]𝑦)′ −

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑎𝑚,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
.

Область визначення квазiпохiдних Dom(𝐴) є частиною множини

𝐴𝐶(J,C), а саме:

Dom(𝐴) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Звiдси випливає, що 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿1(J,C).

Квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) порядку 𝑚 визначається як

𝑙(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦. (3)
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Цей вираз породжує в гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) з нормою

‖ · ‖2 максимальний квазiдиференцiальний оператор

𝐿max : 𝑦 → 𝑙(𝑦),

Dom(𝐿max) =
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐴)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
.

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як зву-

ження оператора 𝐿max на множину

Dom(𝐿min) :=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Такий квазiдиференцiальний оператор є широким i змiстовним

узагальненням диференцiального, що залежить лише вiд 𝑚+1 фун-

кцiональних коефiцiєнтiв, в той час, як квазiдиференцiальний – вiд
1
2(𝑚2 + 𝑚) + 𝑚− 1 коефiцiєнтiв виразу.

Якщо ж коефiцiєнти 𝑎𝑘,𝑠 є достатньо гладкими, то в квазiпохi-

дних можна розкрити дужки, i вони є звичайними диференцiальни-

ми виразами, i, отже, квазiдиференцiальнi оператори вироджуються

в диференцiальнi. Нижче фактично доведено (теорема 2.4), що мно-

жина диференцiальних операторiв, заданих таким чином, є всюди

щiльною в множинi квазiдиференцiальних в топологiї рiвномiрної

резольвентної збiжностi.

Визначимо поряд з виразом (3) формально спряжений до 𝑙(𝑦)

вираз 𝑙+(𝑦). Формально спряжена (спряжена за Лагранжем) до 𝐴

матриця-функцiя 𝐴+ визначається за формулою

𝐴+ := −Λ−1
𝑚 𝐴𝑇Λ𝑚,
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де 𝐴𝑇 — комплексно спряжена до транспонованої матрицi 𝐴,

Λ𝑚 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 −1

0 0 . . . 1 0

... ... ... ... ...

0 (−1)𝑚−1 . . . 0 0

(−1)𝑚 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Легко бачити, що Λ−1
𝑚 = (−1)𝑚−1Λ𝑚.

Тому можна визначити вiдповiднi квазiпохiднi Шина–Цеттла, що

позначаються 𝐷{0}𝑦,𝐷{1}𝑦, ..., 𝐷{𝑚}𝑦, з областю визначення

Dom(𝐴+) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷{𝑘}𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Вiдповiдно, сам спряжений вираз визначається як

𝑙+(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷{𝑚}𝑦.

Позначимо через 𝐿+
max i 𝐿+

min породженi ним максимальний i мi-

нiмальний оператори в просторi 𝐿2(J,C).

Виконується така теорема [37]:

Теорема 2.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max щiльно заданi i

замкненi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.

Пiдроздiл 2.2 мiстить допомiжний результат, що належить

В. А. Михайлецю та Н. В. Ревi [73, 74] про достатнi умови збiжностi

матриць Грiна загальних крайових задач систем диференцiальних

рiвнянь. Наведено наступне означення.

Означення 2.1 [73, 74]. Позначимо через M𝑛(J) =: M𝑛, 𝑛 ∈ N

клас всiх параметризованих числом 𝜀 матриць-функцiй

𝑅(·; 𝜀) : [0, 𝜀0] → 𝐿1(J,C𝑛×𝑛),
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для яких розв’язок задачi Кошi

𝑍 ′(𝑡; 𝜀) = 𝑅(𝑡; 𝜀)𝑍(𝑡; 𝜀), 𝑍(𝑎; 𝜀) = 𝐼𝑛

(тобто матрицант) задовольняє граничне спiввiдношення

lim
𝜀→0+

‖𝑍(·; 𝜀) − 𝐼𝑛‖𝐶 = 0,

де ‖ · ‖𝐶 – sup-норма.

Означення класса M𝑛 не є конструктивним. Iснують рiзнi доста-

тнi умови належностi матричної функцiї 𝑅(·; 𝜀) до класу M𝑛. Зокре-

ма, з результатiв робiт А. Ю. Левiна [64, 65] випливає

Лема 2.3. Нехай 𝑅(·; 𝜀) : [0, 𝜀0] → 𝐿1(J,C)𝑛×𝑛. Якщо при

𝜀 → 0+ виконується одна з чотирьох (нееквiвалентних мiж со-

бою) умов:

(𝛼) ‖𝑅(·; 𝜀)‖1 = 𝑂(1),

(𝛽) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀)‖1 → 0,

(𝛾) ‖𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0,

(∆) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀) −𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0,

то умова

‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖𝐶 → 0, 𝜀 → 0+

рiвносильна включенню

𝑅(·; 𝜀) ∈ M𝑛.
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В пiдроздiлi 2.3 дослiджується питання резольвентої апрокси-

мацiї квазiдиференцiальних операторiв операторами того ж класу,

зокрема, диференцiальними з гладкими коефiцiєнтами.

Розглянемо на скiнченному iнтервалi J сiм’ю матриць-функцiй

𝐴(·; 𝜀) := (𝑎𝑖𝑗(·; 𝜀)), що задовольняють умови (2). Вiдповiднi їм ква-

зiпохiднi будемо позначати через 𝐷
[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦, . . . , 𝐷

[𝑚]
𝜀 𝑦. Вони поро-

джують сiм’ю квазiдиференцiальних виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (3).

В гiльбертовому просторi 𝐿2 (J,C) такi вирази при кожному 𝜀 по-

роджують оператори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max. Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚,

а вектори

Y𝜀(𝑎) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑎)} ∈ C𝑚,

Y𝜀(𝑏) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑏)} ∈ C𝑚.

Задамо для кожного фiксованого значення 𝜀 оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀(𝑦),

Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .

Очевидно, що

𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

Будемо позначати через 𝜌(𝐿) резольвентну множину оператора

𝐿.

Теорема 2.3. Нехай резольвентна множина граничного квазi-

диференцiального оператора 𝜌(𝐿0) непорожня i виконанi умови:

1) [𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0)] ∈ M𝑚;

2) 𝛼(𝜀)−→𝛼(0), 𝛽(𝜀)−→𝛽(0), 𝜀 → 0 + .
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Тодi оператори 𝐿𝜀 збiгаються до оператора 𝐿0 в сенсi рiвномiр-

ної резольвентної збiжностi.

Враховуючи лему 2.3, з теореми 2.3 випливають наступнi доста-

тнi умови рiвномiрної резольвентної збiжностi квазiдиференцiаль-

них операторiв.

Позначимо 𝑅(·; 𝜀) := 𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0).

Теорема 2.4. Нехай резольвентна множина граничного квазi-

диференцiального оператора 𝜌(𝐿0) непорожня i при 𝜀 → 0+ вико-

нанi умови:

1) Виконується одна з чотирьох (нееквiвалентних мiж собою)

умов:

(𝛼) ‖𝑅(·; 𝜀)‖1 = 𝑂(1);

(𝛽) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀)‖1 → 0;

(𝛾) ‖𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0;

(∆) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀) −𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0;

2) ‖
𝑡∫︀
𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

3) 𝛼(𝜀)−→𝛼(0), 𝛽(𝜀)−→𝛽(0).

Тодi оператори 𝐿𝜀 збiгаються до оператора 𝐿0 в сенсi рiвномiр-

ної резольвентної збiжностi.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню випадку формально са-

моспряжених квазiдиференцiальних виразiв.

В цьому роздiлi ми припускаємо, що матрицяШина–Цеттла фор-

мально самоспряжена, тобто 𝐴 = 𝐴+. Тодi, очевидно, вiдповiдний
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квазiдиференцiальний вираз є формально самоспряженим, тобто

𝑙(𝑦) = 𝑙+(𝑦).

Виконується така теорема [7]:

Теорема 3.1. Оператор 𝐿min = 𝐿+
min є симетричним в просторi

𝐿2 (J;C) з iндексом дефекта (𝑚,𝑚) i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

Отже, змiстовним є питання про опис всiх його самоспряжених,

максимальних дисипативних i максимальних акумулятивних розши-

рень. Для параметризацiї цих розширень будемо використовувати

теорiю просторiв граничних значень.

Наступнi двi теореми дають у явному виглядi приклад просторiв

граничних значень для мiнiмального симетричного квазiдиференцi-

ального оператора.

Теорема 3.3. Нехай 𝑚 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Позначимо через Γ[1], Γ[2]

лiнiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C2𝑛 такi, що

Γ[1]𝑦 := 𝑖2𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑎),

. . . ,

(−1)𝑛𝐷[𝑛]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑏),

. . . ,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Γ[2]𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

. . . ,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

. . . ,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Тодi трiйка (C2𝑛,Γ[1],Γ[2]) є простором граничних значень симе-

тричного оператора 𝐿min.
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Теорема 3.4. Нехай 𝑚 = 2𝑛+1, 𝑛 ∈ N. Позначимо через Γ[1],Γ[2]

лiнiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C2𝑛+1 такi, що

Γ[1]𝑦 := 𝑖2𝑛+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛]𝑦(𝑎),

. . . ,

(−1)𝑛𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛]𝑦(𝑏),

. . . .,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑏),

𝛼𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛽𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Γ[2]𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

. . . ,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

. . . ,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏),

𝛾𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛿𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де числа 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = (−1)𝑛

2 + 𝑖, 𝛿 = (−1)𝑛+1

2 + 𝑖.

Тодi трiйка (C2𝑛+1,Γ[1],Γ[2])є простором граничних значень си-

метричного оператора 𝐿min.

За допомогою знайдених нами просторiв граничних значень мо-

жна, зокрема, дати опис самоспряжених розширень мiнiмального

квазiдиференцiального оператора.

Теорема 3.6. Для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в про-

сторi C𝑚 звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що

задовольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ[1]𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ[2]𝑦 = 0, (4)
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є самоспряженим розширенням оператора 𝐿min. Навпаки, для будь-

якого самоспряженого розширення ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує унiтар-

ний оператор 𝐾 в просторi C𝑚 такий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть

мiж унiтарними операторами {𝐾} i розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктив-

ною.

З урахуванням теореми 2.3 ця параметризацiя є не лише бiє-

ктивною, але також i неперервною в сенсi рiвномiрної резольвентної

збiжностi.

Теорема 3.7. Самоспряженi розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min

збiгаються до самоспряженого розширення 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної

резольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 ̸= 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi унiтарнi оператори 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 ̸= 0,

є при кожному фiксованому 𝜆 ∈ C ∖ R гомеоморфiзмом.

Для операторiв парного порядку в роботi описано самоспряженi

розширення оператора 𝐿min, заданi роздiленими крайовими умова-

ми.

Теорема 3.8. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (4), що визна-

чають самоспряженi розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min, є роздiлени-

ми тодi i тiльки тодi, коли унiтарна матриця 𝐾 має блочно-

дiагональний вигляд

𝐾 =

⎛⎝ 𝐾𝑎 0

0 𝐾𝑏

⎞⎠ ,
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де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Аналогiчнi результати отримано для максимальних дисипатив-

них i максимальних акумулятивних розширень (теореми 3.9 – 3.19).

Параметричний опис всiх узагальнених резольвент оператора

𝐿min дає

Теорема 3.20. 1) Кожна узагальнена резольвента 𝑅𝜆 опера-

тора 𝐿min в пiвплощинi Im𝜆 < 0 задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де

𝑦 — розв’язок крайової задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 + 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в нижнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C𝑚 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

2) У пiвплощинi Im𝜆 > 0 кожна узагальнена резольвента опе-

ратора 𝐿min задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 — розв’язок крайо-

вої задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 − 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна у верхнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C𝑚 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними

функцiями 𝐾(𝜆) є бiєктивною.

Четвертий та п’ятий роздiли мiстять найбiльш iстотнi, з точки

зору можливих застосувань, результати дисертацiї. Вони стосуються

операторiв, породжених диференцiальними виразами з узагальне-

ними функцiями в коефiцiєнтах. Основою для цих результатiв є ре-

зультати роздiлiв 2 i 3.
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В четвертому роздiлi дисертацiї вивчаються оператори, поро-

дженi виразами Штурма–Лiувiлля

𝑙(𝑦) = −(𝑝𝑦′)′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J, (5)

з коефiцiєнтами

𝑞 = 𝑄′, 1/𝑝,𝑄/𝑝,𝑄2/𝑝 ∈ 𝐿1(J,C), (6)

де похiдна розумiється в сенсi узагальнених функцiй.

В пiдроздiлi 4.1 наводиться регуляризацiя цих виразiв за допо-

могою некласичних квазiпохiдних.

Введемо квазiпоходнi:

𝐷[0]𝑦 = 𝑦,

𝐷[1]𝑦 = 𝑝𝑦′ −𝑄𝑦,

𝐷[2]𝑦 = (𝐷[1]𝑦)′ +
𝑄

𝑝
𝐷[1]𝑦 +

𝑄2

𝑝
𝑦.

За умов (6) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вiдповiдна їм ма-

триця Шина–Цеттла має вигляд

𝐴(𝑡) :=

⎛⎝ 𝑄
𝑝

1
𝑝

−𝑄2

𝑝 −𝑄
𝑝

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2).

Тодi, оскiльки коефiцiєнти квазiпохiдних задовольняють умови

(2), вираз (5) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

𝑙[𝑦] := −𝐷[2]𝑦.

Згiдно з наведеними вище результатами для загального квазiди-

ференцiального оператора, вираз 𝑙[𝑦] породжує максимальний ква-

зiдиференцiальний оператор 𝐿max та мiнiмальний квазiдиференцi-

альний оператор 𝐿min у гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C).
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Приклади показують, що в загальному випадку Dom(𝐿max) мо-

же складатися лише з негладких функцiй. Зокрема, можливо, що

𝑄 ∈ 𝐵𝑉 (J) i

∀ [𝛼, 𝛽] ⊂ J Dom(𝐿max)
⋂︁

𝐶1([𝛼, 𝛽]) = {0} , 𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽].

Якщо ж коефiцiєнти в (5) задовольняють умови

𝑞, 1/𝑝 ∈ 𝐿1 (J,C) ,

то введенi оператори 𝐿max, 𝐿min спiвпадають з класичними операто-

рами Штурма–Лiувiлля. Якщо 𝑝(·) ≡ 1 i 𝑞 ∈ 𝐿2 (J,C), то

Dom(𝐿max) = 𝑊 2
2 (J,C) ⊂ 𝐶1 (J,C) .

Розглянемо вираз 𝑙+(𝑦) = −(𝑝𝑦′)′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), де риска над сим-

волом позначає комплексне спряження. Легко перевiрити, що вiн є

формально спряженим до (5). Позначимо через 𝐿+
max i 𝐿+

min вiдпо-

вiдно максимальний та мiнiмальний оператори, породженi 𝑙+(𝑦) у

просторi 𝐿2(J,C).

Теорема 4.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max замкненi i щiль-

но заданi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.

У випадку, коли 𝑝 i 𝑄 є дiйсними функцiями, оператор 𝐿min = 𝐿+
min

є симетричним з iндексом дефекта (2, 2), i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

Пiдроздiл 4.2 присвячено дослiдженню важливого питання

резольвентної апроксимацiї введених нами операторiв Штурма–

Лiувiлля.
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Розглянемо сiм’ю виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (5) з коефiцiєнтами

𝑝𝜀, 𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0],

що задовольняють умови (6).

За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

𝐴(·; 𝜀) :=

⎛⎝ 𝑄𝜀/𝑝𝜀 1/𝑝𝜀

−𝑄2
𝜀/𝑝𝜀 −𝑄𝜀/𝑝𝜀

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2) (7)

та квазiпохiднi 𝐷[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦,𝐷

[2]
𝜀 𝑦. За допомогою наведеної вище ре-

гуляризацiї визначимо квазiдиференцiальнi вирази 𝑙𝜀[𝑦] = −𝐷
[2]
𝜀 𝑦.

В гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) цi вирази породжують опера-

тори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max для кожного 𝜀.

Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C2×2, а вектори

Y𝜀(𝑎) :=
{︁
𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎)
}︁
, Y𝜀(𝑏) :=

{︁
𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏)
}︁
∈ C2.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення 𝜀

визначаються оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀[𝑦],

Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .

Очевидно, що 𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].
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Теорема 4.3. Нехай резольвентна множина 𝜌(𝐿0) непорожня

i для 𝜀 → 0+ виконуються умови:

(1) ‖1/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1), ‖𝑄𝜀/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1), ‖𝑄2
𝜀/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1);

(2) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(1/𝑝𝜀 − 1/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(3) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄𝜀/𝑝𝜀 −𝑄0/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(4) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄2
𝜀/𝑝𝜀 −𝑄2

0/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(5) 𝛼(𝜀) → 𝛼(0), 𝛽(𝜀) → 𝛽(0).

Тодi оператори 𝐿𝜀 збiгаються до оператора 𝐿0 в сенсi рiвномiрної

резольвентної збiжностi.

Твердження теореми 4.3 є новим i для випадку 𝑝(·) ≡ 1. Воно

iстотно покращує результат роботи [77].

В пiдроздiлi 4.3 окремо розглядається випадок, коли функцiї 𝑝,

𝑄 i, вiдповiдно, 𝑞 = 𝑄′ є дiйсними. В цьому випадку вираз 𝑙[𝑦] є

формально самоспряженим, а мiнiмальний оператор 𝐿min є симе-

тричним.

Тому можна застосувати до нього нашi попереднi результати для

загальних симетричних квазiдиференцiальних операторiв.

Зокрема, трiйка (C2,Γ1,Γ2), де Γ1,Γ2 — лiнiйнi вiдображення з

Dom(𝐿max) у C2 такi, що

Γ1𝑦 :=
(︁
𝐷[1]𝑦(𝑎),−𝐷[1]𝑦(𝑏)

)︁
, Γ2𝑦 := (𝑦(𝑎), 𝑦(𝑏)) , (8)

є простором граничних значень для оператора 𝐿min Штурма–

Лiувiлля з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах.
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В роботi отримано бiєктивнi неперервнi параметризацiї його са-

моспряжених, максимальних дисипативних i максимальних акуму-

лятивних розширень та бiєктивну параметризацiю узагальнених ре-

зольвент, аналогiчнi наведеним в теоремах 3.6–3.20 з Γ1,Γ2, що за-

данi формулами (8). Вони є новими i для випадку 𝑝(·) ≡ 1.

В п’ятому роздiлi дисертацiї дослiджуються оператори, поро-

дженi на скiнченному iнтервалi J формальним диференцiальним ви-

разом

𝑙(𝑦) = 𝑖𝑚𝑦(𝑚)(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J, 𝑚 ≥ 3, (9)

де 𝑞 — комплекснозначна функцiя, що задовольняє умову

𝑞 = 𝑄′, 𝑄 ∈ 𝐿1

(︀
J;C

)︀
. (10)

Через сингулярнiсть коефiцiєнта такi вирази не можуть бути ви-

значенi традицiйним чином. В роботi запропоновано регуляризацiю

виразу 𝑙(𝑦) за допомогою квазiпохiдних. Вона наведена в пiдроздiлi

5.1.

Введемо послiдовно квазiпохiднi:

𝐷[𝑘]𝑦(𝑡) := 𝑦(𝑘)(𝑡), 𝑘 = 0,𝑚− 2,

𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡) := 𝑦(𝑚−1)(𝑡) + 𝑖−𝑚𝑄(𝑡)𝑦(𝑡),

𝐷[𝑚]𝑦(𝑡) := (𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡))′ − 𝑖−𝑚𝑄(𝑡)𝐷[1]𝑦(𝑡).
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За умов (10) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вiдповiдна ма-

триця Шина–Цеттла має вигляд

𝐴𝜆(𝑡) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 1 0

−𝑖−𝑚𝑄(𝑡) 0 0 . . . 0 1

0 𝑖−𝑚𝑄(𝑡) 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1

(︀
J;C𝑚×𝑚

)︀
.

Тому вираз (9) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

𝑙[𝑦] := 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦.

Як i в загальному випадку, квазiдиференцiальний вираз 𝑙[𝑦] по-

роджує максимальний квазiдиференцiальний оператор 𝐿max та мi-

нiмальний квазiдиференцiальний оператор 𝐿min в гiльбертому про-

сторi 𝐿2(J,C).

Якщо потенцiал в (9) задовольняє умову

𝑞 ∈ 𝐿1 (J,C) ,

то оператори 𝐿max, 𝐿min спiвпадають зi звичайними диференцiаль-

ними операторами.

Розглянемо вираз 𝑙+(𝑦) = 𝑖𝑚𝑦(𝑚)(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), де риска над сим-

волом позначає комплексне спряження. Легко перевiрити, що вiн є

формально спряженим до (9). Позначимо 𝐿+
max i 𝐿+

min вiдповiдно ма-

ксимальний та мiнiмальний оператори, породженi 𝑙+(𝑦) у просторi

𝐿2(J,C).
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Теорема 5.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max замкненi i щiль-

но заданi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.

У випадку, коли 𝑞 є дiйсною функцiєю, оператор 𝐿min = 𝐿+
min є си-

метричним з iндексом дефекта (𝑚,𝑚), i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

Пiдроздiл 5.2 присвячено дослiдженню резольвентної апрокси-

мацiї введених нами операторiв.

Розглянемо сiм’ю виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (9) з коефiцiєнтами

𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀 ∈ 𝐿1 (J,C) , 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

𝐴(·; 𝜀) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 1 0

−𝑖−𝑚𝑄(·; 𝜀) 0 0 . . . 0 1

0 𝑖−𝑚𝑄(·; 𝜀) 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1(J,C𝑚×𝑚)

(11)

та вiдповiднi їм квазiпохiднi𝐷[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦, . . . , 𝐷

[𝑚]
𝜀 𝑦. За допомогою ви-

щенаведеної регуляризацiї визначимо вирази 𝑙𝜀(𝑦) як квазiдиферен-

цiальнi 𝑙𝜀[𝑦] := 𝑖𝑚𝐷
[𝑚]
𝜀 𝑦.

В гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) цi вирази породжують опера-

тори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max для кожного 𝜀. Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚, а

вектори

Y𝜀(𝑎) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑎)} ∈ C𝑚,
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Y𝜀(𝑏) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑏)} ∈ C𝑚.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення 𝜀

визначаються оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀[𝑦],

Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .

Очевидно, що 𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

Теорема 5.2. Нехай резольвентна множина 𝜌(𝐿0) непорожня

i для 𝜀 → 0+ виконуються умови:

1) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄𝜀(𝑠) −𝑄0(𝑠))𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

2) 𝛼(𝜀) → 𝛼(0), 𝛽(𝜀) → 𝛽(0),

Тодi оператори 𝐿𝜀 збiгаються до оператора 𝐿0 в сенсi рiвномiрної

резольвентної збiжностi.

Умова ‖𝑄𝜀−𝑄0‖1 → 0, 𝜀 → 0+, очевидно, достатня для викона-

ння умови 1).

В пiдроздiлi 5.3 розглядається випадок, коли функцiї 𝑄 i, вiдпо-

вiдно, 𝑞 = 𝑄′ є дiйсними. В цьому випадку вираз 𝑙[𝑦] є формально

самоспряженим, i, вiдповiдно, мiнiмальний оператор 𝐿min є симетри-

чним.

Нехай Γ1,Γ2 — лiнiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C𝑚 такi,

що:
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при 𝑚 = 2𝑛, 𝑛 ≥ 2,

Γ1𝑦 := 𝑖2𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑏),

...,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Γ2𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (12)

а при 𝑚 = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ N,

Γ1𝑦 := 𝑖2𝑛+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛]𝑦(𝑏),

....,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑏),

𝛼𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛽𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Γ2𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏),

𝛾𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛿𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(13)

де числа 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = (−1)𝑛

2 + 𝑖, 𝛿 = (−1)𝑛+1

2 + 𝑖.

Тодi трiйка (C𝑚,Γ1,Γ2) є простором граничних значень для

оператора 𝐿min.
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В роботi отримано бiєктивнi i неперервнi параметризацiї само-

спряжених, максимальних дисипативних i максимальних акумуля-

тивних розширень та бiєктивну параметризацiю узагальнених ре-

зольвент оператора 𝐿min, аналогiчнi наведеним в теоремах 3.6–3.20

з Γ1,Γ2, що заданi формулами (12), (13).
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Розширення симетричних операторiв

Одна з основних задач теорiї симетричних операторiв полягає

в описi всiх тих розширень даного щiльно заданого симетричного

оператора 𝐿 в гiльбертовому просторi H, якi самi є симетричними

операторами. Окремим випадком цiєї задачi є встановлення умов,

за яких оператор має самоспряженi розширення i опис множини

всiх самоспряжених розширень оператора 𝐿. Для абстрактних си-

метричних операторiв ця задача вивчена досить повно. Її розв’язок

належить фон Нейману. Детальний виклад цiєї теорiї можна знайти

в багатьох монографiях, зокрема [38, 39, 75].

Нехай 𝜆 — довiльне недiйсне число. Позначимо через R𝜆 i R𝜆

областi значень операторiв 𝐿 − 𝜆𝐼 i 𝐿 − 𝜆𝐼 вiдповiдно. Очевидно,

що R𝜆 i R𝜆 — лiнiйнi пiдпростори в H, необов’язково замкненi. Їх

ортогональнi доповнення N𝜆 i N𝜆 називаються дефектними пiдпро-

сторами оператора 𝐿. Вони є власними пiдпросторами оператора 𝐿*,

що вiдповiдають власним значенням 𝜆 i 𝜆 вiдповiдно.

Позначимо 𝑚 = dim(N𝑖) i 𝑛 = dim(N−𝑖). Цi числа називаються

дефектними числами симетричного оператора 𝐿, а пара (𝑚,𝑛) — йо-

го iндексом дефекту. Для довiльного комплексного числа 𝜆 з верх-

ньої пiвплощини

𝑚 = dim(N𝑖) = dim(N𝜆), 𝑛 = dim(N−𝑖) = dim(N𝜆).

Зафiксуємо деяке комплексне число 𝜆 з верхньої пiвплощи-

ни. Якщо 𝐿 — замкнений симетричний оператор, то пiдпростори
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Dom(𝐿), N𝜆, N𝜆 є лiнiйно незалежними i областю визначення його

спряженого оператора є наступна пряма сума:

Dom(𝐿*) = Dom(𝐿) ⊕N𝜆 ⊕N𝜆.

Вiдповiдно, кожен вектор 𝑢 з Dom(𝐿*) можна однозначно предста-

вити у виглядi 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, де 𝑥 ∈ Dom(𝐿), 𝑦 ∈ N𝜆, 𝑧 ∈ N𝜆.

Тому

𝐿*𝑦 = 𝐿𝑥 + 𝜆𝑦 + 𝜆𝑧.

Будь-яке замкнене симетричне розширення 𝐿′ замкненого симе-

тричного оператора 𝐿 визначається деяким iзометричним операто-

ром 𝑈 , областi визначення i значень якого є (замкненi) пiдпростори

B ⊂ N𝜆 i Q ⊂ N𝜆 вiдповiдно.

При цьому Dom(𝐿′) складається з векторiв

𝑥′ = 𝑥 + 𝑧 − 𝑈𝑧, 𝑥 ∈ Dom(𝐿), 𝑧 ∈ B (1.1)

i

𝐿′𝑥′ = 𝐿𝑥 + 𝜆𝑧 − 𝜆𝑈𝑧. (1.2)

Навпаки, для будь-якого такого оператора 𝑈 формули (1.1), (1.2)

визначають деяке замкнене симетричне розширення 𝐿′ оператора 𝐿.

При цьому дефектними пiдпросторами оператора 𝐿′ є

N′
𝜆

= N𝜆 ⊖B, N′
𝜆 = N𝜆 ⊖Q.

Вiдповiдно, якщо dim(B) = dim(Q) = 𝑙, то дефектнi числа опера-

тора 𝐿′ дорiвнюють

𝑚1 = 𝑚− 𝑙, 𝑛1 = 𝑛− 𝑙.
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Розширення 𝐿′ є самоспряженим тодi i лише тодi, коли областi

визначення i значень вiдповiдного оператора 𝑈 спiвпадають з N𝜆 i

N𝜆 вiдповiдно.

Оператор 𝐿 має самоспряженi розширення тодi i лише тодi, ко-

ли його дефектнi пiдпростори N𝜆 i N𝜆 мають однакову (скiнченну

або нескiнченну) розмiрнiсть, тобто коли його iндекс дефекту має

вигляд (𝑛, 𝑛).

1.2 Диференцiальнi оператори

Важливим випадком абстрактних симетричних операторiв є опе-

ратори, породженi формально самоспряженими диференцiальними

виразами.

Вiдомо (див. [75]), що будь-який формально самоспряжений

одновимiрний диференцiальний вираз

𝑙(𝑦) = 𝑝𝑚(𝑥)𝑦(𝑚)(𝑥) + · · · + 𝑝0(𝑥)𝑦(𝑥)

з гладкими коефiцiєнтами можна записати у виглядi

[𝑚/2]∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗(𝑎𝑗𝑦
(𝑗))(𝑗) +

[(𝑚−1)/2]∑︁
𝑗=0

𝑖
(︁

(𝑏𝑗𝑦
(𝑗))(𝑗−1) + (𝑏𝑗𝑦

(𝑗+1))(𝑗)
)︁
, (1.3)

де 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 є дiйснозначними функцiями. Якщо вони є досить гладкими,

то вирази вигляду (1.3) є звичайними диференцiальними виразами.

Однак можна обiйтися без такого припущення.

Розглянемо диференцiальний вираз парного порядку з дiйсни-

ми коефiцiєнтами 𝑙(𝑦) = (−1)𝑛(𝑝0𝑦
(𝑛))(𝑛) + . . . + 𝑝𝑛𝑦, де функцiї

1
𝑝0(𝑥)

, 𝑝1(𝑥), . . . 𝑝𝑛(𝑥) ∈ 𝐿1(J,R). Такий вираз називається регуляр-

ним.
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Максимальний оператор, породжений таким виразом, визначає-

ться як

𝐿𝑀𝑦 = 𝑙(𝑦),

𝑦 ∈ 𝐷max =
{︁
𝑦|𝑦[𝑘] ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, . . . , 2𝑛− 1, 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
,

де 𝑦[𝑘] – квазiпохiднi, що визначаються наступним чином: 𝑦[0] = 𝑦,

𝑦[𝑘] = 𝑦(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

𝑦[𝑛] = 𝑝0𝑦
(𝑛),

𝑦[𝑘] = 𝑝𝑘𝑦
(𝑛−𝑘) − 𝑑

𝑑𝑥
𝑦[𝑛+𝑘−1], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Мiнiмальний диференцiальний оператор 𝐿𝑚 на скiнченному iн-

тервалi визначається як звуження максимального оператора на мно-

жину 𝐷min =
{︀
𝑦 ∈ 𝐷max| 𝑦(𝑘)(𝑎) = 𝑦(𝑘)(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛− 1

}︀
.

Мiнiмальний оператор 𝐿𝑚 є симетричним оператором з iндексом

дефекта (2𝑛, 2𝑛).

Розглянутий вище пiдхiд фон Неймана важко застосувати до

опису самоспряжених розширень таких операторiв, оскiльки вказа-

ти в явному виглядi їх дефектнi простори означає розв’язати вiд-

повiдне диференцiальне рiвняння, що не завжди можливо. Тому за-

дача опису самоспряжених розширень диференцiальних операторiв

була окремо дослiджена Крейном [38, 63]. Вiн дав наступний кон-

структивний опис самоспряжених розширень у термiнах крайових

умов.

Будь-яке самоспряжене розширення оператора 𝐿𝑚 визначається

лiнiйно незалежними крайовими умовами вигляду

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗,𝑘𝑦
[𝑘−1](𝑎) +

2𝑛∑︁
𝑘=1

𝛽𝑗,𝑘𝑦
[𝑘−1](𝑏) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑛, (1.4)
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де

𝑛∑︀
𝑟=1

𝛼𝑗,𝑟𝛼𝑘,2𝑛−𝑟+1 −
𝑛∑︀

𝑟=1
𝛼𝑗,2𝑛−𝑟+1𝛼𝑘,𝑟 =

=
𝑛∑︀

𝑟=1
𝛽𝑗,𝑟𝛽𝑘,2𝑛−𝑟+1 −

𝑛∑︀
𝑟=1

𝛽𝑗,2𝑛−𝑟+1𝛽𝑘,𝑟.
(1.5)

Навпаки, будь-якi крайовi умови вигляду (1.4), що задовольняють

спiввiдношенням (1.5), визначають деяке самоспряжене розширення

оператора 𝐿𝑚.

Цей пiдхiд має деякi вади, бо параметризацiя самоспряжених

розширень крайовими умовами не є бiєктивною. Крiм того, цей пiд-

хiд не дає можливостi описати максимальнi дисипативнi та макси-

мальнi акумулятивнi розширення.

Зважаючи на це, ми будемо застосовувати iнший пiдхiд до опи-

сання розширень оператора. Вiн грунтується на концепцiї просторiв

граничних значень i має ряд переваг. На вiдмiну вiд вищенаведено-

го, тут розширення бiєктивно параметризуються в термiнах абстра-

ктних граничних умов, зручних для застосувань до крайових задач

для диференцiальних i квазiдиференцiальних операторiв. Ця теорiя

викладена в монографiї Горбачукiв [43] (див. також роботи Кочубея

[62], Михайлеця [72], та монографiю Лянце i Сторожа [66]).

Означення 1.1. Трiйка (𝐻,Γ1,Γ2), де 𝐻 – допомiжний гiльбертiв

простiр, а Γ1, Γ2 – лiнiйнi вiдображення Dom(𝐿*) в 𝐻, називає-

ться простором граничних значень (далi ПГЗ) замкненого симе-

тричного оператора 𝐿 з рiвними (скiнченними або нескiнченними

дефектними числами), якщо:

1. для будь-яких 𝑓, 𝑔 ∈ Dom (𝐿*)

(𝐿*𝑓, 𝑔)H − (𝑓, 𝐿*𝑔)H = (Γ1𝑓,Γ2𝑔)𝐻 − (Γ2𝑓,Γ1𝑔)𝐻
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2. для будь-яких векторiв 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐻 iснує вектор 𝑓 ∈ Dom (𝐿*)

такий, що Γ1𝑓 = 𝑓1, Γ2𝑓 = 𝑓2.

З означення ПГЗ випливає, що 𝑓 ∈ Dom (𝐿) тодi i тiльки тодi,

коли Γ1𝑓 = Γ2𝑓 = 0.

Для довiльного симетричного оператора з рiвними дефектними

числами, тобто з iндексом дефекта (𝑛, 𝑛) (𝑛 ≤ ∞) iснує простiр

граничних значень (𝐻,Γ1,Γ2) з dim𝐻 = 𝑛. Вiн завжди не єдиний.

За допомогою просторiв граничних значень дається бiєктивна

параметризацiя всiх самоспряжених розширень оператора 𝐿.

А саме, для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в просторi 𝐻

звуження оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що за-

довольняють однорiднiй крайовiй умовi канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (1.6)

є самоспряженим розширенням оператора 𝐿. Навпаки, будь-яке са-

моспряжене розширення оператора 𝐿 є звуженням оператора 𝐿* на

множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що задовольняють умовi (1.6), при-

чому оператор 𝐾 визначається розширенням однозначно.

1.3 Квазiдиференцiальнi оператори

Можна визначити формально самоспряженi диференцiальнi ви-

рази, значно загальнiшi за (1.3). Квазiдиференцiальнi оператори

найбiльш загального вигляду були вперше введенi в циклi робiт Д.

Шина [81, 82, 83, 84, 85].

Нехай 𝑚 ∈ N i на iнтервалi J := (𝑎, 𝑏) задано сiм’ю комплексно-

значних функцiй 𝑃𝑘,𝑗, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, 𝑘 = 0,𝑚 таких, що

𝑃−1
𝑘,𝑘 , 𝑃𝑘,𝑗 ∈ 𝐿2 (J,C) , 𝑗 < 𝑘, 𝑘 = 0,𝑚.
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Тодi квазiпохiднi визначаються наступним чином:

𝑦[0] = 𝑃0,0𝑦,

𝑦[𝑘] = 𝑖𝑃𝑘,𝑘
𝑑

𝑑𝑥
𝑓 [𝑘−1] +

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑃𝑘,𝑗𝑓
[𝑗] 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Такi квазiпохiднi визначенi для всiх функцiй 𝑦, для яких

𝑓 [0], . . . , 𝑓 [𝑚−1] ∈ 𝐴𝐶(J,C) i 𝑓 [𝑚] ∈ 𝐿2(J,C).

За додаткових умов

𝑃𝑚−𝑗,𝑚−𝑘𝑃
−1
𝑚−𝑗,𝑚−𝑗𝑃𝑚−𝑘,𝑚−𝑘 = 𝑃𝑘,𝑗, 𝑗 ≤ 𝑘,

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚−
[︁𝑚

2

]︁
, 𝑗 = 0, 1, . . . ,

[︁𝑚
2

]︁
вираз 𝑓 [𝑚] є формально самоспряженим i визначений ним мiнiмаль-

ний квазiдиференцiальний оператор є симетричним.

В роботах Шина дослiджено квазiдиференцiальнi рiвняння ви-

гляду 𝑓(𝑥)[𝑚] = 𝑔(𝑥), для яких, зокрема, доводиться єдинiсть

розв’язку задачi Кошi. Описанi самоспряженi розширення симетри-

чних квазiдиференцiальних операторiв.

Введенi Шином квазiдиференцiальнi вирази розглядались,

зокрема, в роботах Граффа [44, 45]. Частиннi їх випадки застосо-

вувались в роботах Калафатi [59], Мiкеладзе [67], Орлова [76] та

iнших.

Вiдзначимо важливу роботу Цеттла [37]. В нiй квазiдиференцi-

альнi вирази були введенi в бiльш зручнiй формi i було отримано

основнi результати Шина. Також див. монографiю Еверiтта i Мар-

куса [7] i наведену там бiблiографiю. Наведемо виклад деяких не-

обхiдних нам положень теорiї квазiдиференцiальних операторiв на

основi цих робiт.
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Нехай 𝑚 ∈ N i на скiнченному iнтервалi J := (𝑎, 𝑏) задано ква-

дратну матрицю 𝐴 спецiального вигляду комплекснозначних фун-

кцiй (𝑎𝑘,𝑠) розмiру 𝑚×𝑚

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1,1 𝑎1,2 0 . . . 0 0

𝑎2,1 𝑎2,2 𝑎2,3 . . . 0 0

... ... ... ... ...

𝑎𝑚−2,1 𝑎𝑚−2,2 𝑎𝑚−2,3 . . . 𝑎𝑚−2,𝑚−1 0

𝑎𝑚−1,1 𝑎𝑚−1,2 𝑎𝑚−1,3 . . . 𝑎𝑚−1,𝑚−1 𝑎𝑚−1,𝑚

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 𝑎𝑚,3 . . . 𝑎𝑚,𝑚−1 𝑎𝑚,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.7)

де

𝑎𝑘,𝑠 ∈ 𝐿1 (J,C) , 𝑎𝑘,𝑘+1 ̸= 0 майже скрiзь на J, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘 + 1.

Така матриця-функцiя називається матрицею Шина–Цеттла i

визначає квазiпохiднi функцiї 𝑦(𝑥) ∈ Dom(𝐴) порядкiв 𝑘 ≤ 𝑚 на-

ступним рекурентним чином:

𝐷[0]𝑦 := 𝑦,

𝐷[𝑘]𝑦 := 𝑎−1
𝑘,𝑘+1(𝑡)

(︃
(𝐷[𝑘−1]𝑦)′ −

𝑘∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚−1,

𝐷[𝑚]𝑦 :=

(︃
(𝐷[𝑚−1]𝑦)′ −

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑎𝑚,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
Область визначення квазiпохiдних Dom(𝐴) складається з усiх фун-

кцiй 𝑦, для яких правi частини рiвностей мають змiст майже скрiзь

на iнтервалi J i є частиною множини 𝐴𝐶(J,C), а саме:

Dom(𝐴) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Звiдси випливає, що 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿1(J,C).
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Квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) порядку 𝑚 визначається як

𝑙(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦. (1.8)

Легко побачити, що квазiпохiднi, введенi в [37], є аналогом ква-

зiпохiдних Шина у випадку 𝑃0,0 ≡ 1.

В класичнiй теорiї одновимiрних диференцiальних операто-

рiв, викладенiй в монографiях Наймарка [75] та Ахiєзера i Гла-

змана [38], якiй присвячено попереднiй пiдроздiл, розглядались

значно менш загальнi квазiдиференцiальнi оператори, породженi

матрицею-функцiєю вигляду

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 1/𝑝0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 𝑝1 0 −1 0 . . . 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 𝑝𝑛−1 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 −1

𝑝𝑛 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

У випадку, коли матриця-функцiя (1.7) має вигляд

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 1

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 𝑎𝑚,3 . . . 𝑎𝑚,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) є звичайним диференцiальним ви-

разом. Справдi, 𝐷[𝑘]𝑦 = 𝑦(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1 i

𝑙(𝑦) = 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦 = 𝑖𝑚

(︃
𝑦(𝑚) −

𝑚∑︁
𝑠=0

𝑎𝑚,𝑠(𝑥)𝑦(𝑠−1)

)︃
.

Навпаки, кожен такий диференцiальний вираз може бути записаний

як квазiдиференцiальний. Крiм того, якщо в матрицi-функцiї (1.7)

загального вигляду коефiцiєнти 𝑎𝑘,𝑠 є достатньо гладкими, то в ква-

зiпохiдних можна розкрити дужки, i вони вироджуються в звичайнi

диференцiальнi вирази (з iншими, нiж 𝑎𝑘,𝑠, коефiцiєнтами). Отже,

вiдповiднi квазiдиференцiальнi оператори є диференцiальними.

Зважаючи на це, квазiдиференцiальнi вирази є природнiм уза-

гальненням диференцiальних. Це узагальнення є досить змiстовним,

враховуючи, що диференцiальний вираз порядку 𝑚 залежить вiд

𝑚 + 1 функцiональних коефiцiєнтiв, в той час, як квазiдиференцi-

альний – вiд 1
2(𝑚2 + 𝑚) + 𝑚− 1 коефiцiєнтiв.

Введений квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) породжує в гiльбер-

товому просторi 𝐿2(J,C) з нормою ‖ · ‖2 максимальний квазiдифе-

ренцiальний оператор

𝐿max : 𝑦 → 𝑙(𝑦),

Dom(𝐿max) =
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐴)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
.

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як зву-

ження оператора 𝐿max на множину

Dom(𝐿min) :=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Поряд з виразом (1.8) визначено формально спряжений до нього

вираз 𝑙+(𝑦).
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Формально спряжена (спряжена за Лагранжем) до 𝐴 матриця-

функцiя 𝐴+ визначається за формулою

𝐴+ := −Λ−1
𝑚 𝐴𝑇Λ𝑚,

де 𝐴𝑇 — комплексно спряжена до транспонованої матрицi 𝐴,

Λ𝑚 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 −1

0 0 . . . 1 0

... ... ... ... ...

0 (−1)𝑚−1 . . . 0 0

(−1)𝑚 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.9)

Легко бачити, що Λ−1
𝑚 = (−1)𝑚−1Λ𝑚.

Тому можна визначити вiдповiднi квазiпохiднi, що позначаються

𝐷{0}𝑦,𝐷{1}𝑦, ..., 𝐷{𝑚}𝑦, з областю визначення

Dom(𝐴+) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷{𝑘}𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Вiдповiдно, сам спряжений вираз визначається як

𝑙+(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷{𝑚}𝑦.

Позначимо через 𝐿+
max i 𝐿+

min породженi ним максимальний и мi-

нiмальний оператори в просторi 𝐿2(J,C).

В роботi [37] доведено, що оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max щiль-

но заданi i замкненi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.

Крiм того, там дано наступний опис в рамках пiдходу Глазмана–

Крейна–Наймарка всiх самоспряжених розширень оператора 𝐿min.
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Якщо 𝐿′ – самоспряжене розширення оператора 𝐿min, то iснують

матрицi розмiру 𝑚×𝑚 𝐴 i 𝐵, що задовольняють умовам

1) rank(𝐴 : 𝐵) = 𝑚; (1.10)

2)𝐴Λ𝐴*Λ = 𝐵Λ𝐵*Λ, (1.11)

де rank(𝐴 : 𝐵) – ранг (𝑚×2𝑚)-матрицi (𝐴 : 𝐵), а матриця Λ задана

формулою (1.9), i Dom(𝐿′) складається з функцiй 𝑦, таких, що

𝐴Y(𝑎) + 𝐵Y(𝑏) = 0, (1.12)

де Y(𝑥) = {𝐷[0]𝑦(𝑥), 𝐷[1]𝑦(𝑥), . . . , 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑥)}.

Навпаки, якщо матрицi 𝐴, 𝐵 задовольняють умовам (1.10),

(1.11), то множина функцiй 𝑦, що задовольняють умовам (1.12), є

областю визначення деякого самоспряженого розширення 𝐿min.

Теорiя квазiдиференцiальних операторiв була розвинена в робо-

тах Цеттла i Еверiтта зi спiвавторами. Зокрема, вiдзначимо статтi

Маркуса [28], Еверiтта, Малдовнi, Тандi [10], Еверiтта i Маркуса [8],

Рейса i Цеттла [30, 31], Еверiтта i Рейса [11], Еверiтта i Цеттла [12],

Ашурова i Еверiтта [3, 4]. В монографiї Еверiтта i Маркуса [7] (див.

також бiблiографiю там) i подальших їх працях для опису самоспря-

жених розширень квазiдиференцiальних операторiв було застосова-

но симплектичну геометрiю.

Вiдзначимо також роботи Iбрагiма [21, 22, 23, 24] та iншi роботи

цього ж автора, роботи Мiрзоєва [68, 69, 70], Долгiх i Мiрзоєва [58],

Фiлiппенка [80].

Квазiдиференцiальнi вирази з матричними коефiцiєнтами вивча-

лись в роботах Френцена, зокрема, [13, 14, 15, 16, 17].

В роботах Еверiтта i Зеттла [12], Еверiтта i Маркуса [9], Ашуро-

ва i Еверiтта [4], Соколова [32, 33, 34] вивчались багатоiнтервальнi
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оператори, породженi довiльними формально самоспряженими ква-

зiдиференцiальними виразами в гiльбертових просторах.

1.4 Оператори Штурма–Лiувiлля з узагальненими фун-

кцiями в коефiцiєнтах

Розглянемо на скiнченному iнтервалi J := (𝑎, 𝑏) формальний ди-

ференцiальний вираз

𝑙(𝑦) = −(𝑝𝑦′)′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J.

Такий вираз i пов’язанi з ним крайовi задачi, як вiдомо, було

дослiджено ще Штурмом i Лiувiллем. В класичнiй теорiї Штурма–

Лiувiлля коефiцiєнти 𝑙(𝑦) є дiйсними функцiями, що задовольняють

умови

𝑞 ∈ 𝐶(J), 0 < 𝑝 ∈ 𝐶1(J),

Сучасний виклад класичної теорiї Штурма-Лiувiля наведено в

багатьох монографiях. Основнi її положення залишаються в силi i

при бiльш загальних умовах

𝑞, 1/𝑝 ∈ 𝐿1 (J,C) ,

див. [36] i наведенi там посилання.

Проте цi умови не охоплюють деякi важливi математичнi моделi,

якi з’явились у фiзицi ще на початку минулого сторiччя. В першу

чергу це сингулярнi оператори Шрьодiнгера.

Сингулярним оператором Шрьодiнгера називають оператор, по-

в’язаний з (формальним) виразом

𝑙(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡),
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де потенцiал 𝑞(𝑡) /∈ 𝐿1(J,C).

Найбiльш вiдомi приклади таких операторiв даються системами

з 𝛿-взаємодiями, тобто з потенцiалами, зосередженими в точках.

Iсторично першою роботою, де було дослiджено цю задачу, ма-

буть, була робота Кронiга i Пеннi [26].

Математичне дослiдження таких операторiв i їх багатовимiрних

аналогiв було проведено Березiним i Фаддєєвим [41], Мiнлосом i

Фаддєєвим [71], Березiним [40] i багатьма iншими. В роботах [41, 71]

сингулярний оператор −∆ + 𝜇𝛿(𝑥) розумiється як розширення опе-

ратора 𝑇0 = −∆ з областю Dom(𝑇0) = 𝐶∞
0 (R3 ∖ {0}). Цi результати

викликали велику кiлькiсть робiт. Зокрема, роботи Гестезi i Саймо-

на [19], Кисельова i Саймона [25], Фрагела [79], Шондiна [86].

Цi результати деякою мiрою пiдсумовано в монографiях Альбе-

реверiо, Гестезi, Хєег-Крон, Хольдена [1], Альбеверiо i Курасова [2]

i вiдображенi в їх бiблiографiї, що мiстить кiлькасот робiт.

Iншим вiдомим прикладом є вираз Шрьодiнгера

𝑙(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) − 1

𝑡
𝑦(𝑡)

з кулонiвським потенцiалом. Вiн вивчався в багатьох роботах, зокре-

ма, Бойда [5], Гестезi [18], Гунсона [20], Курасова [27], та багатьох

iнших.

Узагальненням задачi з потенцiалом, що є дельта-функцiєю, є

вираз

𝑙(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) + 𝜇𝑦(𝑡)

з потенцiалом, що є мiрою Радона. Такi вирази дослiджувались,

зокрема, в роботi Браше [6].
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В зв’язку з теорiєю маркiвських процесiв, а також деякими пи-

таннями теорiї коливань представляють iнтерес узагальненi дифе-

ренцiальнi рiвняння вигляду

𝑙(𝑦) = − 𝑑

𝑑𝑀(𝑥)

⎛⎝𝑦+(𝑥) −
𝑥+0∫︁

𝑐+0

𝑦(𝑠)𝑑𝑄(𝑠)

⎞⎠ ,

де 𝑀(𝑥) – неспадаюча функцiя, 𝑄(𝑥) – рiзниця двох неспадаючих

функцiй, а 𝑦+ – права похiдна функцiї 𝑦. Спектральна теорiя опера-

торiв, породжених такими виразами, розглядалась Крейном, Фелле-

ром i Кацем. Найбiльш повний виклад i бiблiографiю мiстить робота

[61].

Подальший суттєвий розвиток цього напрямку дослiджень було

отримано Савчуком i Шкалiковим [77, 78].

На вiдрiзку [0, 1] ними було розглянуто вираз Шрьодiнгера

𝑙(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].

за таких умов на коефiцiєнти:

𝑞 = 𝑄′, 𝑄 ∈ 𝐿2 ([0, 1],C) ,

де похiдна функцiї 𝑄 розумiється в сенсi узагальнених функцiй.

Такi умови включають в себе 𝛿-взаємодiї при 𝑄, що є функцiєю

Хевiсайда, та потенцiали вигляду sign 𝑡
|𝑡|𝛼 , 𝛼 < 3/2. Також вони вклю-

чають довiльнi скiнченнi мiри (оскiльки кожну мiру можна розгля-

дати, як похiдну функцiї обмеженої варiацiї).

Авторами [77] було запропоновано такий пiдхiд. Використову-

ючи регуляризацiю формального диференцiального виразу 𝑙(𝑦) за
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допомогою квазiпохiдних

𝑦[0] = 𝑦,

𝑦[1] = 𝑝𝑦′ −𝑄𝑦,

𝑙(𝑦) = −(𝑦[1])′ −𝑄𝑦[1] + 𝑄2𝑦,

вiдповiднi оператори можна означити як квазiдиференцiальнi.

Максимальний оператор визначається як

𝐿𝑀𝑦 = 𝑙(𝑦),

Dom(𝐿𝑀) =
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝑦, 𝑦[1] ∈ 𝑊 1

1 ([0, 1],C), 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2([0, 1],C)
}︁
,

де𝑊 1
1 ([0, 1],C) – простiр функцiй, узагальнена похiдна яких є сумов-

ною на [0, 1]. Цей простiр спiвпадає з класом абсолютно неперервних

фунцiй 𝐴𝐶([0, 1],C).

Мiнiмальний оператор визначається як звуження 𝐿𝑀 на область

Dom(𝐿𝑚) =
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝑦 ∈ Dom(𝐿𝑀), 𝑦(±1) = 𝑦[1](±1) = 0

}︁
.

Оператори 𝐿𝑀 i 𝐿𝑚 є взаємно спряженими фредгольмовими опе-

раторами, у випадку дiйсного потенцiалу 𝑞 оператор 𝐿𝑚 є симетри-

чним замкненим оператором з iндексом дефекта (2, 2).

За умови дiйсностi функцiї 𝑞 було описано всi самоспряженi

розширення мiнiмального оператора в термiнах теорiї Глазмана-

Крейна-Наймарка,

Нехай 𝑞 — дiйсна функцiя. Тодi 𝐿𝑚 — замкнений симетричний

оператор з iндексом дефекту (2, 2), а будь-яке його самоспряжене

розширення 𝐿′ є звуженням оператора 𝐿𝑀 на область вигляду

Dom(𝐿′) := {𝑦 |𝑦 ∈ Dom(𝐿𝑀), 𝑈1(𝑦) = 𝑈2(𝑦) = 0} ,
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де лiнiйнi форми 𝑈1, 𝑈2 мають представлення

𝑈𝑗(𝑦) = 𝛼𝑗1𝑦
[0](0) + 𝛼𝑗1𝑦

[1](0) + 𝛽𝑗1𝑦
[0](1) + 𝛽𝑗1𝑦

[1](1) = 0, 𝑗 = 1, 2.

для коефiцiєнтiв яких виконуються рiвностi

𝛼𝑗1𝛼𝑘2 − 𝛼𝑗2𝛼𝑘1 = 𝛽𝑗1𝛽𝑘2 − 𝛽𝑗2𝛽𝑘1, 𝑗, 𝑘 = 1, 2.

Також було отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної

апроксимацiї побудованих операторiв аналогiчними операторами з

гладкими потенцiалами.

А саме, за умови збiжностi гладких функцiй 𝑄𝜀 до функцiї

𝑄 ∈ 𝐿2([0, 1],C) було дослiджено збiжнiсть операторiв 𝐿𝜀 =

= −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑞𝜀(𝑥) до 𝐿0 = −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑞0(𝑥), 𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀. Тут мається

на увазi, що областi визначення операторiв 𝐿𝜀 i 𝐿0 даються деякими

фiксованими крайовими умовами вигляду 𝑈1(𝑦) = 𝑈2(𝑦) = 0.

Нехай ‖𝑄𝜀−𝑄0‖2 → 0 при 𝜀 → +0 i резольвентна множина 𝜌(𝐿0)

не порожня. Тодi оператори 𝐿𝜀 збiгаються до оператора 𝐿0 в сенсi

рiвномiрної резольвентної збiжностi.

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi зроблено стислий огляд лiтератури за темою

дисертацiї. З наведених тут вiдомостей можна зробити наступнi ви-

сновки:

1. Важливим математичним об’єктом дослiдження був i залиша-

ється оператор, породжений виразом Штурма–Лiувiлля.

2. Цей об’єкт у випадку одновимiрного вираза Шрьодiнгера мо-

жна iстотно узагальнити, використовуючи квазiпохiднi.
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3. Представляє iнтерес подальший розвиток цього пiдходу i роз-

повсюдження його на iншi важливi класи диференцiальних ви-

разiв.
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РОЗДIЛ 2

РЕЗОЛЬВЕНТНА АПРОКСИМАЦIЯ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ

2.1 Квазiдиференцiальнi оператори

Нехай 𝑚 ∈ N i на скiнченному iнтервалi J := (𝑎, 𝑏) задано ква-

дратну матрицю 𝐴 комплекснозначних функцiй (𝑎𝑘,𝑠) розмiру𝑚×𝑚

таку, що

1) 𝑎𝑘,𝑠 = 0 майже скрiзь на J, 𝑠 > 𝑘 + 1;

2) 𝑎𝑘,𝑠 ∈ 𝐿1 (J,C) , 𝑎𝑘,𝑘+1 ̸= 0 майже скрiзь на J,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘 + 1.

(2.1)

Така матриця-функцiя називається матрицеюШина–Цеттла i визна-

чає квазiпохiднi функцiї 𝑦(𝑥) ∈ Dom(𝐴) порядкiв 𝑘 ≤ 𝑚 наступним

рекурентним чином:

𝐷[0]𝑦 := 𝑦,

𝐷[𝑘]𝑦 := 𝑎−1
𝑘,𝑘+1(𝑡)

(︃
(𝐷[𝑘−1]𝑦)′ −

𝑘∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚−1,

𝐷[𝑚]𝑦 :=

(︃
(𝐷[𝑚−1]𝑦)′ −

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑎𝑚,𝑠(𝑡)𝐷
[𝑠−1]𝑦

)︃
.

Область визначення квазiпохiдних Dom(𝐴) є частиною множини

𝐴𝐶(J,C), а саме:

Dom(𝐴) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Звiдси випливає, що 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿1(J,C).

Такi вирази називаються квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вони

були вперше введенi в роботах [81, 82, 83, 84, 85] i потiм доопра-

цьованi в роботi [37], див. також монографiю [7].
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Квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) порядку 𝑚 визначається як

𝑙(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦. (2.2)

Зауваження 2.1. У випадку, коли матриця-функцiя 𝐴 має вигляд

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

... ... ... ... ...

0 0 0 . . . 1

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 𝑎𝑚,3 . . . 𝑎𝑚,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) є диференцiальним, бо 𝐷[𝑘]𝑦 = 𝑦(𝑘),

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1 i

𝑙(𝑦) = 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦 = 𝑖𝑚

(︃
𝑦(𝑚) −

𝑚∑︁
𝑠=0

𝑎𝑚,𝑠(𝑡)𝑦
(𝑠−1)

)︃
.

Навпаки, кожен такий диференцiальний вираз може бути запи-

саний як квазiдиференцiальний. Зважаючи на це, квазiдиференцi-

альнi вирази є природнiм узагальненням диференцiальних.

Це узагальнення є досить змiстовним, враховуючи, що диферен-

цiальний вираз залежить вiд 𝑚 + 1 функцiональних коефiцiєнтiв, в

той час, як квазiдиференцiальний – вiд 1
2(𝑚2 + 𝑚) + 𝑚− 1 коефiцi-

єнтiв.

Розв’язок задачi Кошi для резольвентного рiвняння

𝑙(𝑦) − 𝜆𝑦 = 𝑓 ∈ 𝐿2(J,C), (𝐷[𝑘]𝑦)(𝑐) = 𝛼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (2.3)

де 𝑐 ∈ J i 𝛼𝑘 ∈ C, 𝑘 = 0,𝑚− 1, визначається як перша компонен-

та розв’язку задачi Кошi для вiдповiдної системи диференцiальних

рiвнянь першого порядку

𝑤′(𝑡) = 𝐴𝜆(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝜙(𝑡), 𝑤(𝑐) = (𝛼0, 𝛼1, . . . 𝛼𝑚−1) (2.4)
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де вектор-функцiя 𝑤(𝑡) := (𝐷[0]𝑦(𝑡), 𝐷[1]𝑦(𝑡), . . . , 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡)), ква-

дратна матриця-функцiя

𝐴𝜆(𝑡) := 𝐴−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . 0

𝑖−𝑚𝜆 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1(J,C𝑚×𝑚), (2.5)

а вектор-функцiя 𝜙(𝑡) := (0, 0, . . . , 0, 𝑖−𝑚𝑓(𝑡)) ∈ 𝐿1(J,C𝑚).

Лема 2.1 ([37]). Задача Кошi (2.3) за умов (2.1) має розв’язок на

J. Вiн єдиний.

Введений загальний квазiдиференцiальний вираз 𝑙(𝑦) породжує

в гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) з нормою ‖ · ‖2 (див. [7, 37]) ма-

ксимальний квазiдиференцiальний оператор

𝐿max : 𝑦 → 𝑙(𝑦),

Dom(𝐿max) =
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐴)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
.

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як зву-

ження оператора 𝐿max на множину

Dom(𝐿min) :=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Зауваження 2.2. Якщо функцiональнi коефiцiєнти 𝑎𝑘,𝑠 є доста-

тньо гладкими, то в квазiпохiдних можна розкрити дужки, i вони

вироджуються в звичайнi диференцiальнi вирази. Отже, вiдповiд-

нi квазiдиференцiальнi оператори є насправдi диференцiальними.

Нижче буде доведено (теорема 2.4), що множина диференцiальних

операторiв, заданих таким чином, є щiльною в множинi квазiди-

ференцiальних в топологiї рiвномiрної резольвентної збiжностi.
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Визначимо поряд з виразом (2.2) формально спряжений до нього

вираз 𝑙+(𝑦).

Формально спряжена (спряжена за Лагранжем) до 𝐴 матриця-

функцiя 𝐴+ визначається за формулою

𝐴+ := −Λ−1
𝑚 𝐴𝑇Λ𝑚,

де 𝐴𝑇 — комплексно спряжена до транспонованої матрицi 𝐴,

Λ𝑚 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 −1

0 0 . . . 1 0

... ... ... ... ...

0 (−1)𝑚−1 . . . 0 0

(−1)𝑚 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Легко бачити, що Λ−1
𝑚 = (−1)𝑚−1Λ𝑚.

Тому можна визначити вiдповiднi квазiпохiднi Шина–Цеттла, що

позначаються 𝐷{0}𝑦,𝐷{1}𝑦, ..., 𝐷{𝑚}𝑦, з областю визначення

Dom(𝐴+) :=
{︁
𝑦
⃒⃒⃒
𝐷{𝑘}𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Вiдповiдно, сам спряжений вираз визначається як

𝑙+(𝑦) := 𝑖𝑚𝐷{𝑚}𝑦.

Позначимо через 𝐿+
max i 𝐿

+
min породженi ним максимальний и мiнi-

мальний оператори в просторi 𝐿2(J,C). В [37] доведена (див. також

монографiю [7]) наступна

Теорема 2.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max щiльно заданi i

замкненi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.
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2.2 Допомiжний результат

Наслiдуючи [73, 74], введемо таке

Означення 2.1. Позначимо через M𝑛(J) =: M𝑛, 𝑛 ∈ N клас всiх

параметризованих числом 𝜀 матриць-функцiй

𝑅(·; 𝜀) : [0, 𝜀0] → 𝐿1(J,C𝑛×𝑛),

для яких розв’язок задачi Кошi

𝑍 ′(𝑡; 𝜀) = 𝑅(𝑡; 𝜀)𝑍(𝑡; 𝜀), 𝑍(𝑎; 𝜀) = 𝐼𝑛

(тобто матрицант) задовольняє граничне спiввiдношення

lim
𝜀→0+

‖𝑍(·; 𝜀) − 𝐼𝑛‖𝐶 = 0,

де ‖ · ‖𝐶 – sup-норма.

Нехай 𝑌 (𝑡; 𝜀) – єдиний розв’язок (матрицант) матричного дифе-

ренцiального рiвняння

𝑌 ′(𝑡; 𝜀) = 𝐵(𝑡; 𝜀)𝑌 (𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) 𝜀 ∈ [0, 𝜀0],

з початковою умовою

𝑌 (𝑎; 𝜀) = 𝐼𝑚.

Важливiсть класу M𝑛, пояснює принцип редукцiї А. Ю. Левiна

[64], [65], який в наших позначеннях має наступний вигляд:

Лема 2.2 (принцип редукцiї). Граничне спiввiдношення

‖𝑌 (𝑡; 𝜀) − 𝑌 (𝑡; 0)‖𝐶 → 0, 𝜀 → +0

виконується в тому i лише в тому випадку, якщо

𝐵(𝑡; 𝜀) −𝐵(𝑡; 0) = 𝑅(𝑡; 𝜀) ∈ M𝑚.
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Наведене означення класса M𝑛 не є конструктивним. Iснують

рiзнi достатнi умови належностi матричної функцiї 𝑅(·; 𝜀) до класу

M𝑛. Перша найпростiша з них випливає з леми, наведеної в роботi

[35].

Проте ми будемо використовувати значно сильнiше твердження.

З результатiв роботи А. Ю. Левiна [64] випливає

Лема 2.3. Нехай 𝑅(·; 𝜀) : [0, 𝜀0] → 𝐿1(J,C𝑛×𝑛). Якщо при 𝜀 → 0+

виконується одна з чотирьох (нееквiвалентних мiж собою) умов:

(𝛼) ‖𝑅(·; 𝜀)‖1 = 𝑂(1),

(𝛽) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀)‖1 → 0,

(𝛾) ‖𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0,

(∆) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀) −𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0,

то умова

‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖𝐶 → 0, 𝜀 → 0+

рiвносильна включенню

𝑅(·; 𝜀) ∈ M𝑛.

В роботi [74] встановлена наступна загальна

Теорема 2.2. Нехай для крайової задачi

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ J, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0] (2.6)

𝑈𝜀𝑦(·; 𝜀) = 0, (2.7)
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де матрицi-функцiї 𝐴(·, 𝜀) ∈ 𝐿1(J,C𝑛×𝑛), вектор-функцiї 𝑓(·, 𝜀) ∈

𝐿1(J,C𝑛), а линiйнi неперервнi оператори

𝑈𝜀 : 𝐶(J,C𝑛) → C𝑛, 𝑛 ∈ N,

виконуються умови:

1) однорiдна гранична крайова задача (2.6), (2.7) з 𝜀 = 0 i

𝑓(·; 0) ≡ 0 має тiльки тривiальний розв’язок;

2) 𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0) ∈ M𝑛;

3) ‖𝑈𝜀 − 𝑈0‖ → 0, 𝜀 → 0 + .

Тодi для достатньо малих 𝜀 iснують матрицi Грiна 𝐺(𝑡, 𝑠; 𝜀) задач

(2.6), (2.7) i на квадратi J× J

‖𝐺(·, ·; 𝜀) −𝐺(·, ·; 0)‖∞ → 0, 𝜀 → 0+, (2.8)

де ‖ · ‖∞ – норма в просторi 𝐿∞(J× J,C𝑚×𝑚).

Умову 3) теореми 2.2, взагалi кажучи, не можна замiнити бiльш

слабкою умовою сильної збiжностi операторiв 𝑈𝜀
𝑠→ 𝑈0 [74]. Однак

для двоточкових крайових операторiв справедлива така

Лема 2.4. Для двоточкових крайових операторiв

𝑈𝜀𝑦 := 𝐵1(𝜀)𝑦(𝑎) + 𝐵2(𝜀)𝑦(𝑏), 𝐵𝑘(𝜀) ∈ C𝑛×𝑛, 𝑘 = 1, 2,

при 𝜀 → 0+ наступнi умови еквiвалентнi:

i) 𝑈𝜀
𝑠→ 𝑈0 в просторi L[𝐶(J,C𝑛);C𝑛];

ii) ‖𝑈𝜀 − 𝑈0‖ → 0 в просторi L[𝐶(J,C𝑛);C𝑛];

iii) 𝐵𝑘(𝜀) → 𝐵𝑘(0), 𝑘 = 1, 2.
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Доведення. Iмплiкацiя ii) ⇒ i) одразу ж випливає iз нерiвностi

‖𝑈𝜀𝑦(𝑡) − 𝑈0𝑦(𝑡)‖ 6 ‖𝑈𝜖 − 𝑈0‖ · ‖𝑦(𝑡)‖𝐶 .

Оскiльки ∀ 𝑦(·) ∈ (𝐶)𝑚 має мiсце нерiвнiсть

‖(𝑈𝜀 − 𝑈0)𝑦(𝑡)‖ = ‖
2∑︁

𝑘=1

[𝐵𝑘(𝜀) −𝐵𝑘(0)]𝑦(𝑡𝑘)‖ 6

6
2∑︁

𝑘=1

‖𝐵𝑘(𝜀) −𝐵𝑘(0)‖ · ‖𝑦(𝑡𝑘)‖ 6
2∑︁

𝑘=1

‖𝐵𝑘(𝜀) −𝐵𝑘(0)‖ · ‖𝑦(𝑡)‖𝐶 ,

то з умови iii) леми 2.4, випливає, що при 𝜀 → 0+ оператори 𝑈𝜀

рiвномiрно збiгаються до 𝑈0 по нормi просторуL[𝐶(J,C𝑛);C𝑛], тобто

виконується iмплiкацiя iii) ⇒ ii).

Залишилось показати, що i) ⇒ iii). В банаховому просторi

𝐶(J,C) розглянемо кусково-лiнiйну функцiю 𝜙𝑗(𝑡) таку, що для по-

слiдовностi точок 𝑡𝑘 ∈ [𝑎, 𝑏]

𝜙𝑗(𝑡𝑘) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑘 = 𝑗;

0, 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, 2;

Для довiльного вектора ℎ ∈ C𝑚 добуток [𝜙𝑗(𝑡) · ℎ] ∈ 𝐶𝑚. Тодi має

мiсце рiвнiсть

𝑈𝜀[𝜙𝑗(𝑡)·ℎ]−𝑈0[𝜙𝑗(𝑡)·ℎ] =
2∑︁

𝑘=1

𝐵𝑘(𝜀)[𝜙𝑗(𝑡𝑘)·ℎ]−
2∑︁

𝑘=1

𝐵𝑘(0)[𝜙𝑗(𝑡𝑘)·ℎ] =

=
2∑︁

𝑘=1

[𝐵𝑘(𝜀) −𝐵𝑘(0)][𝜙𝑗(𝑡𝑘) · ℎ] = [𝐵𝑗(𝜀) −𝐵𝑗(0)]ℎ

Iз останньої рiвностi, згiдно умови i) леми, випливає, що

𝐵𝑗(𝜀)
𝑠→ 𝐵𝑗(0) в просторi C𝑚×𝑚, 𝑗 = 1, 2. А це, в силу скiнчен-

новимiрностi простору C𝑚×𝑚, рiвносильне тому, що 𝐵𝑘(𝜀) → 𝐵𝑘(0),

𝑘 = 1, 2.
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2.3 Резольвентна аппроксимацiя

Розглянемо на скiнченному iнтервалi J сiм’ю матриць-функцiй

𝐴(·; 𝜀) := (𝑎𝑖𝑗(·; 𝜀)), що задовольняють умовам (2.1). Вiдповiднi їм

квазiпохiднi будемо позначати через 𝐷[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦, . . . , 𝐷

[𝑚]
𝜀 𝑦. Вони по-

роджують сiм’ю квазiдиференцiальних виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (2.2).

В гiльбертовому просторi 𝐿2 (J,C) такi вирази при кожному 𝜀 по-

роджують оператори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max. Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚,

а вектори

Y𝜀(𝑎) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑎)} ∈ C𝑚,

Y𝜀(𝑏) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑏)} ∈ C𝑚.

Задамо для кожного фiксованого значення 𝜀 оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀(𝑦),

Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .

Очевидно, що

𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

Будемо позначати через 𝜌(𝐿) резольвентну множину абстрактно-

го оператора 𝐿. Нагадаємо наступне

Означення 2.2. Оператори 𝐿𝜀 збiгаються при 𝜀 → 0+ до опера-

тора 𝐿0 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi, 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0,

якщо iснує 𝜇 ∈ C, таке, що 𝜇 ∈ 𝜌(𝐿0), 𝜇 ∈ 𝜌(𝐿𝜀) для достатньо

малих 𝜀 i

‖(𝐿𝜀 − 𝜇)−1 − (𝐿0 − 𝜇)−1‖ → 0, 𝜀 → 0 + .
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Справедлива наступна лема [60]:

Лема 2.5. Нехай оператор 𝐿0 має непорожню резольвентну мно-

жину 𝜌(𝐿0). Якщо 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0, то для будь-якого 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿0): 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝜀)

для достатньо малих 𝜀 i

‖(𝐿𝜀 − 𝜆)−1 − (𝐿0 − 𝜆)−1‖ → 0, 𝜀 → 0+,

тобто означення 2.2 не залежить вiд вибору 𝜇 ∈ 𝜌(𝐿0).

Головним результатом цього пiдроздiлу є

Теорема 2.3. Нехай резольвентна множина граничного квазiди-

ференцiального оператора 𝜌(𝐿0) непорожня i виконанi умови:

1) [𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0)] ∈ M𝑚;

2) 𝛼(𝜀)−→𝛼(0), 𝛽(𝜀)−→𝛽(0), 𝜀 → 0 + .

Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Наступне твердження дозволяє звести теорему 2.3 до теореми

2.2.

Лема 2.6. Функцiя 𝑦(𝑡) є розв’язком крайової задачi

𝑙𝜀(𝑦)(𝑡) = 𝑓(𝑡; 𝜀) ∈ 𝐿2, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], (2.9)

𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0 (2.10)

тодi i тiльки тодi, коли вектор-функцiя

𝑤(𝑡) = (𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑡), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑡), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑡))

є розв’язком крайової задачi

𝑤′(𝑡) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑤(𝑡) + 𝜙(𝑡; 𝜀), (2.11)

𝛼(𝜀)𝑤(𝑎) + 𝛽(𝜀)𝑤(𝑏) = 0, (2.12)

де 𝜙(·; 𝜀) := (0, 0, . . . , 0, 𝑖−𝑚𝑓(·; 𝜀)) ∈ 𝐿1 (J,C𝑚).
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Доведення. Якщо 𝑦(·) — розв’язок рiвняння (2.9), то за означенням

квазiпохiдних 𝑤(𝑡) є розв’язком рiвняння (2.11).

Враховуючи, що Y𝜀(𝑎) = 𝑤(𝑎), Y𝜀(𝑏) = 𝑤(𝑏), легко бачити, що

крайовi умови (2.10) еквивалентнi крайовим умовам (2.12).

В силу леми 2.6 iз припущення

(E) Однорiдна крайова задача

𝐷
[𝑚]
0 𝑦(𝑡) = 0, 𝛼(0)Y0(𝑎) + 𝛽(0)Y0(𝑏) = 0

має тiльки тривiальний розв’язок

випливає, що однорiдна крайова задача

𝑤′(𝑡) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑤(𝑡), 𝛼(𝜀)𝑤(𝑎) + 𝛽(𝜀)𝑤(𝑏) = 0

теж має тiльки тривiальний розв’язок.

Означення 2.3. Функцiєю Грiна задачi (2.9), (2.10) будемо нази-

вати функцiю

Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀) ∈ 𝐿∞(J× J,C),

яка дозволяє представити розв’язок напiводнорiдної крайової задачi

(2.9), (2.10) у виглядi

𝑦(𝑡; 𝜀) =

𝑏∫︁
𝑎

Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀)𝜙(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∀𝜙(·; 𝜀) ∈ 𝐿1 (J,C) . (2.13)

Така функцiя визначається однозначно до значень на пiдмножи-

нi квадрата мiри нуль.

Лема 2.7. Нехай для задачi (2.11), (2.12) для достатньо малих 𝜀

iснує матриця Грiна

𝐺(𝑡, 𝑠, 𝜀) = (𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑠))
𝑚
𝑖,𝑗=1 ∈ 𝐿∞

(︀
J× J,C𝑚×𝑚

)︀
.
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Тодi iснує функцiя Грiна Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀) напiводнорiдної крайової задачi

(2.9), (2.10) i

Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀) = 𝑖−𝑚𝑔1𝑚(𝑡, 𝑠; 𝜀) м. с.

Доведення. Згiдно означення матрицi Грiна, єдиний розв’язок зада-

чi (2.11), (2.12) записується у виглядi

𝑤𝜀(𝑡) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑡, 𝑠; 𝜀)𝜙(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

В силу леми 2.6 останню рiвнiсть можна переписати у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷
[0]
𝜀 𝑦𝜀(𝑡) =

𝑏∫︀
𝑎

𝑔1𝑚(𝑡, 𝑠; 𝜀)𝑖−𝑚𝑓(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠

𝐷
[1]
𝜀 𝑦𝜀(𝑡) =

𝑏∫︀
𝑎

𝑔2𝑚(𝑡, 𝑠; 𝜀)𝑖−𝑚𝑓(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

𝐷
[𝑚]
𝜀 𝑦𝜀(𝑡) =

𝑏∫︀
𝑎

𝑔𝑚𝑚(𝑡, 𝑠; 𝜀)𝑖−𝑚𝑓(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠,

де 𝑦𝜀(·) - єдиний розв’язок задачi (2.9), (2.10). Звiдси випливає твер-

дження леми.

Доведення теореми 2.3. Будемо спершу вважати, що 0 ∈ 𝜌(𝐿0).

Покажемо, що sup
‖𝑓‖2=1

‖𝐿−1
𝜀 𝑓 − 𝐿−1

0 𝑓‖ → 0, 𝜀 → 0+.

Рiвняння 𝐿−1
𝜀 𝑓 = 𝑦𝜀 еквiвалентно тому, що 𝐿𝜀𝑦𝜀 = 𝑓 , тобто 𝑦𝜀

є розв’язком задачi (2.9), (2.10). При цьому з включення 0 ∈ 𝜌(𝐿0)

випливає, що виконується припущення (E).

Тому з леми 2.6 випливає, з урахуванням леми 2.4, що виконую-

ться умови теореми 2.2 для задачi (2.11), (2.12).

Це значить, що iснують матрицi Грiна 𝐺(𝑡, 𝑠; 𝜀) задач (2.11),

(2.12), i виконується граничне спiввiдношення (2.8). Враховуючи ле-

му 2.7, звiдси випливає гранична рiвнiсть

‖Γ(·, ·; 𝜀) − Γ(·, ·; 0)‖∞ → 0, 𝜀 → 0 + .
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Тодi

‖𝐿−1
𝜀 − 𝐿−1

0 ‖ = sup
‖𝑓‖2=1

‖
∫︁ 𝑏

𝑎

[Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀) − Γ(𝑡, 𝑠; 0)]𝑓(𝑠)𝑑𝑠‖2 ≤

≤ (𝑏−𝑎)1/2 sup
‖𝑓‖2=1

‖
∫︁ 𝑏

𝑎

|Γ(𝑡, 𝑠; 𝜀) − Γ(𝑡, 𝑠; 0)||𝑓(𝑠)|𝑑𝑠‖𝐶 ≤

≤(𝑏− 𝑎)‖Γ(·, ·; 𝜀) − Γ(·, ·; 0)‖∞ → 0, 𝜀 → 0+,

звiдки випливає твердження теореми.

Тепер розглянемо загальний випадок. За умовою теореми, iснує

𝜆 ∈ 𝜌(𝐿0). Тодi очевидно 0 ∈ 𝜌(𝐿0 − 𝜆).

Розглянемо детальнiше оператор 𝐿0−𝜆. Вiн задається наступним

чином:

(𝐿0 − 𝜆)𝑦 = 𝑙0(𝑦) − 𝜆𝑦,

Dom(𝐿0 − 𝜆) =
{︀
𝑦 ∈ Dom

(︀
𝐿0
max

)︀⃒⃒
𝛼(0)Y0(𝑎) + 𝛽(0)Y0(𝑏) = 0

}︀
.

Вираз 𝑙0(𝑦) − 𝜆𝑦 вiдповiдає матрицi 𝐴𝜆(·; 0), що визначається

формулою (2.4), при цьому з умови

[𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0)] ∈ M𝑚

очевидно випливає, що

[𝐴𝜆(·; 𝜀) − 𝐴𝜆(·; 0)] ∈ M𝑚.

Тодi, застосувавши наведенi вище мiркування, отримуємо

𝐿𝜀 − 𝜆
𝑅→ 𝐿0 − 𝜆.

Враховуючи лему 2.5, звiдси випливає твердження теореми.

Враховуючи лему 2.3, з теореми 2.3 випливають наступнi доста-

тнi умови рiвномiрної резольвентної збiжностi квазiдиференцiаль-

них операторiв.

Позначимо 𝑅(·; 𝜀) := 𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0).
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Теорема 2.4. Нехай резольвентна множина граничного квазiди-

ференцiального оператора 𝜌(𝐿0) непорожня i при 𝜀 → 0+ виконанi

умови:

1) Виконується одна з чотирьох (нееквiвалентних мiж собою)

умов:

(𝛼) ‖𝑅(·; 𝜀)‖1 = 𝑂(1),

(𝛽) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀)‖1 → 0,

(𝛾) ‖𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0,

(∆) ‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 ·𝑅(𝑡; 𝜀) −𝑅(𝑡; 𝜀) ·
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖1 → 0;

2) ‖
𝑡∫︀
𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

3) 𝛼(𝜀)−→𝛼(0), 𝛽(𝜀)−→𝛽(0).

Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi наведено ряд ключових для цього та наступного

роздiлiв означень та результатiв.

На основi цих результатiв в цьому роздiлi отримано достатнi умо-

ви рiвномiрної резольвентної збiжностi квазiдиференцiальних опе-

раторiв в термiнах збiжностi матриць-функцiй коефiцiєнтiв та кра-

йових умов.



65

РОЗДIЛ 3

РОЗШИРЕННЯ СИМЕТРИЧНИХ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ

3.1 Симетричнiсть мiнiмального оператора

В цьому роздiлi ми всюди припускаємо, що матриця Шина–

Цеттла формально самоспряжена, тобто 𝐴 = 𝐴+. Тодi, очевидно,

вiдповiдний квазiдиференцiальний вираз є формально самоспряже-

ним, тобто

𝑙(𝑦) = 𝑙+(𝑦).

Наведемо без доведення деякi властивостi таких виразiв, описанi

в [7] та [37].

Справедлива наступна теорема:

Теорема 3.1. Оператор 𝐿min = 𝐿+
min є симетричним в просторi

𝐿2 (J;C) з iндексом дефекта (𝑚,𝑚) i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

Також для нас будуть важливими двi наступнi леми, наведенi в

[7]:

Лема 3.1. Нехай 𝑦, 𝑧 ∈ Dom(𝐿max). Тодi

𝑏∫︁
𝑎

(︁
𝐷[𝑚]𝑦 · 𝑧 − 𝑦 ·𝐷[𝑚]𝑧

)︁
𝑑𝑡 =

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[𝑚−𝑘]𝑦 ·𝐷[𝑘−1]𝑧
⃒⃒
𝑡=𝑏
𝑡=𝑎

Лема 3.2. Для довiльних наборiв комплексних чисел

{𝛼0, 𝛼1, ..., 𝛼𝑚−1}, {𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝑚−1} iснує функцiя 𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

така, що

𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝛼𝑘, 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 𝛽𝑘, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1.
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3.2 Простори граничних значень

Нехай 𝐿 — абстрактний замкнений симетричний оператор в гiль-

бертовому просторi H.

Нагадаємо наступне означення [43]:

Означення 3.1. Трiйка (𝐻,Γ1,Γ2), де 𝐻 – допомiжний гiльбертiв

простiр, а Γ1, Γ2 – лiнiйнi вiдображення Dom(𝐿*) в 𝐻, називає-

ться простором граничних значень (далi ПГЗ) замкненого симе-

тричного оператора 𝐿 з рiвними (скiнченними або нескiнченними

дефектними числами), якщо:

1. для будь-яких 𝑓, 𝑔 ∈ Dom (𝐿*)

(𝐿*𝑓, 𝑔)H − (𝑓, 𝐿*𝑔)H = (Γ1𝑓,Γ2𝑔)𝐻 − (Γ2𝑓,Γ1𝑔)𝐻

2. для будь-яких векторiв 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐻 iснує вектор 𝑓 ∈ Dom (𝐿*)

такий, що Γ1𝑓 = 𝑓1, Γ2𝑓 = 𝑓2.

З означення ПГЗ випливає, що 𝑓 ∈ Dom (𝐿) тодi i тiльки тодi,

коли Γ1𝑓 = Γ2𝑓 = 0.

Справедлива наступна теорема [43]:

Теорема 3.2. Для довiльного симетричного оператора 𝐿 з iнде-

ксом дефекта (𝑛, 𝑛) (𝑛 ≤ ∞) iснує простiр граничних значень

(𝐻,Γ1,Γ2) з 𝑑𝑖𝑚𝐻 = 𝑛.

Отже, ПГЗ iснує для будь-якого симетричного оператора з рiв-

ними дефектними числами. Вiн завжди не єдиний. Зручний для за-

стосувань явний вигляд ПГЗ симетричного в гiльбертовому просторi

𝐿2 (J,C) мiнiмального квазiдиференцiального оператора 𝐿min дають

наступнi твердження:
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Теорема 3.3. Нехай 𝑚 = 2𝑛, 𝑛 ≥ 2. Позначимо через Γ[1], Γ[2] лi-

нiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C2𝑛 такi, що

Γ[1]𝑦 := 𝑖2𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑏),

...,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Γ[2]𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Тодi трiйка (C2𝑛,Γ[1],Γ[2]) є ПГЗ симетричного оператора 𝐿min.

Доведення. Треба показати, що трiйка (C2𝑛,Γ[1],Γ[2]) задовольняє

умови 1) i 2) означення 3.1 з H = 𝐿2 (J;C). Згiдно з теоремою 2.1,

𝐿*
min = 𝐿max.

Згiдно з лемою 3.1

(𝐿max𝑦, 𝑧) − (𝑦, 𝐿max𝑧) = 𝑖2𝑛
2𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦 ·𝐷[𝑘−1]𝑧
⃒⃒
𝑡=𝑏
𝑡=𝑎 .

Введемо позначення:

Γ[1] =: (Γ1𝑎,Γ1𝑏) ,

Γ[2] =: (Γ2𝑎,Γ2𝑏) ,

де

Γ1𝑎 = 𝑖2𝑛
(︁
−𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑎), ..., (−1)𝑛𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

)︁
,

Γ1𝑏 = 𝑖2𝑛
(︁
𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑏), ..., (−1)𝑛−1𝐷[𝑛]𝑦(𝑏)

)︁
,

Γ2𝑎 =
(︁
𝐷[0]𝑦(𝑎), ..., 𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎)

)︁
,

Γ2𝑏 =
(︁
𝐷[0]𝑦(𝑏), ..., 𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

)︁
.
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Тодi легко перевiрити, що

(Γ1𝑎𝑦,Γ2𝑎𝑧) = 𝑖2𝑛
𝑛∑︀

𝑘=1

(−1)𝑘𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑎) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑎),

(Γ2𝑎𝑦,Γ1𝑎𝑧) = 𝑖2𝑛
2𝑛∑︀

𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑎) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑎),

(Γ1𝑏𝑦,Γ2𝑏𝑧) = 𝑖2𝑛
𝑛∑︀

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑏) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑏),

(Γ2𝑏𝑦,Γ1𝑏𝑧) = 𝑖2𝑛
2𝑛∑︀

𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑏) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑏),

Це показує, що

(︀
Γ[1]𝑦,Γ[2]𝑧

)︀
= 𝑖2𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦 ·𝐷[𝑘−1]𝑧
⃒⃒
𝑡=𝑏
𝑡=𝑎 ,

i (︀
Γ[2]𝑦,Γ[1]𝑧

)︀
= 𝑖2𝑛

2𝑛∑︁
𝑘=𝑛+1

(−1)𝑘𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦 ·𝐷[𝑘−1]𝑧
⃒⃒
𝑡=𝑏
𝑡=𝑎 .

Отже, виконується умова 1) означення ПГЗ. Виконання умови

2) випливає з леми 3.2.

Теорема 3.4. Нехай 𝑚 = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ N. Позначимо через Γ[1],Γ[2]

лiнiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C2𝑛+1 такi, що

Γ[1]𝑦 := 𝑖2𝑛+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛]𝑦(𝑏),

....,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑏),

𝛼𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛽𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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Γ[2]𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏),

𝛾𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛿𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де числа 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = (−1)𝑛

2 + 𝑖, 𝛿 = (−1)𝑛+1

2 + 𝑖.

Тодi трiйка (C2𝑛+1,Γ[1],Γ[2]) є ПГЗ симетричного оператора

𝐿min.

Зауваження 3.1. Наведенi значення коефiцiєнтiв можна замiни-

ти довiльними наборами чисел, що задовольняють систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝛾 + 𝛼𝛾 = (−1)𝑛,

𝛽𝛿 + 𝛽𝛿 = (−1)𝑛+1,

𝛼𝛿 + 𝛽𝛾 = 0,

𝛽𝛾 + 𝛼𝛿 = 0,

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.

(3.1)

Доведення. Треба показати, що трiйка (C2𝑛+1,Γ[1],Γ[2]) задовольняє

умови 1) i 2) означення 3.1 з H = 𝐿2 (J;C). Згiдно з теоремою 2.1,

𝐿*
min = 𝐿max.

Згiдно з лемою 3.1

(𝐿max𝑦, 𝑧) − (𝑦, 𝐿max𝑧) = 𝑖2𝑛+1
2𝑛+1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦 ·𝐷[𝑘−1]𝑧
⃒⃒
𝑡=𝑏
𝑡=𝑎 .

Введемо позначення:

Γ[1] =: (Γ1𝑎,Γ1𝑏,Γ1𝑎𝑏) ,

Γ[2] =: (Γ2𝑎,Γ2𝑏,Γ2𝑎𝑏) ,
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де

Γ1𝑎 = 𝑖2𝑛+1
(︁
−𝐷[2𝑛]𝑦(𝑎), ..., (−1)𝑛𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑎)

)︁
,

Γ1𝑏 = 𝑖2𝑛+1
(︁
𝐷[2𝑛]𝑦(𝑏), ..., (−1)𝑛+1𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑏)

)︁
,

Γ1𝑎𝑏 = 𝑖2𝑛+1
(︁
𝛼𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛽𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

)︁
,

Γ2𝑎 =
(︁
𝐷[0]𝑦(𝑎), ..., 𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎)

)︁
,

Γ2𝑏 =
(︁
𝐷[0]𝑦(𝑏), ..., 𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

)︁
,

Γ2𝑎𝑏 = 𝛾𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛿𝐷[𝑛]𝑦(𝑎).

Тодi легко перевiрити, що

(Γ1𝑎𝑦,Γ2𝑎𝑧) = 𝑖2𝑛+1
𝑛∑︀

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑎) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑎),

(Γ2𝑎𝑦,Γ1𝑎𝑧) = 𝑖2𝑛+1
2𝑛+1∑︀
𝑘=𝑛+2

(−1)𝑘𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑎) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑎),

(Γ1𝑏𝑦,Γ2𝑏𝑧) = 𝑖2𝑛+1
𝑛∑︀

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑏) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑏),

(Γ2𝑏𝑦,Γ1𝑏𝑧) = 𝑖2𝑛+1
2𝑛+1∑︀
𝑘=𝑛+2

(−1)𝑘𝐷[2𝑛−𝑘]𝑦(𝑏) ·𝐷[𝑘−1]𝑧(𝑏),

(Γ1𝑎𝑏𝑦,Γ2𝑎𝑏𝑧)− (Γ2𝑎𝑏𝑦,Γ1𝑎𝑏𝑧) =

= 𝑖2𝑛+1(−1)𝑛
(︁
𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) ·𝐷[𝑛]𝑧(𝑏) −𝐷[𝑛]𝑦(𝑎) ·𝐷[𝑛]𝑧(𝑎)

)︁
.

З наведених спiввiдношень випливає, що виконується умова 1)

означення 3.1.

Згiдно з лемою 3.2, для будь-яких числових наборiв

{𝛼0, 𝛼1, ..., 𝛼𝑚−1}, {𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝑚−1} iснує функцiя 𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

така, що

𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝛼𝑘, 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 𝛽𝑘, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

Розглянемо довiльнi вектори 𝑓1 = (𝑓1,𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈ C2𝑛+1, 𝑓2 =

= (𝑓2,𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈ C2𝑛+1.
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З останнього спiввiдношення (3.1) випливає, що система⎧⎨⎩ 𝛼𝛽𝑛 + 𝛽𝛼𝑛 = 𝑓1,𝑛

𝛾𝛽𝑛 + 𝛿𝛼𝑛 = 𝑓2,𝑛

має єдиний розв’язок.

Вибравши як 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 цей розв’язок, як 𝛼𝑘 := 𝑓1,𝑘, 𝛽𝑘 := 𝑓2,𝑘, 𝑘 < 𝑛,

𝛼𝑘 := (−1)2𝑛+1−𝑘𝑓1,𝑘, 𝛽𝑘 := (−1)2𝑛−𝑘𝑓2,𝑘, 𝑛 + 1 < 𝑘 < 2𝑛, отримуємо

за лемою 3.2 функцiю 𝑦 ∈ Dom(𝐿max), для якої виконується умова

2) означення 3.1.

3.3 Самоспряженi розширення мiнiмального оператора

За допомогою просторiв граничних значень можна, зокрема, да-

ти бiєктивну параметризацiю всiх самоспряжених розширень аб-

страктного симетричного оператора 𝐿.

Нехай (𝐻,Γ1,Γ2) - його ПГЗ. Справедлива наступна теорема [43]:

Теорема 3.5. Для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в просторi

𝐻 звуження оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що

задовольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (3.2)

є самоспряженим розширенням оператора 𝐿. Навпаки, будь-яке

самоспряжене розширення оператора 𝐿 є звуженням оператора

𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що задовольняють умо-

ву (3.2), причому 𝐾 визначається розширенням однозначно.

Ця теорема разом з теоремами 3.3 та 3.4 дає наступний опис са-

моспряжених розширень мiнiмального квазiдиференцiального опе-

ратора 𝐿min.
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Теорема 3.6. Для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в просторi

C𝑚 звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задо-

вольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ[1]𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ[2]𝑦 = 0, (3.3)

є самоспряженим розширенням оператора 𝐿min. Навпаки, для будь-

якого самоспряженого розширення ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує унiтар-

ний оператор 𝐾 в просторi C𝑚 такий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть

мiж унiтарними операторами {𝐾} i розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктив-

ною.

З теореми 2.3 i теореми 3.6 випливає, що ця параметризацiя є не

лише бiєктивною, але також i неперервною в топологiї рiвномiрної

резольвентної збiжностi.

Теорема 3.7. Самоспряженi розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min збi-

гаються до самоспряженого розширення 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної ре-

зольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 ̸= 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi унiтарнi оператори 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 ̸= 0,

є при кожному фiксованому 𝜆 ∈ C ∖ R гомеоморфiзмом.

Доведення. Теорема 3.7 є частинним випадком наведеної нижче те-

ореми 3.12 для максимальних дисипативних розширень.

Наприкiнцi пiдроздiлу ми окремо опишемо самоспряженi розши-

рення оператора 𝐿min, заданi роздiленими крайовими умовами.

Позначимо через fc росток неперервної функцiї 𝑓 в точцi 𝑐.
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Означення 3.2. Крайовi умови, що визначають оператор

𝐿 ⊂ 𝐿max називаються роздiленими, якщо для довiльних функцiй

𝑦 ∈ Dom(𝐿) i 𝑔, ℎ ∈ Dom(𝐿max),

𝑔, ℎ ∈ Dom(𝐿) якщо ga = ya, gb = 0, ha = 0, hb = yb.

Теорема 3.8. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (3.3), що визнача-

ють самоспряженi розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min, є роздiленими

тодi i лише тодi, коли матриця 𝐾 має блочно-дiагональний вигляд

𝐾 =

⎛⎝ 𝐾𝑎 0

0 𝐾𝑏

⎞⎠ , (3.4)

де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Доведення теореми 3.8 спирається на наступну лему:

Лема 3.3. Нехай 𝑦, 𝑔 ∈ Dom(𝐿max). Тодi ya = ga тодi i лише то-

дi, коли D[k]ya = D[k]ga, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚. Аналогiчне твердження

справедливе для точки 𝑏.

Доведення. Нехай D[k]ya = D[k]ga, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚. Тодi очевидно

ya = D[0]ya = D[0]ga = ga.

Нехай тепер ya = ga. Тодi D[0]ya = D[0]ga, тобто

∃𝜀 > 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑎 + 𝜀) : 𝐷[0]𝑦(𝑥) = 𝐷[0]𝑔(𝑥).

Розглянемо першу квазiпохiдну

𝐷[1]𝑦 = 𝑎−1
1,2(𝑥)

(︁
(𝐷[0]𝑦)′ − 𝑎1,1(𝑥)𝐷[0]𝑦

)︁
.

Тодi для будь-яких 𝑎1 ∈ [𝑎; 𝑎 + 𝜀/2] виконується

𝐷[1]𝑦(𝑎1) = 𝑎−1
1,2(𝑎1)

(︂
lim
𝑥→𝑎1

𝐷[0]𝑦(𝑥) −𝐷[0]𝑦(𝑎1)

𝑥− 𝑎1
− 𝑎1,1(𝑎1)𝐷

[0]𝑦(𝑎1)

)︂
=
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= 𝑎−1
1,2(𝑎1)

(︂
lim
𝑥→𝑎1

𝐷[0]𝑔(𝑥) −𝐷[0]𝑔(𝑎1)

𝑥− 𝑎1
− 𝑎1,1(𝑎1)𝐷

[0]𝑔(𝑎1)

)︂
= 𝐷[1]𝑔(𝑎1).

Оскiльки з того, що 𝑦, 𝑔 ∈ Dom(𝐿max) випливає, що 𝑦, 𝑔 ∈ 𝐴𝐶(J,C),

то D[1]ya = D[1]ga.

Оскiльки з останнього випливає, що ∃ 𝜀 > 0∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑎 + 𝜀) :

𝐷[0]𝑦(𝑥) = 𝐷[0]𝑔(𝑥), 𝐷[1]𝑦(𝑥) = 𝐷[1]𝑔(𝑥), то легко бачити, що, про-

довжуючи таким чином, отримуємо твердження леми для квазiпо-

хiдних порядку 𝑘 ≤ 𝑚.

Для точки 𝑏 доведення аналогiчне.

Доведення теореми 3.8. Доведемо, що крайовi умови вигляду (3.3),

де 𝐾 — довiльна матриця з C2𝑛×2𝑛, є роздiленими тодi i лише тодi,

коли 𝐾 має блочно-дiагональний вигляд (3.4).

Враховуючи лему 3.3, очевидно, що з ya = ga випливає, що

Γ1𝑎𝑦 = Γ1𝑎𝑔 i Γ2𝑎𝑦 = Γ2𝑎𝑔.

Нехай матриця 𝐾 в крайовiй умовi (3.3) має вигляд (3.4). Тодi

умову (3.3) можна записати у виглядi наступної системи⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐾𝑎 − 𝐼)Γ1𝑎𝑦 + 𝑖(𝐾𝑎 + 𝐼)Γ2𝑎𝑦 = 0,

−(𝐾𝑏 − 𝐼)Γ1𝑏𝑦 + 𝑖(𝐾𝑏 + 𝐼)Γ2𝑏𝑦 = 0.

Очевидно, що такi крайовi умови є роздiленими.

Навпаки, припустимо, що умови (3.3) є роздiленими. Матрицю

𝐾 ∈ C2𝑛×2𝑛 можна записати у виглядi

𝐾 =

⎛⎝ 𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22

⎞⎠ .

Треба показати, що 𝐾12 = 𝐾21 = 0.
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Перепишемо умову (3.3) у виглядi системи⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐾11 − 𝐼)Γ1𝑎𝑦 + 𝐾12Γ1𝑏𝑦 + 𝑖(𝐾11 + 𝐼)Γ2𝑎𝑦 + 𝑖𝐾12Γ2𝑏𝑦 = 0,

𝐾21Γ1𝑎𝑦 + (𝐾22 − 𝐼)Γ1𝑏𝑦 + 𝑖𝐾21Γ2𝑎𝑦 + 𝑖(𝐾22 + 𝐼)Γ2𝑏𝑦 = 0.

З того, шо крайовi умови є роздiленими, випливає, що функцiя 𝑔

така, що ga = ya,gb = 0 теж задовольняє цю систему. Згiдно леми

3.3 це означає, що⎧⎪⎨⎪⎩
𝐾11 [Γ1𝑎𝑦 + 𝑖Γ2𝑎𝑦] = Γ1𝑎𝑦 − 𝑖Γ2𝑎𝑦,

𝐾21 [Γ1𝑎𝑦 + 𝑖Γ2𝑎𝑦] = 0

i, отже, Γ1𝑎𝑦+𝑖Γ2𝑎𝑦 ∈ Ker(𝐾21) для довiльної функцiї 𝑦 ∈ Dom(𝐿𝐾).

Повернемось до розгляду крайових умов (3.3) i запишемо їх у па-

раметричнiй формi. Для будь-якого 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2) ∈ C2𝑛, розглянемо

вектори −𝑖 (𝐾 + 𝐼)𝐹 та (𝐾 − 𝐼)𝐹 .

В силу леми 3.2 iснує функцiя 𝑦𝐹 ∈ Dom(𝐿max) така що⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑖 (𝐾 + 𝐼)𝐹 = Γ[1]𝑦𝐹 ,

(𝐾 − 𝐼)𝐹 = Γ[2]𝑦𝐹 .
(3.5)

Легко бачити, що 𝑦𝐹 задовольняє крайову умову (3.3) i тому

𝑦𝐹 ∈ Dom(𝐿𝐾).

Перепишемо (3.5) у виглядi системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑖(𝐾11 + 𝐼)𝐹1 − 𝑖𝐾12𝐹2 = Γ1𝑎𝑦𝐹 ,

−𝑖𝐾21𝐹1 − 𝑖(𝐾22 + 𝐼)𝐹2 = Γ1𝑏𝑦𝐹 ,

(𝐾11 − 𝐼)𝐹1 + 𝐾12𝐹2 = Γ2𝑎𝑦𝐹 ,

𝐾21𝐹1 + (𝐾22 − 𝐼)𝐹2 = Γ2𝑏𝑦𝐹 .

Додавши перше i третє рiвняння останньої системи отримуємо,

що Γ1𝑎𝑦 + 𝑖Γ2𝑎𝑦 = −2𝑖𝐹1 для довiльного вектора 𝐹1 ∈ C𝑛. Таким

чином, Ker(𝐾21) = C𝑛 i отже, 𝐾21 = 0.
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Аналогiчно доводиться, що 𝐾12 = 0.

3.4 Дисипативнi розширення мiнiмального оператора

Означення 3.3. Щiльно заданий лiнiйний оператор 𝐿 в ком-

плексному гiльбертовому просторi H називають дисипативним,

якщо

Im (𝐿𝑓, 𝑓)H ≥ 0, 𝑓 ∈ Dom(𝐿)

i максимальним дисипативним, якщо, крiм того, у оператора 𝐿

немає нетривiальних дисипативних розширень в просторi H.

Зокрема, кожний симетричний оператор є дисипативним, а само-

спряжений — максимальним дисипативним. Тому для симетрично-

го квазiдиференцiального оператора 𝐿min можна поставити питання

про опис всiх його максимальних дисипативних розширень.

Наступна теорема належить Р. Фiлiпсу [29], див. також [43].

Теорема 3.9. Нехай 𝐴 — дисипативне розширення симетричного

оператора 𝐴. Тодi 𝐴 ⊂ 𝐴*.

За допомогою просторiв граничних значень можна описати всi

максимальнi дисипативнi розширення абстрактного симетричного

оператора 𝐿. Нехай, як i в попередньому пiдроздiлi, (𝐻,Γ1,Γ2) —

його ПГЗ. Справедлива наступна теорема [43]:

Теорема 3.10. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi 𝐻

звуження оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що

задовольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду (3.2),

є максимальним дисипативним розширенням оператора 𝐿. Нав-

паки, будь-яке максимальне дисипативне розширення оператора 𝐿
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є звуженням оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*),

що задовольняють умову (3.2), причому 𝐾 визначається розшире-

нням однозначно.

Ця теорема разом з теоремами 3.3 та 3.4 дає наступний опис

максимальних дисипативних розширень мiнiмального симетричного

квазiдиференцiального оператора 𝐿min.

Теорема 3.11. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi

C𝑚 звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задо-

вольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду (3.3), є

максимальним дисипативним розширенням оператора 𝐿min. Нав-

паки, для будь-якого максимального дисипативного розширення ̃︀𝐿
оператора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C𝑚 такий, що̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i розширен-

нями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

З теореми 2.3 i теореми 3.11 випливає, що вiдображення𝐾 → 𝐿𝐾

є не лише бiєктивним, але також i неперервним в топологiї рiвномiр-

ної резольвентної збiжностi.

Теорема 3.12. Максимальнi дисипативнi розширення 𝐿𝐾𝑗
опера-

тора 𝐿min збiгаються до максимального дисипативного розширен-

ня 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi, тобто⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 < 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi оператори стиску 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 < 0,

є при кожному фiксованому 𝜆 гомеоморфiзмом.
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Доведення. Розглянемо максимальнi дисипативнi розширення 𝐿𝐾𝑖

мiнiмального квазiдиференцiального оператора 𝐿min, заданi крайо-

вими умовами вигляду (3.3):

(𝐾𝑖 − 𝐼) Γ[1]𝑦 + 𝑖 (𝐾𝑖 + 𝐼) Γ[2]𝑦 = 0. (3.6)

У випадку 𝑚 = 2𝑛 цi крайовi умови можна записати у виглядi

системи⎧⎪⎨⎪⎩
(𝐾11,𝑖 − 𝐼)Γ1𝑎𝑦 + 𝐾12,𝑖Γ1𝑏𝑦 + 𝑖(𝐾11,𝑖 + 𝐼)Γ2𝑎𝑦 + 𝑖𝐾12,𝑖Γ2𝑏𝑦 = 0,

𝐾21,𝑖Γ1𝑎𝑦 + (𝐾22,𝑖 − 𝐼)Γ1𝑏𝑦 + 𝑖𝐾21,𝑖Γ2𝑎𝑦 + 𝑖(𝐾22,𝑖 + 𝐼)Γ2𝑏𝑦 = 0,

де 𝐾11,𝑖, 𝐾12,𝑖, 𝐾21,𝑖, 𝐾22,𝑖 ∈ C𝑛×𝑛.

У випадку ж 𝑚 = 2𝑛 + 1 цi крайовi умови можна записати у

виглядi системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝐾11,𝑖 − 𝐼)Γ1𝑎𝑦 + 𝐾12,𝑖Γ1𝑏𝑦 + 𝐾13,𝑖Γ1𝑎𝑏𝑦 + 𝑖(𝐾11,𝑖 + 𝐼)Γ2𝑎𝑦+

+𝑖𝐾12,𝑖Γ2𝑏𝑦 + 𝑖𝐾13,𝑖Γ2𝑎𝑏𝑦 = 0,

𝐾21,𝑖Γ1𝑎𝑦 + (𝐾22,𝑖 − 𝐼)Γ1𝑏𝑦 + 𝐾23,𝑖Γ1𝑎𝑏𝑦 + 𝑖𝐾21,𝑖Γ2𝑎𝑦+

+𝑖(𝐾22,𝑖 + 𝐼)Γ2𝑏𝑦 + 𝑖𝐾23,𝑖Γ2𝑎𝑏𝑦 = 0,

𝐾31,𝑖Γ1𝑎𝑦 + 𝐾32,𝑖Γ1𝑏𝑦 + (𝐾33,𝑖 + 1)Γ1𝑎𝑏𝑦 + 𝑖𝐾31,𝑖Γ2𝑎𝑦+

+𝑖𝐾32,𝑖Γ2𝑏𝑦 + 𝑖(𝐾33,𝑖 + 1)Γ2𝑎𝑏𝑦 = 0,

де

𝐾11,𝑖, 𝐾12,𝑖, 𝐾21,𝑖, 𝐾22,𝑖 ∈ C𝑛×𝑛, 𝐾13,𝑖, 𝐾23,𝑖, 𝐾31,𝑖, 𝐾32,𝑖 ∈ C𝑛, 𝐾33,𝑖 ∈ C.

Можна представити 𝐿𝐾𝑖
у виглядi

𝐿𝐾𝑖
𝑦 = 𝑙[𝑦],

Dom(𝐿𝐾𝑖
) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿max)|𝛼(𝑖)Y(𝑎) + 𝛽(𝑖)Y(𝑏) = 0} ,

де

Y(𝑎) := {𝐷[0]𝑦(𝑎), 𝐷[1]𝑦(𝑎), . . . , 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑎)} ∈ C𝑚,
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Y(𝑏) := {𝐷[0]𝑦(𝑏), 𝐷[1]𝑦(𝑏), . . . , 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑏)} ∈ C𝑚.

При цьому матрицi 𝛼(𝑖), 𝛽(𝑖) ∈ C𝑚×𝑚 будуть складатися з еле-

ментiв матрицi 𝐾𝑖, домножених на деякi константи. Тому iз збiжно-

стi за нормою 𝐾𝑖 до 𝐾 випливає збiжнiсть 𝛼(𝑖) → 𝛼(0), 𝛽(𝑖) → 𝛽(0).

Тодi виконуються умови теореми 2.3 для розширень 𝐿𝐾𝑖
.

Тепер нехай послiдовнiсть 𝐿𝐾𝑖
збiгається до 𝐿𝐾 в сенсi резоль-

вентної збiжностi. Розглянемо послiдовнiсть вiдповiдних операторiв

𝐾𝑖. Оскiльки множина стискаючих операторiв в скiнченновимiрному

просторi C𝑚 є компактом в метрицi норми оператора, то ця послi-

довнiсть мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.

Нехай ця пiдпослiдовнiсть𝐾𝑖𝑝 збiгається до деякого ̃︀𝐾 ̸= 𝐾. Тодi⃦⃦⃦⃦(︀
𝐿 ̃︀𝐾 − 𝜆

)︀−1 −
(︁
𝐿𝐾𝑖𝑝

− 𝜆
)︁−1
⃦⃦⃦⃦
→ 0, 𝑖 → ∞, Im𝜆 < 0,

що суперечить теоремi 2.3.

Перейдемо до опису максимальних дисипативних розширень опе-

ратора 𝐿min, заданих роздiленими крайовими умовами.

Теорема 3.13. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (3.3), що визна-

чають максимальнi дисипативнi розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min

є роздiленими тодi i лише тодi, коли матриця 𝐾 має блочно-

дiагональний вигляд (3.4), де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Доведення. Як було показано вище при доведеннi теореми 3.8, роз-

ширення 𝐿𝐾 , заданi умовами виду (3.3), де 𝐾 довiльна матриця з

C2𝑛×2𝑛 є роздiленими тодi i лише тодi, коли 𝐾 має вигляд (3.4).

3.5 Акумулятивнi розширення мiнiмального оператора

Означення 3.4. Щiльно заданий лiнiйний оператор 𝐿 в компле-

ксному гiльбертовому просторi H називають акумулятивним,
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якщо

Im (𝐿𝑓, 𝑓)H ≤ 0, 𝑓 ∈ Dom(𝐿)

i максимальним акумулятивним, якщо, крiм того, у оператора 𝐿

немає нетривiальних акумулятивних розширень в просторi H.

Оскiльки акумулятивнi оператори можна отримати з дисипатив-

них множенням на −1, то наведенi вище результати для максималь-

них дисипативних операторiв переносяться на максимальнi акуму-

лятивнi.

Кожний симетричний оператор є акумулятивним, а самоспряже-

ний – максимальним акумулятивним. Тому для симетричного ква-

зiдиференцiального оператора 𝐿min можна поставити питання про

опис всiх його максимальних акумулятивних розширень.

Для акумулятивних операторiв також справедлива теорема Фi-

лiпса [29], див. також [43].

Теорема 3.14. Нехай 𝐴 – акумулятивне розширення симетрично-

го оператора 𝐴. Тодi 𝐴 ⊂ 𝐴*.

За допомогою просторiв граничних значень можна описати всi

максимальнi акумулятивнi розширення абстрактного симетричного

оператора 𝐿 з ПГЗ (𝐻,Γ1,Γ2). Справедлива наступна теорема [43]:

Теорема 3.15. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi 𝐻

звуження оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*), що

задовольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 − 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (3.7)

є максимальним акумулятивним розширенням оператора 𝐿. Нав-

паки, будь-яке максимальне акумулятивне розширення оператора

𝐿 є звуженням оператора 𝐿* на множину векторiв 𝑓 ∈ Dom(𝐿*),
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що задовольняють умову (3.2), причому 𝐾 визначається розшире-

нням однозначно.

Ця теорема разом з теоремами 3.3 та 3.4 дає наступний опис

максимальних акумулятивних розширень мiнiмального квазiдифе-

ренцiального оператора 𝐿min.

Теорема 3.16. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi C𝑚

звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задоволь-

няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ[1]𝑦 − 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ[2]𝑦 = 0, (3.8)

є максимальним акумулятивним розширенням оператора 𝐿min.

Навпаки, для будь-якого максимального акумулятивного розшире-

ння ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C𝑚 та-

кий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i

розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

Як i для максимальних дисипативних розширень, ця параметри-

зацiя є також неперервною в топологiї рiвномiрної резольвентної збi-

жностi.

Теорема 3.17. Максимальнi акумулятивнi розширення 𝐿𝐾𝑗
опера-

тора 𝐿min збiгаються до максимального акумулятивного розшире-

ння 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 > 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi стискаючi оператори 𝐾𝑗 збiга-

ються за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 > 0,

є при кожному фiксованому 𝜆 гомеоморфiзмом.
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Доведення. Доведення теореми аналогiчне доведенню теореми 3.12.

Теорема 3.18. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (3.8), що ви-

значають максимальнi акумулятивнi розширення 𝐿𝐾 оператора

𝐿min є роздiленими тодi i лише тодi, коли матриця 𝐾 має блочно-

дiагональний вигляд (3.4), де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Доведення. Аналогiчно доведенню теореми 3.8, можна показати, що

розширення 𝐿𝐾 , заданi умовами виду (3.8), де 𝐾 довiльна матриця

з C2𝑛×2𝑛 є роздiленими тодi i лише тодi, коли 𝐾 має вигляд (3.4).

3.6 Узагальненi резольвенти

Нехай знову 𝐿 — абстрактний замкнений симетричний оператор

в сепарабельному гiльбертовому просторi H з щiльною областю ви-

значення.

Нагадаємо вiдоме

Означення 3.5. Узагальненою резольвентою замкненого симе-

тричного оператора 𝐿 називається операторна функцiя 𝑅𝜆 ком-

плексного параметра 𝜆 ∈ C∖R, яка допускає представлення вигля-

ду

𝑅𝜆𝑓 = 𝑃+
(︀
𝐿+ − 𝜆𝐼+

)︀−1
𝑓, 𝑓 ∈ H,

де 𝐿+ – деяке самоспряжене розширення оператора 𝐿 з виходом,

взагалi кажучи, в бiльш широкий, нiж H, простiр H+, 𝐼+ — оди-

ничний оператор в H+, 𝑃+ — оператор ортогонального проекту-

вання H+ на H.
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Операторна функцiя 𝑅𝜆 (Im𝜆 ̸= 0) є узагальненою резольвен-

тою симетричного оператора 𝐿 тодi i тiльки тодi, коли

(𝑅𝜆𝑓, 𝑔)H =

∫︁ +∞

−∞

𝑑 (𝐹𝜇𝑓, 𝑔)

𝜇− 𝜆
, 𝑓, 𝑔 ∈ H,

де 𝐹𝜇 — узагальнена спектральна функцiя оператора 𝐿. Це означає,

що операторна функцiя 𝐹𝜇, 𝜇 ∈ R, має наступнi властивостi [38]:

10. При 𝜇2 > 𝜇1 рiзниця 𝐹𝜇2
− 𝐹𝜇1

є обмеженим невiд’ємним

оператором;

20. 𝐹𝜇+ = 𝐹𝜇 при всiх дiйсних 𝜇;

30. При будь-якому 𝑥 ∈ H

lim
𝜇→−∞

||𝐹𝜇𝑥||H = 0, lim
𝜇→+∞

||𝐹𝜇𝑥− 𝑥||H = 0.

Наступний результат належить В. М. Бруку [42] (див. Т. 1 i Заув.

1).

Нехай 𝐻 — допомiжний сепарабельний гiльбертiв простiр. Сим-

волом {𝑋,𝑋 ′} будемо позначати впорядковану пару з 𝑋,𝑋 ′ ∈ 𝐻.

Пари {𝑋,𝑋 ′} розглядаються як елементи простору 𝐻 ⊕ 𝐻. Не-

хай iснує лiнiйний оператор 𝛾, що вiдображає область визначення

Dom(𝐿*) спряженого до 𝐿 оператора 𝐿* на 𝐻 ⊕ 𝐻, такий, що має

мiсце рiвнiсть

(𝐿*𝑥, 𝑦) − (𝑥, 𝐿*𝑦) = (𝑋 ′, 𝑌 )𝐻 − (𝑋, 𝑌 ′)𝐻 ,

де 𝑥, 𝑦 ∈ Dom(𝐿), {𝑋,𝑋 ′} = 𝛾𝑥, {𝑌, 𝑌 ′} = 𝛾𝑦.

Теорема 3.19. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж уза-

гальненими резольвентами оператора 𝐿 i крайовими задачами

𝐿*𝑦 = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼)𝑌 ′ ∓ 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼)𝑌 = 0
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де {𝑌, 𝑌 ′} = 𝛾𝑦, ℎ ∈ H, 𝜆 — комплексне число i знак
”

+“ в кра-

йовiй умовi береться для значень 𝜆 з верхньої пiвплощини, а
”
−“

для 𝜆 з нижньої пiвплощини. 𝐾(𝜆) — задана регулярна в верхнiй

пiвплощинi операторна функцiя в 𝐻, така, що ‖𝐾(𝜆)‖𝐻 ≤ 1; для

значень 𝜆 з нижньої пiвплощини 𝐾(𝜆) визначається як 𝐾*(𝜆).

Кожний розв’язок задачi визначає узагальнену резольвенту

оператора 𝐿 i навпаки, кожна узагальнена резольвента оператора

𝐿 визначається розв’язком даної задачi.

З допомогою цiєї теореми можна описати всi узагальненi резоль-

венти мiнiмального симетричного квазiдиференцiального оператора

𝐿min на всiй комплекснiй площинi.

Параметричний опис всiх узагальнених резольвент оператора

𝐿min дає

Теорема 3.20. 1) Кожна узагальнена резольвента 𝑅𝜆 оператора

𝐿min в пiвплощинi Im𝜆 < 0 задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 —

розв’язок крайової задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 + 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в нижнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C𝑚 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

2) У пiвплощинi Im𝜆 > 0 кожна узагальнена резольвента опе-

ратора 𝐿min задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 — розв’язок крайо-

вої задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 − 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.
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Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в верхнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C𝑚 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними

функцiями 𝐾 є бiєктивною.

Доведення. Очевидно, що допомiжний сепарабельний гiльбертiв

простiр C𝑚 i оператор 𝛾𝑦 = {Γ[1]𝑦,Γ[2]𝑦}, який вiдображає

Dom(𝐿min) на C𝑚 ⊕ C𝑚, задовольняють умови теореми 3.19.

Зауваження 3.2. Розглянемо абстрактний симетричний опе-

ратор 𝐿 з ПГЗ (C𝑚,Γ1,Γ2). Тодi легко бачити, що трiйка

(C𝑚,−Γ1,Γ2) буде ПГЗ оператора −𝐿.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи одержано наступнi основнi

результати:

1. Побудовано в явному виглядi простори граничних значень для

симетричних квазiдиференцiальних операторiв довiльного по-

рядку.

2. Дано бiєктивну параметризацiю всiх самоспряжених, макси-

мальних дисипативних та максимальних акумулятивних роз-

ширень таких операторiв.

3. Доведено, що ця параметризацiя є неперервною в сенсi рiвно-

мiрної резольвентної збiжностi.

4. Дано параметричний бiєктивний опис узагальнених резоль-

вент симетричних квазiдиференцiальних операторiв.
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РОЗДIЛ 4

ОПЕРАТОРИ ШТУРМА–ЛIУВIЛЛЯ З

СИНГУЛЯРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

4.1 Вирази Штурма–Лiувiлля

В цьому роздiлi ми розглядаємо оператори, породженi диферен-

цiальними виразами

𝑙(𝑦) = −(𝑝𝑦′)′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J (4.1)

на скiнченному iнтервалi J := (𝑎, 𝑏).

Якщо коефiцiєнти в (4.1) є дiйсними функцiями, якi задовольня-

ють умовам

𝑞 ∈ 𝐶(J), 0 < 𝑝 ∈ 𝐶1(J), (4.2)

то рiвняння 𝑙(𝑦) = 𝑓 є класичним диференцiальним рiвнянням

Штурма–Лiувiлля. Воно вивчене дуже повно. Сучасний виклад кла-

сичної теорiї Штурма–Лiувiлля наведено в багатьох монографiях.

Основнi положення цiєї теорiї залишаються в силi i при бiльш за-

гальних умовах

𝑞, 1/𝑝 ∈ 𝐿1 (J,C) , (4.3)

див. [36] i наведенi там посилання. При цьому використовується ре-

гуляризацiя виразу (4.1) за допомогою квазiпохiдних.

Розвиваючи цей пiдхiд, авторам [77] вдалося довести, що якщо

𝑝(𝑡) ≡ 1, то умову на коефiцiєнт 𝑞 можна iстотно послабити. Досить

припускати, що

𝑝(𝑡) ≡ 1, 𝑞 = 𝑄′, 𝑄 ∈ 𝐿2 (J,C) , (4.4)

де похiдна функцiї 𝑄 розумiється в сенсi узагальнених функцiй.
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Слiд вiдмiтити, що одновимiрнi оператори Шрьодiнгера з потен-

цiалом, що є мiрою Радона, було задовго до того введено i дослi-

джено фiзиками з використанням методiв теорiї операторiв (див. [1]

i наведенi там посилання).

Ми визначимо i дослiдимо оператори Штурма–Лiувiлля на iн-

тервалi J з коефiцiєнтами, що задовольняють бiльш загальнi, нiж

(4.3) i (4.4), умови

𝑞 = 𝑄′, 1/𝑝,𝑄/𝑝,𝑄2/𝑝 ∈ 𝐿1(J,C), (4.5)

де похiдна розумiється в сенсi узагальнених функцiй.

При цьому ми будемо орiєнтуватись на виклад роботи [77] i по-

рiвнювати отриманi нами результати з її результатами.

4.2 Регуляризацiя за допомогою квазiпохiдних

Розглянемо формальний диференцiальний вираз (4.1) в припу-

щеннi, що виконуються умови (4.5). Введемо квазiпоходнi:

𝐷[0]𝑦 = 𝑦,

𝐷[1]𝑦 = 𝑝𝑦′ −𝑄𝑦,

𝐷[2]𝑦 = (𝐷[1]𝑦)′ +
𝑄

𝑝
𝐷[1]𝑦 +

𝑄2

𝑝
𝑦.

За умов (4.5) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вiдповiдна їм

матриця Шина–Цеттла має вигляд

𝐴(𝑡) :=

⎛⎝ 𝑄
𝑝

1
𝑝

−𝑄2

𝑝 −𝑄
𝑝

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2).

Слiд вiдмiтити, що для випадку 𝑝 ≡ 1 такi квазiпохiднi було

введено в роботi [77].
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Оскiльки коефiцiєнти квазiпохiдних задовольняють умови (2.1),

вираз (4.1) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

𝑙[𝑦] := −𝐷[2]𝑦.

Нагадаємо, що розв’язок задачi Кошi для резольвентного рiвня-

ння

𝑙[𝑦] − 𝜆𝑦 = 𝑓 ∈ 𝐿2(J,C), 𝑦(𝑐) = 𝛼1, (𝐷[1]𝑦)(𝑐) = 𝛼2, (4.6)

де 𝑐 ∈ J i 𝛼1, 𝛼2 довiльнi комплекснi числа, визначається як перша

компонента розв’язку задачi Кошi для вiдповiдної системи диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку

𝑤′(𝑡) = 𝐴𝜆(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝜙(𝑡), 𝑤(𝑐) = (𝛼1, 𝛼2), (4.7)

де вектор-функцiя 𝑤(𝑡) = (𝑦(𝑡), 𝐷[1]𝑦(𝑡)), квадратна матриця-

функцiя

𝐴𝜆(𝑡) := 𝐴−

⎛⎝ 0 0

𝜆 0

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2),

i 𝜙(𝑡) := (0,−𝑓(𝑡)).

З леми 2.1 випливає, що задача Кошi (4.6) за умов (4.5) має

єдиний розв’язок на J.

Як i в загальному випадку, квазiдиференцiальний вираз 𝑙[𝑦] по-

роджує максимальний квазiдиференцiальний оператор

𝐿max : 𝑦 → 𝑙[𝑦],

Dom(𝐿max) :=
{︁
𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

⃒⃒⃒
𝑦,𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
в гiльбертому просторi 𝐿2(J,C).
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Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як

звуження оператора 𝐿max на множину

Dom(𝐿min) :=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1

}︁
.

Наступне твердження показує, що цi оператори не залежать вiд

вибору первiсної функцiї 𝑄.

Твердження 4.1. Позначимо ̃︀𝑄 := 𝑄 + 𝑐, 𝑐 ∈ C. Тодi опера-

тор 𝐿max = 𝐿max(𝑄) спiвпадає з оператором ̃︀𝐿max = 𝐿max( ̃︀𝑄) i

𝐿min = ̃︀𝐿min.

Доведення. Покажемо, що оператор ̃︀𝐿max спiвпадає з оператором

𝐿max. Позначимо ̃︀𝐷[0]𝑦, ̃︀𝐷[1]𝑦, ̃︀𝐷[2]𝑦 квазiпохiднi, що вiдповiдають па-

рi 𝑝, ̃︀𝑄.

Нехай 𝑦 ∈ Dom(𝐿max). Прямим пiдрахунком отримуємо, що

̃︀𝐷[0]𝑦 = 𝐷[0]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C),̃︀𝐷[1]𝑦 = 𝐷[1]𝑦 − 𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C),̃︀𝐷[2]𝑦 = 𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C).

Звiдси випливає, що

Dom(𝐿max) =

=
{︁
𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

⃒⃒⃒
𝑦,𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
⊂

⊂
{︁
𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

⃒⃒⃒
𝑦, ̃︀𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), ̃︀𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
=

= Dom(̃︀𝐿max).

Аналогiчно показується, що Dom(𝐿max) ⊃ Dom(̃︀𝐿max).

Нарештi,

̃︀𝐿max𝑦 = 𝑖2 ̃︀𝐷[2]𝑦 = 𝑖2𝐷[2]𝑦 = 𝐿max𝑦, 𝑦 ∈ Dom(𝐿max).
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Покажемо тепер, що ̃︀𝐿min = 𝐿min.

Нехай 𝑦 ∈ Dom(𝐿min). Тодi

̃︀𝐷[0]𝑦(𝑎) = 𝐷[0]𝑦(𝑎) = 0,̃︀𝐷[0]𝑦(𝑏) = 𝐷[0]𝑦(𝑏) = 0,̃︀𝐷[1]𝑦(𝑎) = 𝐷[1]𝑦(𝑎) − 𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦(𝑎) = 0 − 0 = 0,̃︀𝐷[1]𝑦(𝑏) = 𝐷[1]𝑦(𝑏) − 𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦(𝑏) = 0 − 0 = 0.

Це означає, що

Dom(𝐿min) =

=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1

}︁
⊂

⊂
{︁
𝑦 ∈ Dom(̃︀𝐿max)

⃒⃒⃒ ̃︀𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = ̃︀𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1
}︁

=

= Dom(̃︀𝐿min).

Аналогiчно встановлюється, що Dom(𝐿min) ⊃ Dom(̃︀𝐿min).

Оскiльки ̃︀𝐿min𝑦 = ̃︀𝐿max𝑦 = 𝐿max𝑦 = 𝐿min𝑦 на функцiях 𝑦 ∈

Dom(𝐿min), то твердження доведене.

Наступне твердження показує, що введене нами означення ди-

ференцiального оператора узгоджено з класичним.

Твердження 4.2. Якщо коефiцiєнти в (4.1) задовольняють умови

(4.3), тобто

𝑞, 1/𝑝 ∈ 𝐿1 (J,C) ,

то оператори 𝐿max, 𝐿min спiвпадають з класичними операторами

Штурма–Лiувiлля [36, 75].

Доведення. З того, що 𝑞 ∈ 𝐿1 (J,C) випливає, що 𝑄 ∈ 𝐴𝐶(J,C). Це

означає, що для 𝑦 ∈ Dom(𝐿max): −𝐷[2]𝑦 = 𝑙(𝑦).
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Згiдно [36] областю визначення максимального оператора

Штурма–Лiувiлля є 𝐷max = {𝑦|𝑦, 𝑝𝑦′ ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C)} .

Доведемо, що 𝐷max ⊂ Dom(𝐿max). Очевидно, що якщо 𝑦, 𝑝𝑦′, 𝑄 ∈

𝐴𝐶(J,C), то 𝐷[0]𝑦,𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), а отже, iснує 𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿1(J,C).

Крiм того, в такому випадку−𝐷[2]𝑦 = 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C). Отже,𝐷max ⊂

Dom(𝐿max).

Навпаки, з того, що 𝐷[0]𝑦,𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C) випливає, що 𝑦, 𝑝𝑦′ ∈

𝐴𝐶(J,C). Крiм того, 𝑙(𝑦) = −𝐷[2]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C). Отже, 𝐷max =

Dom(𝐿max).

Мiнiмальний оператор Штурма–Лiувiлля на вiдрiзку визна-

чається як звуження максимального оператора на множину

{𝑦 ∈ 𝐷max| 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0}. Очевидно, що цiй умовi задовольняють

функцiї 𝑦 ∈ Dom(𝐿min). Навпаки, з того, що 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0

випливає, що 𝐷[0]𝑦(𝑎) = 𝐷[0]𝑦(𝑏) = 𝐷[1]𝑦(𝑎) = 𝐷[1]𝑦(𝑏) = 0, що

завершує доведення.

Зауваження 4.1. Добре вiдомо, що якщо коефiцiєнти в (4.1) за-

довольняють умови 𝑝 ≡ 1, 𝑞 ∈ 𝐿2(J,C), то

Dom(𝐿max) = 𝑊 2
2 (J,C) ⊂ 𝐶1(J,C).

Наступний приклад показує, що в загальному випадку

Dom(𝐿max) може складатися лише з негладких функцiй.

Приклад 4.1. Розглянемо на скiнченному iнтервалi J вираз

𝑙(𝑦) = −𝑦′′ +
∑︁

𝑥𝑘∈Q∩J

𝛼𝑘𝛿(𝑥− 𝑥𝑘)𝑦.

Тодi 𝑄 =
∑︀

𝑥𝑘∈Q∩J
𝛼𝑘𝜃(𝑥− 𝑥𝑘), де 𝜃(𝑥) – функцiя Хевiсайда. За умов

𝛼𝑘 ̸= 0, 𝑘 ∈ N i
∑︀

𝑘 𝑖𝑛N
|𝛼𝑘| < ∞ маємо, що 𝑄 є функцiєю обмеженої
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варiацiї, але

Dom(𝐿max)
⋂︁

𝐶1([𝛼, 𝛽]) = {𝑦 |𝑦(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝛼, 𝛽]} ∀ [𝛼, 𝛽] ⊂ J.

Дiйсно, 𝑄 ∈ 𝐵𝑉 (J,C) ⊂ 𝐿2(J,C) i, отже, вираз 𝑙(𝑦) задоволь-

няє умови (4.5). Таким чином, визначений оператор 𝐿max. Згiдно з

означенням цього оператора для 𝑦 ∈ Dom(𝐿max) виконується умова

𝑦,𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C). При цьому з того, що 𝐷[1]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C) випли-

ває, що 𝐷[1]𝑦(𝑥𝑘−) = 𝐷[1]𝑦(𝑥𝑘+), 𝑥𝑘 ∈ Q ∩ J.

Отже,

𝑦′(𝑥𝑘+) − 𝑦′(𝑥𝑘−) = 𝛼𝑘𝑦(𝑥𝑘).

Звiдси випливає, що 𝑦 є неперервно диференцiйовною в точцi 𝑥𝑘

для деякого 𝑘 тодi i тiльки тодi, коли 𝑦(𝑥𝑘) = 0. Оскiльки множина

рацiональних чисел є щiльною в будь-якому iнтервалi [𝛼, 𝛽] i 𝑦 ∈

𝐴𝐶(J,C), то це означає, що 𝑦 ≡ 0 на [𝛼, 𝛽].

Зауваження 4.2. Очевидно, що якщо коефiцiєнти в (4.1) задоволь-

няють умови (4.4), то оператори 𝐿max, 𝐿min тотожнi операторам,

введеним ранiше в роботi [77].

Розглянемо диференцiальний вираз

𝑙+(𝑦) = −(𝑝𝑦′)′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡),

де риска над символом позначає комплексне спряження. Легко пе-

ревiрити, що вiн є формально спряженим до (4.1). Позначимо 𝐿+
max i

𝐿+
min вiдповiдно максимальний та мiнiмальний оператори, породженi

𝑙+(𝑦) у просторi 𝐿2(J,C). Тодi з теорем 2.1 та 3.1 випливає наступна

Теорема 4.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max замкненi i щiльно

заданi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.
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У випадку, коли 𝑝 i 𝑄 є дiйсними функцiями, оператор 𝐿min = 𝐿+
min

є симетричним з iндексом дефекта (2, 2), i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

4.3 Резольвентна апроксимацiя операторiв Штурма–

Лiувiлля

Розглянемо сiм’ю виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (4.1) з коефiцiєнтами

𝑝𝜀, 𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0],

що задовольняють умовам (4.5).

За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

𝐴(·; 𝜀) :=

⎛⎝ 𝑄𝜀/𝑝𝜀 1/𝑝𝜀

−𝑄2
𝜀/𝑝𝜀 −𝑄𝜀/𝑝𝜀

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2) (4.8)

та квазiпохiднi 𝐷[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦,𝐷

[2]
𝜀 𝑦. За допомогою регуляризацiї, наве-

деної в пiдроздiлi 4.2, визначимо квазiдиференцiальнi вирази

𝑙𝜀[𝑦] := −𝐷[2]
𝜀 𝑦.

В гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) цi вирази породжують опера-

тори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max для кожного 𝜀. Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C2×2 а

вектори

Y𝜀(𝑎) :=
{︁
𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎)
}︁
, Y𝜀(𝑏) :=

{︁
𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏)
}︁
∈ C2.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення 𝜀

задаються оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀[𝑦], Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .
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Очевидно, що 𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

В роботi [77] для випадку, коли матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) не залежать

вiд 𝜀 i 𝑝𝜀(𝑡) ≡ 1, встановлено наступну теорему.

Теорема 4.2. Нехай ‖𝑄𝜀 − 𝑄0‖2 → 0 при 𝜀 → +0 i резольвентна

множина 𝜌(𝐿0) не порожня. Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Наступна теорема iстотно узагальнює цей результат.

Теорема 4.3. Нехай резольвентна множина граничного оператора

𝜌(𝐿0) непорожня i для 𝜀 → 0+ виконуються умови:

(1) ‖1/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1), ‖𝑄𝜀/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1), ‖𝑄2
𝜀/𝑝𝜀‖1 = 𝑂(1);

(2) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(1/𝑝𝜀 − 1/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(3) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄𝜀/𝑝𝜀 −𝑄0/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(4) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄2
𝜀/𝑝𝜀 −𝑄2

0/𝑝0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

(5) 𝛼(𝜀) → 𝛼(0), 𝛽(𝜀) → 𝛽(0).

Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Доведення. Оскiльки оператори 𝐿𝜀 є частковим випадком розгляну-

тих в роздiлi 2.3 загальних квазiдиференцiальних операторiв, досить

показати, що виконуються умови теореми 2.4. Але з умови (1) випли-

ває, що виконується умова (𝛼) для матрицi 𝑅(·; 𝜀) := 𝐴(·; 𝜀)−𝐴(·; 0),

де матрицi 𝐴(·; 𝜀) заданi рiвнiстю (4.8).

Аналогiчно, з умов (2) – (4) випливає, що

‖
𝑡∫︁

𝑎

𝑅(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠‖𝐶 → 0, 𝜀 → 0.

Тому твердження теореми випливає з теореми 2.4.
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Зауваження 4.3. Замiсть умови (1) в теоремi 4.3 можна вима-

гати, щоби матриця 𝑅(·; 𝜀) задовольняла будь-яку з умов (𝛽), (𝛾),

(∆) леми 2.3.

Порiвняємо теорему 4.3 з теоремою 4.2 роботи [77].

У випадку 𝑝𝜀(𝑡) ≡ 1, умови (1), (2) теореми 4.3 виконується ав-

томатично. Покажемо, що умови (3) i (4) слабшi за умову

‖𝑄𝜀 −𝑄0‖2 → 0.

Для цього розглянемо оператори 𝐿𝜀, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], породженi сiм’єю

виразiв Шрьодiнгера

𝑙𝜀(𝑦) = −𝑦′′(𝑡) + 𝑞𝜀(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J.

за умов (4.4), тобто

𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀, 𝑄𝜀 ∈ 𝐿2 (J,C) , .

Вiдповiдна матриця Шина–Цеттла має вигляд

𝐴(·; 𝜀) :=

⎛⎝ 𝑄𝜀 1

−𝑄2
𝜀 −𝑄𝜀

⎞⎠ ∈ 𝐿1(J,C2×2)

Тодi теорема 4.3 має вигляд

Твердження 4.3. Нехай резольвентна множина оператора 𝜌(𝐿0)

непорожня i при 𝜀 → 0+ виконуються умови:

1) ‖𝑄𝜀‖2 = 𝑂(1);

2) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄𝜀 −𝑄0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

3) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄2
𝜀 −𝑄2

0)𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

4) 𝛼(𝜀) → 𝛼(0), 𝛽(𝜀) → 𝛽(0).
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Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Спершу покажемо, що якщо ‖𝑄𝜀 − 𝑄0‖2 → 0, 𝜀 → +0, то вико-

нується умови 1)–3) твердження 4.3.

Дiйсно, ‖𝑄𝜀‖2 ≤ ‖𝑄𝜀 −𝑄0‖2 + ‖𝑄0‖2 = 𝑂(1). Крiм того,

|
∫︁ 𝑡

𝑎

(𝑄𝜀 −𝑄0)𝑑𝑠| ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄𝜀 −𝑄0|𝑑𝑠 ≤

≤ (

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄𝜀 −𝑄0|2𝑑𝑠)1/2(𝑏− 𝑎)1/2 → 0, 𝜀 → +0.

|
∫︁ 𝑡

𝑎

(𝑄2
𝜀 −𝑄2

0)𝑑𝑠| ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄2
𝜀 −𝑄2

0|𝑑𝑠 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄𝜀 −𝑄0||𝑄𝜀 + 𝑄0|𝑑𝑠 ≤

≤ (

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄𝜀 −𝑄0|2𝑑𝑠)1/2(
∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑄𝜀 + 𝑄0|2𝑑𝑠)1/2 → 0, 𝜀 → +0.

Отже, твердження 4.3 виконується за умов теореми 4.2. Наведе-

ний нижче приклад показує, що твердження 4.3, а отже i теорема

4.3 сильнiша за теорему 4.2.

Приклад 4.2. Розглянемо на iнтервалi J = (0, 1) сiм’ю вира-

зiв вигляду (4.1) з коефiцiєнтами 𝑝𝜀 ≡ 1, 𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], де

𝑄0(𝑡) ≡ 0, 𝑄𝜀(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡/𝜀.

Сiм’я операторiв 𝐿𝜀, що визначаються такими виразами, не за-

довольняє умови теореми 4.2, оскiльки

‖𝑄𝜀 −𝑄0‖22 = ‖𝑄𝜀‖22 =

∫︁ 1

0

|𝑄𝜀|2𝑑𝑠 ≡ 1.

Легко бачити, що функцiї 𝑄𝜀(·) не збiгаються до 0 навiть по мiрi

Лебега. Однак, вони задовольняють умовам 1), 2), 3) твердження

4.3. Дiйсно,

‖𝑄𝜀‖2 ≤ 1,

‖
∫︁ 𝑡

0

𝑄𝜀𝑑𝑠‖𝐶 = ‖
∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑖𝑠/𝜀𝑑𝑠‖𝐶 ≤ 2𝜀 → 0, 𝜀 → +0,

‖
∫︁ 𝑡

0

𝑄2
𝜀𝑑𝑠‖𝐶 = ‖

∫︁ 𝑡

0

(𝑒𝑖𝑠/𝜀)2𝑑𝑠‖𝐶 ≤ 𝜀 → 0, 𝜀 → +0.
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4.4 Самоспряженi розширення

В цьому пiдроздiлi ми будемо вважати, що функцiї 𝑝, 𝑄 i, вiдпо-

вiдно, 𝑞 = 𝑄′ є дiйсними. В цьому випадку вираз 𝑙[𝑦] є формально

самоспряженим, i, згiдно з теоремою 4.1, мiнiмальний оператор 𝐿min

є симетричним. Таким чином, можливо застосувати до нього резуль-

тати роздiлу 3 для загальних симетричних квазiдиференцiальних

операторiв i описати всi його самоспряженi, максимальнi дисипатив-

нi та максимальнi акумулятивнi розширення, а також узагальненi

резольвенти.

В роботi [77] за умов (4.4), тобто 𝑝(𝑡) ≡ 1, 𝑞 = 𝑄′,

𝑄 ∈ 𝐿2 (J,C) , а також дiйсностi функцiї 𝑞 було описано всi са-

моспряженi розширення вiдповiдного оператора 𝐿min в термiнах те-

орiї Глазмана–Крейна–Наймарка. А саме, було доведено наступну

теорему.

Теорема 4.4. Нехай 𝑞 — дiйсна функцiя. Тодi 𝐿min — замкнений

симетричний оператор з iндексом дефекту (2, 2), а будь-яке його

самоспряжене розширення 𝐿 є звуженням оператора 𝐿max на мно-

жину вигляду

Dom(𝐿) := {𝑦 |𝑦 ∈ Dom(𝐿max), 𝑈1(𝑦) = 𝑈2(𝑦) = 0} ,

де лiнiйнi форми 𝑈1, 𝑈2 мають представлення

𝑈𝑗(𝑦) = 𝛼𝑗1𝐷
[0]𝑦(0) + 𝛼𝑗1𝐷

[1]𝑦(0) + 𝛽𝑗1𝐷
[0]𝑦(1) + 𝛽𝑗1𝐷

[1]𝑦(1) = 0,

𝑗 = 1, 2,

для коефiцiєнтiв яких виконуються рiвностi

𝛼𝑗1𝛼𝑘2 − 𝛼𝑗2𝛼𝑘1 = 𝛽𝑗1𝛽𝑘2 − 𝛽𝑗2𝛽𝑘1, 𝑗, 𝑘 = 1, 2.
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Ми даємо параметризацiю самоспряжених розширень в термi-

нах просторiв граничних значень, що дозволяє отримати важливе

покращення результатiв [77].

З теореми 3.3 випливає, що трiйка (C2,Γ1,Γ2), де Γ1,Γ2 — лiнiйнi

вiдображення з Dom(𝐿max) у C2 такi, що

Γ1𝑦 :=
(︁
𝐷[1]𝑦(𝑎),−𝐷[1]𝑦(𝑏)

)︁
, Γ2𝑦 := (𝑦(𝑎), 𝑦(𝑏)) , (4.9)

є простором граничних значень для оператора 𝐿min.

Тому всi теореми даного параграфа є наслiдками цього факту i

вiдповiдних теорем роздiлу 3.

Самоспряженi розширення мiнiмального оператора Штурма–

Лiувiлля з узагальненими функцiями в коефiцiєнтах описуються на-

ступним чином.

Теорема 4.5. Для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в просторi

C2 звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задо-

вольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (4.10)

є самоспряженим розширенням оператора 𝐿min. Навпаки, для будь-

якого самоспряженого розширення ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує унiтар-

ний оператор 𝐾 в просторi C2 такий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть

мiж унiтарними операторами {𝐾} i розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктив-

ною.

Порiвняно з теоремою 4.4 теорема 4.5 дає бiєктивну параметриза-

цiю самоспряжених розширень. Наступна теорема показує, що вона

також неперервна в топологiї рiвномiрної резольвентної збiжностi.
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Теорема 4.6. Самоспряженi розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min збi-

гаються до самоспряженого розширення 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної ре-

зольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 ̸= 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi унiтарнi оператори 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 ̸= 0,

є при кожному фiксованому 𝜆 ∈ C ∖ R гомеоморфiзмом.

Крiм того, можна дати наступний природнiй опис роздiлених

крайових умов.

Теорема 4.7. Крайовi умови (4.10), що визначають самоспряженi

розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min є роздiленими тодi i лише тодi,

коли матриця 𝐾 має дiагональний вигляд

𝐾 =

⎛⎝ 𝐾𝑎 0

0 𝐾𝑏

⎞⎠ , (4.11)

де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C i |𝐾𝑎| = |𝐾𝑏| = 1.

4.5 Дисипативнi та акумулятивнi розширення i узагаль-

ненi резольвенти

Використання просторiв граничних значень дозволяє задати не-

перервну параметризацiю максимальних дисипативних i максималь-

них акумулятивних розширень мiнiмального симетричного операто-

ра Штурма–Лiувiлля 𝐿min.

Опис максимальних дисипативних розширень дає
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Теорема 4.8. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi C2

звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задоволь-

няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду (4.10), є ма-

ксимальним дисипативним розширенням оператора 𝐿min. Навпа-

ки, для будь-якого максимального дисипативного розширення ̃︀𝐿
оператора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C2 такий, що̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i розширен-

нями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

Опис максимальних акумулятивних розширень дає

Теорема 4.9. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi C2

звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задоволь-

няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 − 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (4.12)

є максимальним акумулятивним розширенням оператора 𝐿min.

Навпаки, для будь-якого максимального акумулятивного розшире-

ння ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C2 та-

кий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i

розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

Наступна теорема показує, що цi параметризацiї є також непе-

рервними в топологiї рiвномiрної резольвентної збiжностi.

Теорема 4.10. Максимальнi дисипативнi (максимальнi акумуля-

тивнi) розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min збiгаються до максималь-

ного дисипативного (максимального акумулятивного) розширення

𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 < 0 (> 0),
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тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi оператори стиску 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾.

Це означає, що вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 < 0 (> 0),

є при кожному фiксованому 𝜆 гомеоморфiзмами.

Можна дати наступний опис роздiлених крайових умов.

Теорема 4.11. Крайовi умови (4.10) та (4.12), що визначають

вiдповiдно максимальнi дисипативнi та максимальнi акумулятив-

нi розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min є роздiленими тодi i лише то-

дi, коли матриця 𝐾 має дiагональний вигляд (4.11), де |𝐾𝑎| ≤ 1,

|𝐾𝑏| ≤ 1.

Параметричний внутрiшнiй опис всiх узагальнених резольвент

мiнiмального оператора Штурма–Лiувiлля з узагальненими функцi-

ями в коефiцiєнтах дає

Теорема 4.12. 1) Кожна узагальнена резольвента 𝑅𝜆 оператора

𝐿min в пiвплощинi Im𝜆 < 0 задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 —

розв’язок крайової задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 + 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2 (J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в нижнiй пiвплощинi

операторна функцiя в просторi C2 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

2) У пiвплощинi Im𝜆 > 0 кожна узагальнена резольвента опе-

ратора 𝐿min задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 — розв’язок крайо-

вої задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,
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(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ1𝑓 − 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ2𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2 (J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в верхнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C2 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними

функцiями 𝐾 є бiєктивною.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi отримано такi основнi результати:

1. Введено регуляризацiю формального диференцiального вира-

за Штурма–Лiувiлля з сингулярними коефiцiєнтами за допо-

могою квазiпохiдних i коректно означенi вiдповiднi оператори

як квазiдиференцiальнi.

2. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апрокси-

мацiї таких операторiв, зокрема, операторами з гладкими кое-

фiцiєнтами. Показано, що цi умови є кращими за вiдомi ранi-

ше.

3. Знайдено простори граничних значень для операторiв

Штурма–Лiувiлля з дiйсними сингулярними коефiцiєнтами.

4. Дано неперервну бiєктивну параметризацiю всiх самоспряже-

них, максимальних дисипативних i максимальних акумулятив-

них розширень, а також бiєктивну параметризацiю всiх уза-

гальнених резольвент.
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РОЗДIЛ 5

ДВОЧЛЕННI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI ОПЕРАТОРИ

ВИСОКОГО ПОРЯДКУ З СИНГУЛЯРНИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ

5.1 Регуляризацiя диференцiального виразу

У цьому роздiлi дослiджуються оператори, породженi на скiн-

ченному iнтервалi J формальним диференцiальним виразом

𝑙(𝑦) = 𝑖𝑚𝑦(𝑚)(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ J, 𝑚 ≥ 3, (5.1)

де 𝑞 – комплекснозначна функцiя, що задовольняє умовi

𝑞 = 𝑄′, 𝑄 ∈ 𝐿1 (J,C) . (5.2)

Через сингулярнiсть коефiцiєнта такi вирази не можуть бути ви-

значенi традицiйним чином. Ми пропонуємо регуляризацiю виразу

𝑙(𝑦) за допомогою квазiпохiдних.

Введемо послiдовно квазiпохiднi:

𝐷[𝑘]𝑦(𝑡) := 𝑦(𝑘)(𝑡), 𝑘 = 0,𝑚− 2,

𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡) := 𝑦(𝑚−1)(𝑡) + 𝑖−𝑚𝑄(𝑡)𝑦(𝑡),

𝐷[𝑚]𝑦(𝑡) := (𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡))′ − 𝑖−𝑚𝑄(𝑡)𝐷[1]𝑦(𝑡).

За умов (5.2) вони є квазiпохiдними Шина–Цеттла. Вiдповiдна ма-

триця Шина–Цеттла має вигляд
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𝐴𝜆(𝑡) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 1 0

−𝑖−𝑚𝑄(𝑡) 0 0 . . . 0 1

0 𝑖−𝑚𝑄(𝑡) 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1

(︀
J,C𝑚×𝑚

)︀
.

Оскiльки коефiцiєнти квазiпохiдних задовольняють умови (2.1),

вираз (5.1) можна визначити як квазiдиференцiальний вираз

𝑙[𝑦] := 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦.

Нагадаємо, що розв’язок задачi Кошi для резольвентного рiвня-

ння

𝑙[𝑦] − 𝜆𝑦 = 𝑓 ∈ 𝐿2(J,C), (𝐷[𝑘]𝑦)(𝑐) = 𝛼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (5.3)

де 𝑐 ∈ J i 𝛼𝑘 ∈ C, 𝑘 = 0,𝑚− 1, визначається як перша компонен-

та розв’язку задачi Кошi для вiдповiдної системи диференцiальних

рiвнянь першого порядку

𝑤′(𝑡) = 𝐴𝜆(𝑡)𝑤(𝑡) + 𝜙(𝑡), 𝑤(𝑐) = (𝛼0, 𝛼1, ...𝛼𝑚−1), (5.4)

де вектор-функцiя 𝑤(𝑡) := (𝐷[0]𝑦(𝑡), 𝐷[1]𝑦(𝑡), ..., 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑡)), квадра-

тна матриця-функцiя

𝐴𝜆(𝑡) := 𝐴−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

𝑖−𝑚𝜆 0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1

(︀
J,C𝑚×𝑚

)︀
,
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i вектор-функцiя 𝜙(𝑡) := (0, 0, ..., 0, 𝑖−𝑚𝑓(𝑡)) ∈ 𝐿1(J,C𝑚).

З леми 2.1 випливає, що задача Кошi (5.3) за умов (5.2) має

єдиний розв’язок на J.

Як i в загальному випадку, квазiдиференцiальний вираз 𝑙[𝑦] по-

роджує максимальний квазiдиференцiальний оператор

𝐿max : 𝑦 → 𝑙[𝑦],

Dom(𝐿max) :=

:=
{︁
𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1, 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
в гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C).

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як

звуження оператора 𝐿max на множину

Dom(𝐿min) :=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
.

Наступне твердження показує, що цi оператори не залежать вiд

вибору первiсної функцiї 𝑄.

Твердження 5.1. Нехай ̃︀𝑄 := 𝑄 + 𝑐, 𝑐 ∈ C. Тодi оператор 𝐿max =

𝐿max(𝑄) спiвпадає з оператором ̃︀𝐿max = 𝐿max( ̃︀𝑄) i 𝐿min = ̃︀𝐿min.

Доведення. Покажемо, що оператор ̃︀𝐿max спiвпадає з оператором

𝐿max. Позначимо через ̃︀𝐷[0]𝑦, ̃︀𝐷[1]𝑦, ..., ̃︀𝐷[𝑚]𝑦 квазiпохiднi, що вiдпо-

вiдають вiдмiннiй вiд 𝑄 первiснiй ̃︀𝑄.
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Нехай 𝑦 ∈ Dom(𝐿max). Прямим пiдрахунком отримуємо, що

̃︀𝐷[0]𝑦 = 𝐷[0]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C),

. . . . . . . . . . . . . . . ,̃︀𝐷[𝑚−2]𝑦 = 𝐷[𝑚−2]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C),̃︀𝐷[𝑚−1]𝑦 = 𝐷[𝑚−1]𝑦 + 𝑖−𝑚𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C),̃︀𝐷[𝑚]𝑦 = 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C).

Це означає, що

Dom(𝐿max) =

=
{︁
𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1, 𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
⊂

⊂
{︁
𝑦
⃒⃒⃒ ̃︀𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0,𝑚− 1, ̃︀𝐷[𝑚]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
=

= Dom(̃︀𝐿max).

Аналогiчно показується, що Dom(𝐿max) ⊃ Dom(̃︀𝐿max).

Нарештi,

̃︀𝐿max𝑦 = 𝑖𝑚 ̃︀𝐷[𝑚]𝑦 = 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦 = 𝐿max𝑦, 𝑦 ∈ Dom(𝐿max).

Покажемо тепер, що ̃︀𝐿min = 𝐿min.

Нехай 𝑦 ∈ Dom(𝐿min). Тодi

̃︀𝐷[0]𝑦(𝑎) = 𝐷[0]𝑦(𝑎) = 0,̃︀𝐷[0]𝑦(𝑏) = 𝐷[0]𝑦(𝑏) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,̃︀𝐷[𝑚−2]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑚−2]𝑦(𝑎) = 0,̃︀𝐷[𝑚−2]𝑦(𝑏) = 𝐷[𝑚−2]𝑦(𝑏) = 0,̃︀𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑎) + 𝑖−𝑚𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦(𝑎) = 0 + 0 = 0,̃︀𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑏) = 𝐷[𝑚−1]𝑦(𝑏) + 𝑖−𝑚𝑐 ̃︀𝐷[0]𝑦(𝑏) = 0 + 0 = 0.



107

Це означає, що

Dom(𝐿min) =

=
{︁
𝑦 ∈ Dom(𝐿max)

⃒⃒⃒
𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1

}︁
⊂

⊂
{︁
𝑦 ∈ Dom(̃︀𝐿max)

⃒⃒⃒ ̃︀𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = ̃︀𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 1
}︁

=

= Dom(̃︀𝐿min).

Аналогiчно встановлюється, що Dom(𝐿min) ⊃ Dom(̃︀𝐿min).

Оскiльки ̃︀𝐿min𝑦 = ̃︀𝐿max𝑦 = 𝐿max𝑦 = 𝐿min𝑦 на функцiях 𝑦 ∈

Dom(𝐿min), то твердження доведене.

Наступне твердження показує, що введене нами означення ди-

ференцiального оператора узгоджено з класичним.

Твердження 5.2. Якщо 𝑚 = 2𝑛 i коефiцiєнт 𝑞 в (5.1) задовольняє

умову

𝑞 ∈ 𝐿1 (J,R) , (5.5)

то оператори 𝐿max, 𝐿min спiвпадають з класичними диференцiаль-

ними операторами [38, 75].

Доведення. З того, що 𝑞 ∈ 𝐿1 (J,R) випливає, що 𝑄 ∈ 𝐴𝐶(J,R). Це

означає, що для 𝑦 ∈ Dom(𝐿max): 𝑖𝑚𝐷[𝑚]𝑦 = 𝑙(𝑦).

В монографiях [38, 75] максимальний диференцiальний опера-

тор, породжений диференцiальним виразом парного порядку з дiй-

сними сумовними коефiцiєнтами 𝑙(𝑦) = (−1)𝑛(𝑝0𝑦
(𝑛))(𝑛) + . . . + 𝑝𝑛𝑦

визначається як

𝐿𝑦 = 𝑙(𝑦),

𝑦 ∈ 𝐷max =
{︁
𝑦|𝑦[𝑘] ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, . . . , 2𝑛− 1, 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
,
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де 𝑦[𝑘] – квазiпохiднi, що визначаються наступним чином: 𝑦[0] = 𝑦,

𝑦[𝑘] = 𝑦(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

𝑦[𝑛] = 𝑝0𝑦
(𝑛),

𝑦[𝑘] = 𝑝𝑘𝑦
((𝑛−𝑘) − 𝑑

𝑑𝑥
𝑦[𝑛+𝑘−1], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Легко бачити, що областю визначення максимального диферен-

цiального оператора, породженого виразом (5.1) за умов (5.5) є

𝐷max =
{︁
𝑦|𝑦(𝑘) ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, . . . 2𝑛− 1, 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C)

}︁
.

Доведемо, що 𝐷max ⊂ Dom(𝐿max). Очевидно, що якщо 𝑦 ∈ 𝐷max,

то 𝐷[𝑘]𝑦 = 𝑦(𝑘) ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛 − 2. Враховуючи 𝑄 ∈

𝐴𝐶(J,R), з того, що 𝑦(2𝑛−1) ∈ 𝐴𝐶(J,C) випливає, що 𝐷[2𝑛−1]𝑦 ∈

𝐴𝐶(J,C). Отже, iснує𝐷[2𝑛]𝑦 ∈ 𝐿1(J,C). Крiм того, в такому випадку

(−1)𝑛𝐷[2𝑛]𝑦 = 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2(J,C). Отже, 𝐷max ⊂ Dom(𝐿max).

Навпаки, з того, що 𝐷[𝑘]𝑦 ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛 − 1 ви-

пливає, що 𝑦(𝑘) ∈ 𝐴𝐶(J,C), 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛 − 1. Крiм того, 𝑙(𝑦) =

(−1)𝑛𝐷[2𝑛]𝑦 ∈ 𝐿2(J,C). Отже, 𝐷max = Dom(𝐿max).

Мiнiмальний диференцiальний оператор на скiнченному iнтерва-

лi визначається як звуження максимального оператора на множину{︀
𝑦 ∈ 𝐷max| 𝑦(𝑘)(𝑎) = 𝑦(𝑘)(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛− 1

}︀
. Очевидно, що

цю умову задовольняють функцiї 𝑦 ∈ Dom(𝐿min). Навпаки, з то-

го, що 𝑦(𝑘)(𝑎) = 𝑦(𝑘)(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛 − 1 випливає, що

𝐷[𝑘]𝑦(𝑎) = 𝐷[𝑘]𝑦(𝑏) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . 2𝑛 − 1, що завершує доведен-

ня.

Розглянемо поряд з (5.1) диференцiальний вираз

𝑙+(𝑦) = 𝑖𝑚𝑦(𝑚)(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡),
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де риска над символом позначає комплексне спряження. Легко пе-

ревiрити, що вiн є формально спряженим до (5.1). Позначимо 𝐿+
max i

𝐿+
min вiдповiдно максимальний та мiнiмальний оператори, породженi

𝑙+(𝑦) у просторi 𝐿2(J,C). Тодi з теорем 2.1 та 3.1 випливає наступна

Теорема 5.1. Оператори 𝐿min, 𝐿+
min, 𝐿max, 𝐿+

max замкненi i щiльно

заданi в просторi 𝐿2(J,C),

𝐿*
min = 𝐿+

max, 𝐿*
max = 𝐿+

min.

У випадку, коли 𝑞 є дiйсною функцiєю, оператор 𝐿min = 𝐿+
min є си-

метричним з iндексом дефекта (𝑚,𝑚), i

𝐿*
min = 𝐿max, 𝐿*

max = 𝐿min.

5.2 Резольвентна апроксимацiя

Розглянемо сiм’ю виразiв 𝑙𝜀(𝑦) вигляду (5.1) з коефiцiєнтами

𝑞𝜀 = 𝑄′
𝜀 ∈ 𝐿1 (J,C) , 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

За ними побудуємо матрицi Шина–Цеттла

𝐴(·; 𝜀) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 1 0

−𝑖−𝑚𝑄(·; 𝜀) 0 0 . . . 0 1

0 𝑖−𝑚𝑄(·; 𝜀) 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ 𝐿1(J,C𝑚×𝑚)

(5.6)

та вiдповiднi їм квазiпохiднi 𝐷[0]
𝜀 𝑦,𝐷

[1]
𝜀 𝑦, ..., 𝐷

[𝑚]
𝜀 𝑦. За допомогою ре-

гуляризацiї, наведеної в пiдроздiлi 5.2, визначимо вирази 𝑙𝜀(𝑦) як

квазiдиференцiальнi 𝑙𝜀[𝑦] := 𝑖𝑚𝐷
[𝑚]
𝜀 𝑦.
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В гiльбертовому просторi 𝐿2(J,C) цi вирази породжують опера-

тори 𝐿𝜀
min, 𝐿𝜀

max для кожного 𝜀. Нехай матрицi 𝛼(𝜀), 𝛽(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚, а

вектори

Y𝜀(𝑎) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑎), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑎), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑎)} ∈ C𝑚,

Y𝜀(𝑏) := {𝐷[0]
𝜀 𝑦(𝑏), 𝐷[1]

𝜀 𝑦(𝑏), . . . , 𝐷[𝑚−1]
𝜀 𝑦(𝑏)} ∈ C𝑚.

Як i в загальному випадку, для кожного фiксованого значення 𝜀

визначаються оператори

𝐿𝜀𝑦 = 𝑙𝜀[𝑦], Dom(𝐿𝜀) = {𝑦 ∈ Dom (𝐿𝜀
max)|𝛼(𝜀)Y𝜀(𝑎) + 𝛽(𝜀)Y𝜀(𝑏) = 0} .

Очевидно, що 𝐿𝜀
min ⊂ 𝐿𝜀 ⊂ 𝐿𝜀

max, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0].

Основним результатом цього пiдроздiлу є

Теорема 5.2. Нехай резольвентна множина 𝜌(𝐿0) непорожня i

для 𝜀 → 0+ виконуються умови:

1) ‖
𝑡∫︁

𝑎

(𝑄𝜀(𝑠) −𝑄0(𝑠))𝑑𝑠‖𝐶 → 0;

2) 𝛼(𝜀) → 𝛼(0), 𝛽(𝜀) → 𝛽(0).

Тодi 𝐿𝜀
𝑅→ 𝐿0.

Зауваження 5.1. Умова ‖𝑄𝜀 − 𝑄0‖1 → 0, 𝜀 → 0+, очевидно, до-

статня для виконання умови 1).

Доведення. Оскiльки оператори 𝐿𝜀 є частковим випадком розгляну-

тих в роздiлi 2.3 квазiдиференцiальних операторiв, досить показати,

що виконуються умови теореми 2.4.
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Позначимо 𝑟(·; 𝜀) := 𝑖−𝑚𝑄(·; 𝜀) − 𝑖−𝑚𝑄(·; 0). Тодi

𝐴(𝑡; 𝜀) − 𝐴(𝑡; 0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

−𝑟(𝑡; 𝜀) 0 0 . . . 0 0

0 𝑟(𝑡; 𝜀) 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝑡∫︁
𝑎

(𝐴(𝑠; 𝜀) − 𝐴(𝑠; 0)) 𝑑𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

... ... ... . . . ... ...

−
𝑡∫︀
𝑎

𝑟(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 0 0 . . . 0 0

0
𝑡∫︀
𝑎

𝑟(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де матриця-функцiя 𝐴(𝑡; 𝜀) задана формулою (5.6).

Легко бачити, що

(𝐴(𝑡; 𝜀) − 𝐴(𝑡; 0)) ·
𝑡∫︁

𝑎

(𝐴(𝑠; 𝜀) − 𝐴(𝑠; 0)) 𝑑𝑠 =

=

𝑡∫︁
𝑎

(𝐴(𝑠; 𝜀) − 𝐴(𝑠; 0)) 𝑑𝑠 · (𝐴(𝑡; 𝜀) − 𝐴(𝑡; 0)) .

Тому матрична функцiя 𝐴(·; 𝜀) − 𝐴(·; 0) при 𝑚 ≥ 3 задовольняє

умовi (∆) теореми 2.4.

Очевидно, що умова ‖
𝑡∫︀
𝑎

(𝐴(𝑠; 𝜀) − 𝐴(𝑠; 0)) 𝑑𝑠‖𝐶 → 0, 𝜀 → 0+

еквiвалентна умовi 1) теореми 5.2. Разом з умовою 2) теореми 5.2

цей факт означає, що для операторiв 𝐿𝜀 виконуються умови теореми

2.4.
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5.3 Розширення симетричного мiнiмального оператора i

його узагальненi резольвенти

В цьому пiдроздiлi ми будемо вважати, що функцiї 𝑄 i, вiдповiд-

но, 𝑞 = 𝑄′ є дiйсними. В цьому випадку вираз 𝑙[𝑦] є формально само-

спряженим, i, згiдно теореми 5.1, мiнiмальний оператор 𝐿min є симе-

тричним. Таким чином, можливо застосувати до нього результати

роздiлу 3 i описати всi його самоспряженi, максимальнi дисипатив-

нi та максимальнi акумулятивнi розширення, а також узагальненi

резольвенти.

Наступне твердження є ключовим для цього пiдроздiлу.

Лема 5.1. Нехай Γ1,Γ2 — лiнiйнi вiдображення з Dom(𝐿max) в C𝑚

такi, що:

при 𝑚 = 2𝑛, 𝑛 ≥ 2,

Γ1𝑦 := 𝑖2𝑛

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛−1]𝑦(𝑏),

...,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,Γ2𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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а при 𝑚 = 2𝑛 + 1, 𝑛 ∈ N,

Γ1𝑦 := 𝑖2𝑛+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝐷[2𝑛]𝑦(𝑎),

...,

(−1)𝑛𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑎),

𝐷[2𝑛]𝑦(𝑏),

....,

(−1)𝑛−1𝐷[𝑛+1]𝑦(𝑏),

𝛼𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛽𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Γ2𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷[0]𝑦(𝑎),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑎),

𝐷[0]𝑦(𝑏),

...,

𝐷[𝑛−1]𝑦(𝑏),

𝛾𝐷[𝑛]𝑦(𝑏) + 𝛿𝐷[𝑛]𝑦(𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де числа 𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = (−1)𝑛

2 + 𝑖, 𝛿 = (−1)𝑛+1

2 + 𝑖.

Тодi трiйка (C𝑚,Γ1,Γ2) є ПГЗ симетричного оператора 𝐿min.

Зауваження 5.2. Наведенi значення коефiцiєнтiв можна замiни-

ти довiльними наборами чисел, що задовольняють систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝛾 + 𝛼𝛾 = (−1)𝑛,

𝛽𝛿 + 𝛽𝛿 = (−1)𝑛+1,

𝛼𝛿 + 𝛽𝛾 = 0,

𝛽𝛾 + 𝛼𝛿 = 0,

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.



114

Доведення. Оскiльки оператори 𝐿min є частковим випадком розгля-

нутих в роздiлi 3 симетричних квазiдиференцiальних операторiв,

твердження леми випливає з теорем 3.3 та 3.4.

Враховуючи лему 5.1, всi теореми даного пiдроздiлу є наслiдками

вiдповiдних теорем роздiлу 3.

Як i в роздiлi 4, опишемо спершу всi самоспряженi розширення

мiнiмального оператора 𝐿min.

Теорема 5.3. Для будь-якого унiтарного оператора 𝐾 в просторi

C𝑚 звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задо-

вольняють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 + 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (5.7)

є самоспряженим розширенням оператора 𝐿min. Навпаки, для будь-

якого самоспряженого розширення ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує унiтар-

ний оператор 𝐾 в просторi C𝑚 такий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть

мiж унiтарними операторами {𝐾} i розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктив-

ною.

Отже, теорема 5.3 дає бiєктивну параметризацiю самоспряжених

розширень. Наступна теорема показує, що вона також неперервна.

Теорема 5.4. Самоспряженi розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min збi-

гаються до самоспряженого розширення 𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної ре-

зольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 ̸= 0,

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi унiтарнi оператори 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 ̸= 0,
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є при кожному фiксованому 𝜆 ∈ C ∖ R гомеоморфiзмом.

Крiм того, для операторiв парного порядку можна дати насту-

пний природнiй опис роздiлених крайових умов.

Теорема 5.5. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (5.7), що визнача-

ють самоспряженi розширення 𝐿𝐾 оператора 𝐿min є роздiленими

тодi i лише тодi, коли матриця 𝐾 має блочно-дiагональний вигляд

𝐾 =

⎛⎝ 𝐾𝑎 0

0 𝐾𝑏

⎞⎠ , (5.8)

де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Використання просторiв граничних значень дозволяє задати не-

перервну параметризацiю дисипативних i акумулятивних розши-

рень мiнiмального оператора 𝐿min.

Теорема 5.6. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi C𝑚

звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задоволь-

няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду (5.7), є макси-

мальним дисипативним розширенням оператора 𝐿min. Навпаки,

для будь-якого максимального дисипативного розширення ̃︀𝐿 опе-

ратора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C𝑚 такий, що̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i розширен-

нями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

Теорема 5.7. Для будь-якого оператора стиску 𝐾 в просторi C𝑚

звуження 𝐿𝐾 оператора 𝐿max на множину функцiй, що задоволь-

няють однорiдну крайову умову канонiчного вигляду

(𝐾 − 𝐼) Γ1𝑦 − 𝑖 (𝐾 + 𝐼) Γ2𝑦 = 0, (5.9)

є максимальним акумулятивним розширенням оператора 𝐿min.

Навпаки, для будь-якого максимального акумулятивного розшире-
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ння ̃︀𝐿 оператора 𝐿min iснує оператор стиску 𝐾 в просторi C𝑚 та-

кий, що ̃︀𝐿 = 𝐿𝐾. Вiдповiднiсть мiж операторами стиску {𝐾} i

розширеннями {̃︀𝐿} є бiєктивною.

Отже, теореми 5.6 та 5.7 дають бiєктивну параметризацiю вiдпо-

вiдно максимальних дисипативних та максимальних акумулятивних

розширень. Наступна теорема показує, що вона також неперервна.

Теорема 5.8. Максимальнi дисипативнi (максимальнi акумуля-

тивнi) розширення 𝐿𝐾𝑗
оператора 𝐿min збiгаються до максималь-

ного дисипативного (максимального акумулятивного) розширення

𝐿𝐾 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi,⃦⃦⃦
(𝐿𝐾 − 𝜆)−1 −

(︀
𝐿𝐾𝑗

− 𝜆
)︀−1
⃦⃦⃦
→ 0, 𝑗 → ∞, Im𝜆 < 0 (> 0),

тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi оператори стиску 𝐾𝑗 збiгаю-

ться за нормою до оператора 𝐾. Тому вiдображення

𝐾 → (𝐿𝐾 − 𝜆)−1 , Im𝜆 < 0 (> 0),

є при кожному фiксованому 𝜆 гомеоморфiзмами.

Теорема 5.9. У випадку 𝑚 = 2𝑛 крайовi умови (5.7) та (5.9), що

визначають вiдповiдно дисипативнi та акумулятивнi розширення

𝐿𝐾 оператора 𝐿min є роздiленими тодi i лише тодi, коли матриця

𝐾 має блочно-дiагональний вигляд (5.8), де 𝐾𝑎, 𝐾𝑏 ∈ C𝑛×𝑛.

Параметричний опис всiх узагальнених резольвент мiнiмального

оператора 𝐿min дає

Теорема 5.10. 1) Кожна узагальнена резольвента 𝑅𝜆 оператора

𝐿min в пiвплощинi Im𝜆 < 0 задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 —

розв’язок крайової задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,
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(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 + 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2 (J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в нижнiй пiвплощинi

операторна функцiя в просторi C2 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

2) У пiвплощинi Im𝜆 > 0 кожна узагальнена резольвента опе-

ратора 𝐿min задається формулою 𝑅𝜆ℎ = 𝑦, де 𝑦 — розв’язок крайо-

вої задачi вигляду

𝑙(𝑦) = 𝜆𝑦 + ℎ,

(𝐾(𝜆) − 𝐼) Γ[1]𝑓 − 𝑖 (𝐾(𝜆) + 𝐼) Γ[2]𝑓 = 0.

Тут ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2 (J,C) i 𝐾(𝜆) — регулярна в верхнiй пiвплощинi опе-

раторна функцiя в просторi C2 така, що ||𝐾(𝜆)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними

функцiями 𝐾 є бiєктивною.

Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi дисертацiйної роботи отриманi наступнi основнi

результати:

1. Знайдено регуляризацiю формального диференцiального дво-

членного виразу порядку 𝑚 ≥ 3 з сингулярним потенцiалом за

допомогою квазiпохiдних i коректно означенi вiдповiднi опера-

тори як квазiдиференцiальнi.

2. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апрокси-

мацiї таких операторiв, зокрема, операторами з гладкими по-

тенцiалами.

3. Знайдено простори граничних значень для двочленних дифе-

ренцiальних операторiв порядку 𝑚 ≥ 3 з дiйсними сингуляр-

ними потенцiалами.
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4. Дано неперервну бiєктивну параметризацiю всiх самоспряже-

них, максимальних дисипативних i максимальних акумулятив-

них розширень, а також бiєктивну параметризацiю всiх уза-

гальнених резольвент.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Отримано достатнi умови рiвномiрної резольвентної апрокси-

мацiї квазiдиференцiальних операторiв довiльного порядку. У

симетричному випадку дано параметризацiю всiх самоспряже-

них, максимальних дисипативних та максимальних акумуля-

тивних розширень симетричного мiнiмального квазiдиферен-

цiального оператора та його узагальнених резольвент.

2. Знайдено регуляризацiю повного виразу Штурма–Лiувiлля з

сингулярними комплексними коефiцiєнтами за допомогою ква-

зiпохiдних Шина–Цеттла i достатнi умови рiвномiрної резоль-

вентної апроксимацiї породжених ним операторiв.

3. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних

дисипативних та максимальних акумулятивних розширень си-

метричного мiнiмального оператора Штурма–Лiувiлля та його

узагальнених резольвент.

4. Знайдено регуляризацiю двочленного диференцiального вира-

зу високого порядку з сингулярним комплексним потенцiалом

за допомогою квазiпохiдних Шина–Цеттла i достатнi умови

рiвномiрної резольвентної апроксимацiї породжених ним опе-

раторiв.

5. Отримано параметризацiю всiх самоспряжених, максимальних

дисипативних та максимальних акумулятивних розширень си-

метричного мiнiмального двочленного диференцiального опе-

ратора та його узагальнених резольвент.
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