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The exact expressions of simultaneous Padé approximants for the sets of
basic hypergeometric series are derived.

Найден явный вид для совместных аппроксимант Паде наборов бази-
сных гипергеометрических рядов.

Сумiснi апроксимацiї Паде вперше вивчалися Ш. Ермiтом [4]. Їх
було використано для встановлення трансцендентностi числа e.

Означення 1 ( [9] ) Нехай F = {fλ(z)}
Λ
λ=1 — набiр формальних

степеневих рядiв вигляду

fλ(z) =
∞
∑

k=0

s
(λ)
k zk, (1)

а M = (m1,m2, . . . ,mΛ), N = (n1, n2, . . . nΛ) — вектори з невiд’ємни-
ми цiлими координатами. Сумiсними апроксимантами Паде набору
F iндексу R = [M/N ] називаються рацiональнi полiноми

[M/N ]
(λ)
F (z) =

P
(λ)
R (z)

QR(z)
, λ = 1,Λ, (2)

degP
(λ)
R ≤ mλ, degQR ≤ |N | = n1+n2+. . .+nΛ, для якиx виконується

спiввiдношення

fλ(z)− [M/N ]
(λ)
F (z) = O(znλ+mλ+1), λ = 1,Λ,

тобто при кожному λ = 1,Λ, розвинення в степеневi ряди рацiональ-
них полiномiв (2) збiгаються з формальними степеневими рядами (1)
до членiв, що мiстять znλ+mλ+1 включно.
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У [9] викладено огляд iсторiї розвитку теорiї сумiсних апроксима-
цiй Паде. У [6] наведено результати, що стосуються застосування до
побудови та вивчення сумiсних апроксимацiй Паде методу узагаль-
нених моментних зображень Дзядика [7].

Означення 2 ( [6]) Узагальненим моментним зображенням чи-
слової послiдовностi {sk}∞k=o на добутку лiнiйних просторiв X та Y
називається двопараметрична сукупнiсть рiвностей

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j = 0,∞,

де xk ∈ X , k = 0,∞, yj ∈ Y, j = 0,∞, a 〈., .〉 — бiлiнiйна форма,
визначена на X × Y.

У [3] були, зокрема, побудованi узагальненi моментнi зображення
послiдовностi

sk =
t0

(1− δγk)t0 + δγk
, k = 0,∞,

де t0 ∈ (0, 1), δ ∈ (0,∞), γ ∈ (0,∞)\{1}.
У [5] на цiй пiдставi було знайдено явнi вирази для апроксимант

Паде базисного гiпергеометричного ряду

f(z) =
1

1 + ε
2φ1

[

1;−ε
−εγ

; γ; z

]

=
1

1 + ε

∞
∑

k=0

(−ε; γ)k
(−εγ; γ)k

zk

=

∞
∑

k=0

zk

1 + εγk
,

(3)

де ε ∈ (0,∞), γ ∈ (0,∞)\{1}, а q-символ Похгаммера визначається
за формулою

(a; q)n =

{

1, n = 0
(1− a)(1 − aq) · . . . · (1− aqn−1), n = 1, 2, . . .

У данiй статтi будуються сумiснi апроксиманти Паде наборiв фун-
кцiй вигляду (3).

Вiдзначимо, що сумiснi апроксиманти Паде для наборiв базисних
гiпергеометричних рядiв вивчалися багатьма дослiдниками (див., на-
приклад, [1]– [2], [10]).
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Теорема 1 Сумiснi апроксиманти Паде набору функцiй

F = {fλ}
Λ
λ=1, де

fλ(z) =

∞
∑

k=0

zk

1 + ελγk
, λ = 1,Λ,

де ελ ∈ (0,∞), γ ∈ (0,∞)\{1}, logγ
εµ
ελ

/∈ Z при λ 6= µ, λ, µ = 1,Λ,

iндексу R = [M/N ], M = (m1,m2, . . . ,mΛ), N = (n1, n2, . . . nΛ)
такого, що mλ ≥ |N | − 1, λ = 1,Λ, можна записати у виглядi

[M/N ]
(λ)
F (z) =

P
(λ)
R (z)

QR(z)
, λ = 1,Λ.

Тут

QR(z) =

|N |
∑

k=0

c
(R)
k z|N |−k,

P
(λ)
R (z) =

|N |
∑

k=0

c
(R)
k z|N |−k

mλ+k−|N |
∑

p=0

zp

1 + ελγp
, λ = 1,Λ,

а коефiцiєнти c
(R)
k , k = 0, |N |, мають вигляд

c
(R)
k = (−1)|N |−k ·

Λ
∏

λ=1

(

−ελγ
mλ−|N |+k+1; γ

)

nλ

(γ; γ)k(γ; γ)|N |−kγ(2|N |−k−1)k/2
.

Доведення. Згiдно з [6] для побудови вiдповiдних апроксимант
потрiбно побудувати узагальненi полiноми вигляду

Y|N | =

|N |
∑

j=0

c
(R)
j yj ,

де лiнiйнi неперервнi функцiонали yj мають вигляд

yj(x) = x(tj) = x

(

t0
(1− γj) t0 + γj

)

, j = 0,∞,

для яких виконуються умови бiортогональностi
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〈

x
(λ)
k+mλ−|N |+1, Y|N |

〉

= 0,

при k = 0, nλ − 1, λ = 1,Λ, де

x
(λ)
k (t) =

t

(1− δλtk)t+ δγk
, k = 0,∞,

δλ =
t0

1− t0
ελ, λ = 1,Λ, а бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 визначається фор-

мулою

〈x, y〉 = y(x).

Такий бiортогональний полiном можна з точнiстю до сталого мно-
жника записати у виглядi визначника

Y|N | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s
(1)
m1−|N |+1 s

(1)
m1−|N |+2 . . . s

(1)
m1+1

...
...

. . .
...

s
(1)
m1+n1−|N | s

(1)
m1+n1−|N |+1 . . . s

(1)
m1+n1

...
...

. . .
...

s
(Λ)
mΛ−|N |+1 s

(Λ)
mΛ−|N |+2 . . . s

(Λ)
mΛ+1

...
...

. . .
...

s
(Λ)
mΛ+nΛ−|N | s

(Λ)
mΛ+nΛ−|N |+1 . . . s

(Λ)
mΛ+nΛ

y0 y1 . . . y|N |

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

де s
(λ)
k = y0(xk) =

1

1 + ελγk
, k = 0,∞, λ = 1, λ.

Розвиваючи його за елементами останнього рядка, отримуємо

Y|N | =

|N |
∑

j=0

(−1)jyjWj ,

де

Wj = det ‖s
(λ)
mλ−|N |+i+k+1 : i = 0, nλ − 1, λ = 1,Λ; k ∈ [0, |N |]\{j}‖.



Сумiснi апроксимацiї Паде . . . 5

Використовуючи побудоване в [3] узагальнене моментне зображе-
ння, отримуємо

s
(λ)
i+k = x

(λ)
i (tk) =

tk
(1− δλγi)tk + δλti

=

1

δλγi

1

δλγi
− 1 +

1

tk

=
ωλ,i

xλ,i + ỹk
,

де ωλ,i =
1

δλγi
, xλ,i =

1

δλγi
− 1, ỹk =

1

tk
.

Тодi Wj =

= det

∥

∥

∥

∥

wλ,mλ−|N |+i+1

xλ,mλ−|N |+i+1 + ỹk
: i = 0, nλ − 1, λ = 1,Λ; k ∈ [0, |N |]\{j}

∥

∥

∥

∥

=

=

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

wλ,mλ − |N |+ i+ 1×

× det

∥

∥

∥

∥

1

xλ,mλ−|N |+i+1 + ỹk
: i = 0, nλ − 1, λ = 1,Λ; k ∈ [0, |N |]\{j}

∥

∥

∥

∥

=

=

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

wλ,mλ − |N |+ i+ 1×

× det

∥

∥

∥

∥

1

x̃m + ỹk
: m ∈ [0, |N | − 1]; k ∈ [0, |N |]\{j}

∥

∥

∥

∥

,

де x̃m = xλ,mλ−|N |+i+1, якщо m = n1+n2+. . .+nλ−1+i, а i ≤ nλ−1,
так що

λ = max{p :

p−1
∑

l=1

nl ≤ m},

а

i = m−
λ−1
∑

l=1

nl.

Останнiй визначник є визначником матрицi Кошi (див. [8]):

∏

k<m; k,m 6=j

(x̃k − x̃m)(ỹk − ỹm)

∏

k,m; m 6=j

(x̃k + ym)
=

|N |
∏

m=1

m−1
∏

k=0

(ỹk − ỹm)

j−1
∏

k=0

(ỹk − ỹj)
|N |
∏

m=j+1

(yj − ym)

×
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×

|N |−1
∏

m=1

m−1
∏

k=0

(x̃k − x̃m)

|N |−1
∏

k=0

(x̃k + ỹj)

|N |−1
∏

k=0

|N |
∏

m=0
(x̃k + ỹm)

=

= κR

|N |−1
∏

k=0

(x̃k + ỹj)

j−1
∏

k=0

(ỹk − ỹj)
|N |
∏

m=j+1

(ỹj − ỹm)

= κR

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(xλ,mλ−|N |+i+1 + ỹj)

j−1
∏

k=0

(ỹk − ỹj)
|N |
∏

m=j+1

(ỹj − ỹm)

=

= κR

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

1

δλ,γmλ−|N |+i+1
− 1 +

1

tj

)

j−1
∏

k=0

(

1

tk
−

1

tj

)

|N |
∏

m=j+1

(

1

tj
−

1

tm

)

=

= κ
(1)
R

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

tj − δλγ
mλ−|N |+i+1tj + δλγ

mλ−|N |+i+1
)

tj
j−1
∏

k=0

(tj − tk)
|N |
∏

m=j+1

(tm − tj)

,

де κR, κ
(1)
R — константи, що не залежить вiд j.

Аналогiчно [5] можна записати

tj − ti =
t0(1− t0)(γ

i − γj)

((1 − γj)t0 + γj)((1 − γi)t0 + γi)
,

тому

j−1
∏

k=0

(tj − tk) =

(

t0(1− t0)

(1− γj)t0 + γj

)j
γj(j−1)/2(γ; γ)j

j−1
∏

k=0

((1− γk)t0 + γk)

,

|N |
∏

m=j+1

(tm − tj) =

(

t0(1− t0)

(1− γj) t0 + γj

)|N |−j γj(|N |−j)(γ; γ)|N |−j

|N |
∏

m=j+1

((1− γm)t0 + γm)

.

Тепер пiдрахуємо чисельник

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

tj − δλγ
mλ−|N |+i+1tj + δλγ

mλ−|N |+i+1
)

=



Сумiснi апроксимацiї Паде . . . 7

=

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

t0
(1− γj)t0 + γj

−
δλγ

mλ−|N |+i+1t0
(1− γj)t0 + γj

+ δλγ
mλ−|N |+i+1

)

=

=

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

t0 − δλγ
mλ−|N |+i+j+1t0 + δλγ

mλ−|N |+i+j+1
)

((1− γj)t0 + γj)|N |
=

=

t
|N |
0

Λ
∏

λ=1

nλ−1
∏

i=0

(

1 + ελγ
mλ−|N |+i+j+1

)

((1− γj)t0 + γj)|N |
=

=

t
|N |
0

Λ
∏

λ=1

(−ελγ
mλ−|N |+j+1; γ)nλ

((1 − γj)t0 + γj)
|N |

.

Отже,

Wj = κ
(2)
R

Λ
∏

λ=1

(

−ελγ
mλ−|N |+j+1; γ

)

j+nλ

(γ; γ)j(γ; γ)|N |−jγ(2|N |−j−1)j/2
, j = 0, |N |,

при цьому можна покласти, що константа κ
(2)
R дорiвнює 1.

Звiдси отримуємо значення коефiцiєнтiв c
(R)
j , j = 0, |N |, бiорто-

гонального полiнома Y|N |, а тим самим згiдно з [6] i формули для
чисельникiв та знаменникiв сумiсних апроксимант Паде набору фун-
кцiй F .
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