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Апроксиманти типу Паде деяких класiв функцiй кiлькох змiнних

Padé type approximants for some classes of multivariate functions

By means of the extension of V.K. Dzyadyk’s method of generalized

moment representations to the multidimensional case, we construct and

investigate Padé type approximants for some classes of multivariate functions.

С помощью распространения метода обобщенных моментных пред-

ставлений В.К. Дзядыка на многомерный случай, построены и иссле-

дованы аппроксиманты типа Паде для некоторых классов функций

нескольких переменных.
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Одним з найбiльш ефективних i поширених апаратiв рацiональної

апроксимацiї аналiтичних функцiй є апроксиманти Паде. Питанням по-

будови та дослiдження апроксимацiй типу Паде функцiй багатьох змiн-

них займаються вже понад чотирьох десяткiв рокiв. Їхньому вивченню i

застосуванню присвячена обширна лiтература (див., наприклад, [1], [2],

бiблiографiю в [3]).

У 1981 роцi В.К. Дзядик [4] запропонував метод узагальнених момент-

них зображень, який дозволив з єдиних позицiй розглядати питання, по-

в’язанi з вивченням апроксимант Паде багатьох важливих спецiальних

функцiй, зокрема, таких, що не належать до класу марковських функ-

цiй. Даний пiдхiд було розвинуто А.П.Голубом в [5], [6].

Вказаний пiдхiд було поширено на багатовимiрний випадок (див. [7]).

Метою даної статтi є побудова апроксимант типу Паде для деяких класiв

функцiй кiлькох змiнних спецiального вигляду .

Наведемо вiдповiдне означення.

Означення 1(7). Узагальненим моментним зображенням d-ви-

мiрної числової послiдовностi {sk}k∈Zd
+
на добутку лiнiйних просторiв

X та Y за означеною на цьому добутку бiлiнiйною формою 〈·, ·〉 на-
зивається сукупнiсть рiвностей

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+, (1)

де {xk}k∈Zd
+
⊂X , {yj}j∈Zd

+
⊂ Y .

Розглянемо формальний степеневий ряд за d змiнними

f(z) =
∑
k∈Zd

+

skz
k, (2)

де z = (z1, z2, . . . , zd) ∈ Cd,k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd+, zk = zk1
1 z

k2
2 . . . zkdd .

Введемо для зручностi ряд позначень.
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Для p = 0, 1, . . . , d позначимо Ωp =
{
ω ⊆ {1, 2, . . . , d

}
: |ω| = p}.

Впорядкуємо елементи кожної з множин ω ∈ Ωp :

ω = {l1(ω), l2(ω), . . . , lp(ω)} так, що 1 6 l1(ω) < l2(ω) < . . . < lp(ω) 6 d.

Те ж саме зробимо з елементами доповнення ω = {1, 2, . . . , d} \ ω =

= {m1(ω),m2(ω), . . . ,md−p(ω)} ∈ Ωd−p так, що 1 6 m1(ω) < m2(ω) <

< . . . < md−p(ω) 6 d.

Для кожної множини ω ∈ Ωp, p = 1, . . . , d, введемо позначення

δ(ω) = (δ1(ω), δ2(ω), . . . , δd(ω)),

де

δi(ω) =

0 при i ∈ ω,

1 при i 6∈ ω;

ε(ω) = (ε1(ω), ε2(ω), . . . , εd(ω)),

де

εi(ω) =

−1 при i ∈ ω,

1 при i 6∈ ω,
так що

δi(ω) =
εi(ω) + 1

2
, i = 1, 2, . . . , d.

Позначимо також 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Zd+,1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ Zd+, так що

1 = δ(∅),0 = δ
(
{1, 2, . . . , d}

)
.

Для векторiв a,b ∈ Zd+, a = (a1, a2, . . . , ad), b = (b1, b2, . . . , bd), че-

рез a ◦ b позначимо покоординатний добуток векторiв a та b :

a ◦ b = (a1b1, a2b2, . . . , adbd).

Для кожного вектора a = (a1, a2, . . . , ad) ∈ Zd+ позначимо

∆(a) =
{
j = (j1, j2, . . . , jd) ∈ Zd+ : ji ∈ {0, 1, . . . , ai}, i = 1, 2, . . . , d

}
.
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Розглянемо при фiксованому N ∈ Zd+ деяку неперервну функцiю ΦN :

Rd
+ → R, яка має такi властивостi:

1) множина DΦN
= {x ∈ Rd

+|ΦN(x) 6 0} — обмежена в Rd
+;

2) потужнiсть множини DΦN

⋂
{x ∈ Zd+|xi > Ni, i = 1, 2, . . . , d} дорiв-

нює
d∏
i=1

(Ni + 1)− 1;

3) для всiх i = 1, 2, . . . , d iснують однозначно визначенi функцiї

xi = ϕi(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd)

для (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈ Di := {(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈
Rd−1

+ | ∃xi ∈ R+ : ΦN(x) 6 0} такi, що ΦN(x1, x2, . . . , xi−1,

ϕi(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd), xi+1, . . . , xd) ≡ 0;

4) при кожному i = 1, 2, . . . , d : ϕi(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) > Ni,

∀(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈ Di.

З врахуванням цих позначень встановлено результат, що дозволяє для

рядiв вигляду (2) з коефiцiєнтами, для яких справедливi зображення

вигляду (1), будувати їх d-вимiрнi апроксиманти типу Паде.

Теорема 1 [7]. Нехай для коефiцiєнтiв формального степеневого

ряду вигляду (2) справджується узагальнене моментне зображення

вигляду (1). Якщо для деякого N ∈ Nd iснує узагальнений полiном

вигляду

YN =
∑

j∈∆(N)

c
(N)
j yj (3)

такий, що c
(N)
N 6= 0, i при k ∈ {k ∈ Zd+ : k + N ∈ DΦN

} виконуються

умови бiортогональностi

〈xk, YN〉 = 0. (4)
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Тодi рацiональна функцiя

[M /N ]f(z) =
P (z)

Q(z)
,

де Q(z) =
∑

j∈∆(N)

c
(N)
N−jz

j, а P (z) =
d−1∑
p=0

∑
ω∈Ωp

p∏
r=1

z
Nlr(ω)

lr(ω)

∑
06kmi(ω)6Nmi(ω)−1,i=1,2,...,d−p

ΦN(k)60

zk×

×
∑

j∈∆(δ(ω)◦N+δ(ω)◦k)

cδ(ω)◦N+ε(ω)◦jsk+ε(ω)◦j,

має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгатимуться

з коефiцiєнтами ряду (2) для всiх k ∈ DΦN
∩Zd+, а, отже, ця рацiональ-

на функцiя є d-вимiрною апроксимантою типу Паде ряду (2) порядку

[M /N ], де M = DΦN
∩ Zd+ \ {x ∈ Zd+ : xi > Ni, i = 1, 2, . . . , d}, а

N = ∆(N).

Узагальненi моментнi зображення вигляду (1) можна записати також

в операторному виглядi. Припустимо, що лiнiйнi простори X та Y є

нормованими, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 є нарiзно неперервною, i у просторi

X задано попарно комутуючi мiж собою обмеженi лiнiйнi оператори

Ai : X →X , i = 1, 2, . . . , d, такi що

Aixk = xk+ei,, i = 1, 2, . . . , d,

для кожного k ∈ Zd+, де ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) = 1− δ({i}),
i = 1, 2, . . . , d, а у просторi Y iснують обмеженi лiнiйнi операто-

ри A?
i : Y → Y , i = 1, 2, . . . , d, спряженi вiдповiдно до операторiв

Ai, i = 1, 2, . . . , d, вiдносно бiлiнiйної форми 〈·, ·〉.
Тодi зображення (1) можна записати у виглядi

sk =
〈
xk, y0

〉
=
〈 d∏
i=1

Aki
i x0, y0

〉
, k ∈ Zd+, (5)

i ряд (2) буде збiжним в околi початку координат до аналiтичної функцiї,
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що має зображення

f(z) =
〈 d∏
i=1

Rzi(Ai)x0, y0
〉
, (6)

де Rz(A) = (I − zA)−1 — резольвентна функцiя оператора A.

Нехай X = Y = L2 ([0, 1], dµ) для деякої мiри, що визначається

неспадною функцiєю µ, яка має нескiнченну кiлькiсть точок зростання

на [0, 1]. Задамо на добутку просторiв X × Y бiлiнiйну форму

〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)dµ(t), (7)

яка буде нарiзно неперервною.

Розглянемо в просторi X при деякому фiксованому d1, 1 < d1 < d, об-

меженi, попарно комутуючi мiж собою лiнiйнi оператори A1, A2, . . . , Ad :

X →X :

(Apϕ)(t) = tϕ(t), p = 1, d1,

(Alϕ)(t) = (1− t)ϕ(t), l = d1 + 1, d.

В такому разi при x0(t), y0(t) ≡ 1 функцiю (2) запишемо у виглядi

f(z) =
〈 d1∏
k=1

Rzk(A1)
d∏

m=d1+1

Rzm(Ad)x0, y0
〉

=

=

1∫
0

dµ(t)
d1∏
k=1

(1− zkt)
d∏

k=d1+1

(1− zk(1− t))
. (8)

Очевидно,

1

1− zm(1− t)
=

1

1− zm
· 1

1− zmt
zm−1

=
1

1− zm
· 1

1− z̃mt
,

де z̃m =
zm

zm − 1
.
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В [1] було використано спiввiдношення

1
d∏

k=1

(1− wkt)
=

1∏
k<j

(wk − wj)
·
{ d∑

k=1

wd−1
k (−1)k+1

∏
p<q
p,q 6=k

(wp−wq)·
1

1− wkt

}
=

= (−1)d−1
d∑

k=1

wd−1
k

d∏
p=1
p 6=k

(wp − wk)
· 1

1− wkt
.

Враховуючи це так покладаючи

wk =


zk при k = 1, d1,

z̃k =
zk

zk − 1
при k = d1 + 1, d.

Отримуємо:
1

d1∏
k=1

(1− zkt)
d∏

k=d1+1

(1− zk(1− t))
=

=
d∏

k=d1+1

1

1− zk
· 1
d1∏
k=1

(1− zkt)
d∏

k=d1+1

(1− z̃kt)
=

=
1

d∏
k=d1+1

(1− zk)
(−1)d−1

{ d1∑
k=1

zd−1
k

d1∏
p=1
p 6=k

(zp − zk)
d∏

p=d1+1

(z̃p − zk)
· 1

1− zkt
+

+
d∑

k=d1+1

z̃d−1
k

d1∏
p=1

(zp − z̃k)
d∏

p=d1+1
p 6=k

(z̃p − z̃k)
· 1

1− z̃kt

}
=

= (−1)d−1

{ d1∑
k=1

zd−1
k

d1∏
p=1
p 6=k

(zp − zk)
d∏

p=d1+1

(zp + zk − zpzk)
· 1

1− zkt
+



8

+(−1)d1

d∑
k=d1+1

zd−1
k

d1∏
p=1

(zp + zk − zpzk)
d∏

p=d1+1
p 6=k

(zk − zp)
· 1

1− zk(1− t)

}
.

Коефiцiєнти sk в розвиненнi функцiї f в формальний степеневий ряд

d змiнних мають вигляд

sk = 〈xk, y0〉 = 〈Ak1+k2+...+kd1
1 A

kd1+1+...+kd
d x0, y0〉 =

=

1∫
0

tk1+k2+...+kd1(1− t)kd1+1+...+kddµ(t). (9)

Для знаходження апроксиманти типу Паде для функцiї (2) за теоре-

мою 1, нам потрiбно побудувати полiноми

XN(t) =
N1∑
k1=0

. . .
Nd∑
kd=0

c
(N1,...,Nd)
k1,k2,...,kd

tk1+k2+...+kd1(1− t)kd1+1+...+kd,

для яких виконуються умови бiортогональностi

〈XN, yj〉 = 0 (10)

при j ∈
{

(j1, j2, . . . , jd) ∈ Zd+| ji ∈ [0, Ni], i = 1, d
}
\
{

(N1, N2, . . . , Nd)
}
.

Оскiльки в даному випадку XN(t) буде алгебраїчним многочленом

степеня N1 +N2 + . . .+Nd, який ортогональний до многочленiв степеня

6 N1 + . . .+Nd−1, то вiн збiгатиметься з точнiстю до сталого множника

з многочленом степеня N1 + . . .+Nd, ортонормованим на [0, 1] за мiрою

dµ (див. [8, c. 268]):
N1∑
k1=0

. . .
Nd∑
kd=0

c
(N1,...,Nd)
k1,...,kd

tk1+k2+...+kd1(1− t)kd1+1+...+kd = PN1+N2+...+Nd
(t). (11)

З рiвностi (11) коефiцiєнти c(N1,...,Nd)
k1,...,kd

,k ∈ ∆(N) можна визначити ба-

гатьма способами. Оскiльки функцiї вигляду (2) є симетричними за свої-

ми змiнними тодi i тiльки тодi, коли dµ(t) ≡ dµ(1− t), то доречно розг-

лянути два випадки.
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Випадок (I). В несиметричному випадку як один з варiантiв знаход-

ження коефiцiєнтiв c(N1,...,Nd)
k1,...,kd

,k ∈ ∆(N) розглянемо наступний.

N1+...+Nd∑
i=0

p
(N1+...+Nd)
i ti =

N1−1∑
k1=0

ck1,0,...,0t
k1 + tN1

N2−1∑
k2=0

cN1,k2,0,...,0t
k2+

+tN1+N2

N3−1∑
k3=0

cN1,N2,k3,0,...,0t
k3+. . .+tN1+...+Nd1−1

Nd1
−1∑

kd1
=0

cN1,N2,...,Nd1−1,kd1
,0,...,0t

kd1+

+tN1+...+Nd1

Nd1+1−1∑
kd1+1=0

cN1,...,Nd1
,kd1+1,0,...,0(1− t)kd1+1+

+tN1+...+Nd1(1− t)Nd1+1

Nd1+2−1∑
kd1+2=0

cN1,...,Nd1
,Nd1+1,kd1+2,0,...,0(1− t)kd1+2 + . . .+

+tN1+...+Nd1(1− t)Nd1+1+...+Nd−2

Nd−1−1∑
kd−1=0

cN1,...,Nd1
,Nd1+1,...,kd−1,0(1− t)kd−1+

+tN1+...+Nd1(1− t)Nd1+1+...+Nd−1

Nd∑
kd=0

cN1,...,Nd1
,Nd1+1,...,Nd−1,kd(1− t)kd.

Отже, при k1 = 0, N1 − 1, k2 = . . . = kd = 0 маємо:

c
(N1,...,Nd)
k1,...,kd

= p
(N1+...+Nd)
k1

.

При k1 = N1, k2 = 0, N2 − 1, k3 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,k2,0,...,0

= p
(N1+...+Nd)
N1+k2

.

При k1 = N1, k2 = N2, k3 = 0, N3 − 1, k4 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,k3,0,...,0

= p
(N1+...+Nd)
N1+N2+k3

.

Продовжуючи аналогiчно, з тих самих мiркувань запишемо:
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При k1 = N1, k2 = N2, . . . , kd1−1 = Nd1−1, kd1
= 0, Nd1

− 1,

kd1+1 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd1−1,kd1

,0,...,0 = p
(N1+...+Nd)
N1+N2+...+Nd1−1+kd1

.

При k1 = N1, k2 = N2, . . . , kd1
= Nd1

, kd1+1 = 0, Nd1+1 − 1,

kd1+2 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd1

,kd1+1,0,...,0
= (−1)kd1+1

Nd1+1−1∑
i=kd1+1

p
(N1+...+Nd)
i+N1+N2+...+Nd1

(
i

kd1+1

)
.

При k1 = N1, . . . , kd1
= Nd1

, kd1+1 = Nd1+1, kd1+2 = 0, Nd1+2 − 1,

kd1+3 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd1

,Nd1+1,kd1+2,0,...,0
= (−1)kd1+2

Nd1+2−1∑
i=kd1+2

p
(N1+...+Nd)
i+N1+N2+...+Nd1+1

(
i

kd1+2

)
.

При k1 = N1, . . . , kd1
= Nd1

, kd1+1 = Nd1+1, kd1+2 = 0, Nd1+2 − 1,

kd1+3 = . . . = kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd1

,Nd1+1,kd1+2,0,...,0
= (−1)kd1+2

Nd1+2−1∑
i=kd1+2

p
(N1+...+Nd)
i+N1+N2+...+Nd1+1

(
i

kd1+2

)
.

I так далi мiркуючи, запишемо останнi двi рiвностi:

При k1 = N1, . . . , kd−2 = Nd−2, kd−1 = 0, Nd−1 − 1, kd = 0 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd−2,kd−1,0

= (−1)kd−1

Nd−1−1∑
i=kd−1

p
(N1+...+Nd)
i+N1+N2+...+Nd−2

(
i

kd−1

)
.

При k1 = N1, . . . , Nd−1, kd = 0, Nd − 1 :

c
(N1,...,Nd)
N1,N2,...,Nd−1,kd

= (−1)kd
Nd−1∑
i=kd

p
(N1+...+Nd)
i+N1+N2+...+Nd−1

(
i

kd

)
.

Випадок (II). У симетричному випадку будемо вважати, що

N1 = N2 = . . . = Nd1
,
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Nd1+1 = Nd1+2 = . . . = Nd,

i при цьому

N1 +N2 + . . .+Nd1
= Nd1+1 +Nd1+2 + . . .+Nd.

Нехай N1 = N2 = . . . = Nd1
= N , Nd1+1 = Nd1+2 = . . . = Nd = M . Тодi

d1N = (d− d1)M i

XN(t) =
N∑

k1=0

. . .
N∑

kd1
=0

M∑
kd1+1=0

. . .
M∑
kd=0

c
(N1,...,Nd)
k1,...,kd

tk1+...+kd1(1−t)kd1+1+...+kd = P2d1N(t).

Покладемо

ck1,k2,...,kd = 0 при k1 + k2 + . . .+ kd1
6= kd1+1 + . . .+ kd;

ck1,k2,...,kd = c̃|k|/2 при k1 + k2 + . . .+ kd1
= kd1+1 + . . .+ kd = |k|/2.

Тодi

XN(t) =
2d1N∑
m=0

c̃|k|/2t

d1∑
i=1

ki
(1− t)

d∑
i=d1+1

ki
= P2d1N(t) =

2d1N∑
i=0

p
(2d1N)
i ti.

Згiдно з лемою 3.1 (див., [9]) коефiцiєнти c̃m мають вигляд:

c̃m =


p

(2d1N)
0 при m = 0,
m∑
j=1

(2m− j − 1)!j

m!(m− j)!
p

(2d1N)
j при m > 1.

(12)

У випадку мiри dµ(t) = tν(1 − t)σdt коефiцiєнти степеневого розви-

нення функцiї (8) дорiвнюють

sk =
Γ(k1 + k2 + . . .+ kd1

+ ν + 1)Γ(kd1+1 + . . .+ kd + σ + 1)

Γ(|k|+ ν + σ + 2)
=

=

Γ(
d1∑
i=1

ki + ν + 1)Γ(
d∑

i=d1+1

ki + σ + 1)

Γ(|k|+ ν + σ + 2)
. (13)
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Отже, отримаємо функцiю

f(z) =
∞∑

k1,k2,...,kd=0

Γ(
d1∑
i=1

ki + ν + 1)Γ(
d∑

i=d1+1

ki + σ + 1)

Γ(|k|+ ν + σ + 2)
zk1

1 . . . zkdd , (14)

яка буде гiпергеометричним рядом другого порядку (див. [10]).

У цьому випадку полiном XN(t) буде збiгатися з точнiстю до стало-

го множника з ортонормованим зсунутим на [0, 1] многочленом Якобi

P
(ν,σ)∗
|N| (t) степеня |N|.
Запишемо явний вираз для коефiцiєнтiв ортогональних многочленiв

Якобi (див. [11, с. 581, п.(22.3.3)]) (сталу для зручностi покладемо рiв-

ною 1)

P
(ν,σ)∗
N1+...+Nd

(t) =
N1+...+Nd∑

m=0

(−1)m

(
N1 +. . .+Nd

m

)
Γ(N1 +. . .+Nd + ν + σ +m+ 1)

Γ(ν +m+ 1)
tm.

(15)

У випадку, коли ν = σ, що вiдповiдає симетричному випадку, полiном

XN буде збiгатися з точнiстю до сталого множника з ортонормованим

зсунутим на [0, 1] многочленом Гегенбауера C(ν+1/2)
2d1N

.

Коефiцiєнти цього многочлена можна обчислити зi спiввiдношення

зв’язку з многочленом Якобi (див. [11, с. 584, (22.5.27)]):

C
(ν)
N (t) =

(2ν)N(
ν + 1

2

)
N

P
(ν− 1

2 ,ν−
1
2)

N (t).

Отримаємо

p
(2d1N)
i = (−1)i

(2ν + 1)2d1N

(ν + 1)2d1N

(
2d1N

i

)
Γ(2d1N + 2ν + 1 + i)

Γ(ν + 1 + i)
. (16)
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Пiдставляючи (16) в (12), маємо

c̃m=


Γ2(2d1N + 2ν + 1)

Γ(2d1N + ν + 1)Γ(2ν + 1)
, m = 0,

m∑
j=1

(−1)j

(
2d1N

j

)
(2ν + 1)2d1N

(ν + 1)2d1N

(2m−j−1)!j

m!(m− j)!
Γ(2d1N + 2ν + 1 + j)

Γ(ν + 1 + j)
,m > 1.

(17)

Отже, для багатовимiрних гiпергеометричних рядiв другого порядку

вигляду

f(z) =
∞∑

k1,k2,...,kd=0

Γ(
d1∑
i=1

ki + ν + 1)Γ(
d∑

i=d1+1

ki + ν + 1)

Γ(|k|+ 2ν + 2)
zk1

1 . . . zkdd (18)

на основi теореми 1 можна побудувати апроксиманти типу Паде, а саме,

має мiсце такий результат.

Теорема 2. При кожному N = (N, . . . , N,M, . . . ,M) ∈ Nd рацiо-

нальна функцiя

[M /N ]f(z) =
P (z)

Q(z)

де Q(z) =
∑

j∈∆(N)

c
(N)
N−jz

j, P (z) =
d−1∑
p=0

∑
ω∈Ωp

p∏
r=1

z
Nlr(ω)

lr(ω)

∑
06kmi(ω)6Nmi(ω)−1,i=1,2,...,d−p

ΦN(k)60

zk×

×
∑

j∈∆(δ(ω)◦N+δ(ω)◦k)

cδ(ω)◦N+ε(ω)◦jsk+ε(ω)◦j, ΦN(k) = k1 + k2 + . . . + kd −

2d1N +1, коефiцiєнти c(N)
j обчислюються за формулами (17), а sk — за

формулами (13), має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого

збiгаються з коефiцiєнтами ряду Тейлора–Маклорена для функцiї f

вигляду (18) для всiх k ∈ {k ∈ Zd+ : |k| 6 4d1N − 1}, а, отже, ця

рацiональна функцiя є d-вимiрною апроксимантою типу Паде функцiї

(18) порядку [M /N ], де M = {k ∈ Zd+ : |k| 6 4d1N − 1} \ {k ∈ Zd+ :

k1 > N1, . . . , kd > Nd}, а N = ∆(N).



14

1. Бейкер Дж., мл. Аппроксимации Паде. Пер. с англ. / Дж. Бей-

кер мл., П. Грейвс–Моррис. — М.: Мир, 1986. — 502 c.
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