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Наближення аналiтичних функцiй сумами Фур’є

Нехай Lp, 1 ≤ p < ∞ – простiр 2π-перiодичних сумовних на (0, 2π) в p-

й степенi функцiй f(·), в якому норма визначена за допомогою рiвностi,

‖f‖Lp = ‖f‖p = (
2π∫
0
|f(t)|pdt)1/p; L∞ – простiр 2π-перiодичних вимiрних i

суттєво обмежених функцiй f(·) iз нормою ‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = ess sup
t
|f(t)|;

C – простiр неперервних на всiй дiйснiй осi 2π-перiодичних функцiй f(·) з

нормою ‖f‖C = max
t
|f(t)|.

Нехай N ⊂ L1. Через Lψ̄N будемо позначати клас сумовних 2π-

перiодичних функцiй f, якi допускають зображення у виглядi

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

Ψ(x− t)ϕ(t)dt
df
=
a0

2
+ (Ψ ∗ ϕ)(x), a0 ∈ R, (1)

де Ψ(t) – фiксоване ядро iз L1 з рядом Фур’є

S[Ψ] =
∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt), ψi(k) ∈ R, i = 1, 2, k ∈ N, (2)

а ϕ(t) ∈ N. При цьому будь–яку функцiю f(·), що зображається у ви-

глядi (1) будемо називати ψ̄-iнтегралом функцiї ϕ(·) i позначати f(x) =

J ψ̄(ϕ, x); функцiю ϕ(·) в iнтегральному зображеннi (1) домовимось нази-

вати ψ̄-похiдною функцiї f(·) i позначати ϕ(t) = f ψ̄(t) [1].

Через Lψ
β̄
N позначимо клас сумовних 2π- перiодичних функцiй f(·) ви-

гляду

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫
−π

Ψβ(x− t)ϕ(t)dt,
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де Ψβ(t) ∈ L1 i

S[Ψβ] =
∞∑
k=1

(ψ(k) cos(kt− βkπ

2
), ψ(k), βk ∈ R, k ∈ N, (4)

а ϕ ∈ N. При цьому будь–яку функцiю f(·), що зображається у виглядi (3)

будемо називати (ψ, β̄)-iнтегралом функцiї ϕ(·) i позначати f(·) = J ψ

β̄
(ϕ, ·);

функцiю ϕ(t) у зображеннi (3) називають (ψ, β̄)-похiдною функцiї f(·) i

позначають ϕ(·) = fψ
β̄

(·). У випадку, коли βk = β, k = 1, 2, . . . , β ∈ R класи

Lψ
β̄
N позначимо через LψβN. Зрозумiло, що при виконаннi умов

ψ(k) =
√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k), k ∈ N, (5)

cos
βkπ

2
=

ψ1(k)√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k)

, sin
βkπ

2
=

ψ2(k)√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k)

, k ∈ N (6)

класи LψN i Lψ
β̄
N спiвпадають (див.[2, c.33]).

При кожному фiксованому q ∈ [0, 1] позначимо через Dq множину по-

слiдовностей ψ(k), k = 1, 2, . . . , що задовольняють умову

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q. (7)

На протязi усiєї роботи будемо вважати, що коефiцiєнти Фур’є ψ1(k)

i ψ2(k) ядра Ψ(t) в формулi (1) такi, що послiдовнiсть ψ(k) =√
ψ2

1(k) + ψ2
2(k), k ∈ N належить множинi Dq, 0 ≤ q < 1. В цьому випадку

функцiональнi класи Lψ̄N (як i Lψ
β̄
N, ψ ∈ Dq, 0 ≤ q < 1) складаються iз

2π-перiодичних аналiтичних на дiйснiй осi функцiй f(z) = f(x + iy), що

допускають регулярне продовження у смугу |y| ≤ ln
1

q
(див., наприклад,

[2, c. 35]).

Важливим для подальшого прикладом ядер вигляду (4), коефiцiєнти

ψ(k) яких задовольняють умову (7), є ядра

Pq,β̄(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt− βkπ

2
), q ∈ (0, 1), βk ∈ R, (8)
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котрi при βk ≡ β є вiдомими ядрами Пуассона i позначаються через

Pq,β(t). Класи Lψ
β̄
N, що породжуються ядрами (8) позначимо через Lq

β̄
N,

а вiдповiднi (ψ, β̄) – iнтеграли J ψ

β̄
(ϕ, ·) – через J q

β̄
(ϕ, ·).

Якщо N = U 0
p , 1 ≤ p ≤ ∞, де U 0

p
df
={ϕ ∈ Lp : ‖ϕ‖p ≤ 1,

π∫
−π
ϕ(t)dt = 0},

класи Lψ̄N i Lψ
β̄
N домовимось позначати вiдповiдно через Lψ̄p i Lψ

β̄,p
.

Нехай f ∈ L1, Sn(f, ·) – частковi суми Фур’є порядку n функцiї f(·),

Sn(f, x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (n = 1, 2, . . .)

i ρn(f, x) = f(x)− Sn−1(f, x).

В данiй роботi дослiджуються величини ‖ρn(f, x)‖s, f ∈ Lψ̄N, де N –

деякi фiксованi пiдмножини з Lp, 0 ≤ p, s ≤ ∞, а також величини

En(L
ψ̄N)s = sup

f∈Lψ̄N

‖f − Sn−1(f)‖s (9)

з метою отримання для них асимптотичних рiвностей, коли ψ ∈ Dq, 0 <

q < 1 i ψ = ψ(k) визначаються рiвнiстю (5).

Основна iдея роботи полягає у тому, що при n → ∞ залишки ρn(Ψβ̄; ·)
ядра Ψβ(t) вигляду (4), коли ψ ∈ Dq, 0 < q < 1 поводять себе подiбно

вiдповiдним залишкам ρn(P
q

β̄
; ·) ядер P q

β(t) вигляду (8). Це, зокрема, дозво-

ляє зводити задачу про отримання асимптотичних рiвностей для величин

En(L
ψ

β̄
N)s до аналогiчної задачi для величин En(L

q

β̄
N)s. В рядi важливих

випадкiв для величин En(L
q

β̄
N)s асимптотичнi рiвностi вiдомi. У цих випад-

ках з’являється можливiсть записати асимптотичнi рiвностi i для величин

En(L
ψ

β̄
N). Зокрема, таким шляхом, вiдштовхуючись вiд вiдомих резуль-

татiв С.М.Нiкольського [3] i С.Б.Стєчкiна [4], вдається отримати асим-

птотичнi рiвностi для величин En(L
ψ
β,p)p, p = 1,∞, при довiльних ψ ∈ Dq,

0 < q < 1 i β ∈ R. Ранiше цей випадок не був охоплений (бiльш детально
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познайомитись з iсторiєю отримання асимптотичних рiвностей для вели-

чин En(L
ψ

β̄
N)s можна, наприклад, по роботах [1–13]).

Наступна теорема установлює зв’язок мiж нормами в просторi Ls за-

лишкiв ряду Фур’є (ψ, β̄)-iнтегралiв J ψ

β̄
(ϕ; ·), ψ ∈ Dq, 0 < q < 1 i залишкiв

ряду Фур’є iнтегралiв J q

β̄
(ϕ; ·), ϕ ∈ Lp.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p, s ≤ ∞ i ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, ψ(k) > 0. Тодi

∀f ∈ Lψ
β̄
Lp при n→∞ має мiсце формула

‖ρn(f, ·)‖s = ψ(n)(q−n‖ρn(J q
β (fψ

β̄
), ·)‖s +O(1)

εnEn(f
ψ

β̄
)p

(1− q)2 ), (10)

в якiй εn = sup
k≥n
|ψ(k + 1)

ψ(k)
−q|, En(ϕ)n

df
= inf

tn−1

‖ϕ−tn−1‖ – найкраще наближення

функцiї ϕ тригонометричними многочленами tn−1 порядку n − 1, O(1) –

величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, p, s, q, ψ(k) i βk.

Доведення теореми 1 грунтується на наступному твердженнi, яке, мож-

ливо, має самостiйний iнтерес.

Лема 1. Нехай ψ(k), k ∈ N – довiльна числова послiдовнiсть iз Dq, 0 <

q < 1. Тодi для будь–якої послiдовностi дiйсних чисел γ̄ = γk, k ∈ N
виконується рiвнiсть

∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt− γk) = ψ(n)(q−n
∞∑
k=n

qk cos(kt− γk) + rn(t)), (11)

при цьому для величини rn(t) = rn(ψ, γ̄, t) починаючи з деякого номера n0

справедлива оцiнка

|rn(t)| ≤
εn

(1− q − εn)(1− q)
.

Розглядаючи верхнi межi обох частин спiввiдношення (10) по класах

Lψ
β̄,p

i враховуючи, що

sup
f∈Lψ

β̄,p

‖ρn(f, ·)‖s = sup
‖ϕ‖p≤1
ϕ⊥1

‖ρn(J ψ

β̄
(ϕ), ·)‖s,
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приходимо до наступного твердження.

Теорема 2. Нехай 1 ≤ p, s ≤ ∞ i ψ ∈ Dq, ψ(k) > 0. Тодi при n→∞

En(L
ψ

β̄,p
)s = ψ(n)(q−nEn(L

q

β̄,p
)s +O(1)

εn
(1− q)2 ), (12)

де O(1) – величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, p, s, q, ψ(k) i βk.

Неважко переконатись, що при n → ∞ величини q−nEn(L
q

β̄,p
)S обме-

женi зверху i знизу деякими додатними константами, залежними, мож-

ливо, тiльки вiд q, p i s. Тому оскiльки послiдовнiсть εn прямує до нуля

при n → ∞, у випадках, коли вiдома асимптотична рiвнiсть для величин

En(L
q

β̄,p
)s спiввiдношення (12) дає можливiсть записати асимптотичну рiв-

нiсть i для величин En(L
ψ

β̄,p
)s.

У випадку, коли βk = β, k ∈ N, β ∈ R, як вже вiдзначалось, ядра Pq,β̄(t) є

ядрами Пуассона

Pq,β(t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt− βπ

2
), 0 < q < 1, β ∈ R. (13)

Класи Lq
β̄,p

в цьому випадку позначимо через Lqβ,p. В 1946 р.

С.М.Нiкольський знайшов асимптотичнi рiвностi для величин En(L
q
β,p)p,

p = 1,∞, [3, c.221–223]. На основi згаданого результату С.М.Нiкольського

(з уточненим С.Б.Стєчкiним [4, c. 139] залишковим членом) i теореми 2

отримуємо наступне твердження.

Теорема 3. Нехай ψ ∈ Dq, 0 < q < 1, ψ(k) > 0, k ∈ N. Тодi при n → ∞
мають мiсце асимптотичнi рiвностi

E (Lψβ,∞)C = ψ(n)(
8

π2K(q) +O(1)(
q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2 )), (14)

E (Lψβ,1)1 = ψ(n)(
8

π2K(q) +O(1)(
q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2 )), (15)

в котрих εn = sup
k≥n
|ψ(k + 1)

ψ(k)
− q|, K(q) =

π/2∫
0

(1 − q2 sin2 u)−1/2du – повний
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елiптичний iнтеграл першого роду, O(1) – величини, рiвномiрно обме-

женi вiдносно параметрiв n, β i ψ(k).

Як випливає iз [10,11] (див. також [1]), асимптотичнi рiвностi (14) i (15)

залишаються в силi i у випадку, коли q = 0.

Теорема 3 допускає наступне узагальнення на класи Lψ̄∞ i Lψ̄1 .

Теорема 4. Нехай класи Lψ̄∞ i Lψ̄1 породженi ядром Ψ(t) вигляду (2), у

якого ψi ∈ Dqi, 0 < qi < 1, i = 1, 2. Тодi при n → ∞ виконуються асим-

птотичнi рiвностi

En(L
ψ̄
∞)C =

√
ψ2

1(n) + ψ2
2(n)(

8

π2K(q) +O(1)(
q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2 )),

En(L
ψ̄
1 )1 =

√
ψ2

1(n) + ψ2
2(n)(

8

π2K(q) +O(1)(
q

n(1− q)
+

εn
(1− q)2 )),

в котрих q = max{q1, q2}, K(q) =

π/2∫
0

(1− q2 sin2 u)−1/2du,

εn =


max{ε(1)

n , ε
(2)
n }, якщо q1 = q2,

ε
(1)
n , якщо q1 > q2,

ε
(2)
n , якщо q1 < q2, ,

ε
(i)
n = sup

k≥n
|ψi(k + 1)

ψi(k)
− qi|, i = 1, 2, O(1) – величини, рiвномiрно обмеженi

вiдносно n, ψ1(k) i ψ2(k).
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