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ОБЕРНЕНА ТЕОРЕМА НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ
ЗНАЧЕННЯМИ ОПЕРАТОРIВ ОДНОГО КЛАСУ

We proof the inverse theorem of approximation of functions, defined on the
unit circle by operators from classes B1. Some application of main theorem
with regard to boundary properties of generalized Poisson operator Pl in the
unit disc are given.

Одержано обернену теорему наближення функцiй, визначених на колi
операторами класу B1, i наведено одне iз її застосувань до дослiдження
граничних властивостей узагальненого оператора Пуассона Pl в одинич-
ному крузi.

1. Постановка задачi. Нехай T := {ζ ∈ C : |ζ| = 1} — одиничне
коло в комплекснiй площинi, Lp(T) — простiр функцiй визначених
на T, сумовних в p–му (1 ≤ p <∞) степенi з нормою

‖f‖p = ‖f‖
Lp(T)

=
(∫

T
|f(ζ)|p|dζ|

)1/p

i C(T) — простiр функцiй, неперервних на T з нормою ‖f‖C =
= maxζ∈T |f(ζ)|. Заради зручностi записiв покладемо L∞(T) = C(T).

Нехай, далi, D := {z ∈ C : |z| < 1} — круг одиничного радiуса в
C. Кожну точку z = reiθ в D будемо ототожнювати з точкою (θ, r) в
декартовову добутку [−π, π]× [0, 1].

Означення 1. Оператор F , означений на Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞,
який кожнiй функцiї f ∈ Lp(T) ставить у вiдповiднiсть функцiю
uf , визначену в крузi D, належить класовi B1, якщо його образ uf
задовольняє умови:

α) для будь-яких f, g ∈ Lp(T) має мiсце рiвнiсть:

uf+g = uf + ug;
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β) для довiльних точок (θ, r1), (θ, r2) круга D виконується рiв-
нiсть:

uuf (·,r1)(θ, r2) = uuf (·,r2)(θ, r1);

γ) для будь-якого цiлого числа n i r ∈ [0, 1) функцiя F (f)(r·) є n
разiв диференцiйовною, i для похiдної

u
(n)
f (θ, r) :=

dn

dζn
F (f)(rζ)

виконується нерiвнiсть типу Бернштейна∥∥∥u(n)
f (·, r)

∥∥∥
Lp([−π,π])

≤M ‖f‖p
(1− r)σ

, (1)

де σ = σ(n) — деяке число, 0 ≤ σ(n) ≤ n i M — стала, не залежна
вiд r, до того ж, якщо функцiя f є k разiв (k ∈ N) диференцiйовною,
то u(k)

f (·, r) = uf(k)(·, r).
Зазначимо, що клас B1 означається подiбно до того, як визначав-

ся клас B, введений в [1]. Вiдмiннiсть полягає лише в оцiнцi Lp-норми
похiдної в умовi γ), а саме, для класу B σ = n.

Метою даної роботи є отримати обернену теорему наближення
функцiй з Lp(T) за допомогою операторiв класу B1.

Бiльш точно, з’ясовується те, якими диференцiально – гладкiс-
ними властивостями володiє функцiя f в залежностi вiд збiжностi
до нуля вiдхилень ‖f(·)− uf (·, r)‖p при r → 1− .

В такiй постановцi задача про оберненi теореми наближення роз-
в’язана в [1] для операторiв класу B.

2. Основний результат мiститься в такiй теоремi.
Теорема 1. Нехай f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞. Якщо оператор F ∈ B1

i для деякого k ∈ Z+ виконується умова

‖uf (·, r)− f(·)‖p ≤ A(1− r)kω(1− r), r → 1−, (2)

де A — додатна константа, ω(·) — функцiя типу модуля неперерв-
ностi порядку n ∈ N, яка у випадку, коли k ≥ 1, задовольняє умову
Дiнi ∫ 1

0

ω(x)
x

dx <∞, (3)
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то функцiя f має на T абсолютно неперервнi похiднi до порядку
k − 1 включно i похiдну f (k) ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, iнтегральний (при
p = ∞ — звичайний) модуль неперервностi якої ωn(f (k), t) порядку
n задовольняє спiввiдношення

ωn(f (k), t) ≤


A1t

σ(n)

∫ 1

t

ω(x)
xσ(n)+1

dx, k = 0,

A2

[∫ t

0

ω(x)
x

dx+ tσ(n)

∫ 1

t

ω(x)
xσ(n)+1

dx

]
, k ≥ 1,

(4)

де A1, A2 — додатнi константи, якi не залежать вiд t, 0 < t ≤ 1/2.
Зазначимо, що, якщо в (1) σ = n, то B1 = B, i дана теорема

цiлком спiвпадає з теоремою 1.1 роботи [1].
Слiд також вiдмiтити, що теорема 1 є аналогом обернених теорем

наближення тригонометричними та алгебраїчними многочленами [2,
с.233, 263].

Оператори, якi забезпечують вказану в теоремi 1 швидкiсть наб-
лиження, iснують. Зокрема, такими операторами можуть бути опе-
ратори, описанi в роботi [3].

3. Доведення теореми 1. Заради спрощення записiв перепозначи-
мо f(θ) := f(eiθ) i будемо розглядати f(θ) як функцiю означену на
[−π, π].

Випадок, коли k = 0, доводиться тим самим методом що й в перiо-
дичному випадку [2, с. 234, 235]. Тому конкретизуємо лише технiчнi
моменти, якi дають можливiсть застосувати такий метод.

Нехай 0 < h ≤ 1/2 i rn = 1− 1/2n, n = 0, 1, 2, . . . .
Виберемо таке натуральне N , щоб

1
2N+1

< h ≤ 1
2N

, (5)

i розглянемо тотожнiсть

f(θ) = uf (θ, r0) +
N∑
j=1

[uf (θ, rj)− uf (θ, rj−1)] +

+ [f(θ)− uf (θ, rN )] , N ∈ N, (6)
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на основi якої побудуємо для функцiї f рiзницю порядку n з кроком
h:

∆n
hf(θ) =

n∑
m=0

(−1)mCmn f(θ +mh) = S1(θ, h) + S2(θ, h), (7)

де

S1(θ, h) :=
N∑
j=1

∆n
h [uf (θ, rj)− uf (θ, rj−1)] , (8)

S2(θ, h) := ∆n
h [f(θ)− uf (θ, rN )] . (9)

Оцiнимо кожен з доданкiв в (7).
Приступаючи до оцiнки S1, покладемо

fj(θ) := f(θ)− uf (θ, rj), j = 1, 2, . . . , N.

Тодi згiдно з умовами α) та β)

uf (θ, rj)− uf (θ, rj−1) = ufj−1(θ, rj)− ufj (θ, rj−1). (10)

Отже, тепер є можливiсть виконати звичнi кроки, саме: зобра-
жаємо рiзницю n–го порядку, яка мiститься в S1 в iнтегральнiй фор-
мi (див., наприклад, [2, с. 159]), а потiм, застосовуючи iнтеграль-
ну нерiвнiсть Мiнковського, на основi властивостi γ), умови (2) при
k = 0 тотожностi (10) i нерiвностi ω(2t) ≤ 2nω(t), отримуємо оцiнку

‖S1(·, h)‖p ≤Mhn
N∑
j=1

[‖fj−1‖p
( 1
2j )σ

+
‖fj‖p

( 1
2j−1 )σ

]
≤

≤MAhn
N∑
j=1

[
ω( 1

2j−1 )
( 1
2j )σ

+
ω( 1

2j )
( 1
2j−1 )σ

]
≤ K1h

n
N∑
j=1

2σjω
(

1
2j

)
,

де K1 = MA(2n + 1).
Далi, для S2 згiдно з умовою (2) при k = 0, монотонностi функцiї

ω та умови (5) маємо оцiнку

‖S2(·, h)‖p =

∥∥∥∥∥
n∑

m=0

(−1)mCmn (f(·+mh)− uf (·+mh, rN ))

∥∥∥∥∥
p

≤
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≤ A
n∑

m=0

Cmn ω

(
1

2N

)
= A2nω

(
1

2N

)
≤ K2ω(h), (11)

де K2 = 22nA.
Отже,

‖∆n
hf‖p ≤ K1h

n
N∑
j=1

2σjω
(

1
2j

)
+K2ω(h).

Пiсля цього стає можливим застосувати метод, згаданий вище,
який дає оцiнку

ωn(f, h) ≤ 2n+1K1h
n

∫ 1

h

ω(x)dx
xσ+1

+K3ω(h) ≤ A1h
σ

∫ 1

h

ω(x)dx
xσ+1

,

де A1 — константа, яка залежить тiльки вiд M,A, n i не залежить
вiд h.

Випадок, коли k ≥ 1. Покажемо спочатку, що iснує така послi-
довнiсть натуральних чисел {Nν}ν≥1, застосовуючи яку в рiвностi
(6) можна перейти до границi при ν →∞, внаслiдок чого отримуємо
спiввiдношення

f(θ) = uf (θ, r0) +
∞∑
j=1

[uf (θ, rj)− uf (θ, rj−1)] , (12)

де при 1 ≤ p < ∞ ряд збiгається в p-середньому, а при p = ∞ ряд
збiгається рiвномiрно.

Справдi, для частинної суми цього ряду

SN (θ) = uf (θ, r0) +
N∑
j=1

[uf (θ, rj)− uf (θ, rj−1)]

використовуючи (6), (10) та умову (2), одержуємо

‖f(·)− SN (·)‖p = ‖f(·)− uf (·, rN )‖p ≤ A
(

1
2N

)k
ω

(
1

2N

)
.

Звiдси випливає, що ряд (12) збiгається в p-середньому до функцiї f ,
а при p = +∞ — до неперервної функцiї f. У випадку 1 ≤ p <∞ за
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вiдомою теоремою (теоремою Ф. Рiсса) (див., наприклад, [4, с. 388])
одержуємо, що iснує пiдпослiдовнiсть {SNν}ν≥1 частинних сум ряду
(12), яка збiгається майже скрiзь на [−π, π] до функцiї f.

При довiльному натуральному q ≤ k розглянемо ряд

u
(q)
f (θ, r0) +

∞∑
j=1

[
u

(q)
f (θ, rj)− u(q)

f (θ, rj−1)
]
, (13)

де

u(q)(θ, rj) =
dq

d(eiθ)q
(
F (f)(rjeiθ)

)
.

Продиференцiювавши у вказаному сенсi рiвнiсть (10), викори-
ставши властивiсть γ) та умову (2), одержимо оцiнку норм членiв
цього ряду:∥∥∥u(q)

f (·, rj)− u(q)
f (·, rj−1)

∥∥∥
p

=
∥∥∥u(q)

fj−1
(·, rj)− u(q)

fj
(·, rj−1)

∥∥∥
p
≤

≤
∥∥∥u(q)

fj−1
(·, rj)

∥∥∥
p

+
∥∥∥u(q)

fj
(·, rj−1)

∥∥∥
p
≤

≤M
((

1
2j

)−σ1

‖f(·)− uf (·, rj−1)‖p +

+
(

1
2j−1

)−σ1

‖f(·)− uf (·, rj)‖p

)
≤

≤MA

[(
1

2j−1

)k
ω

(
1

2j−1

)(
1
2j

)−σ1

+

+
(

1
2j

)k
ω

(
1
2j

)(
1

2j−1

)−σ1
]
≤ Kω

(
1
2j

)
, (14)

де σ1 = σ1(q) ≤ q ≤ k, K — додатна константа, яка залежить вiд
k, d, σ1. Оскiльки ω ↑, то при всiх j = 1, 2, . . .∫ 2−j+1

2−j

ω(x)
x

dx ≥ ln 2 ω
(

1
2j

)
.
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Тому iз (14) випливає

∥∥∥u(q)
f (·, rj+1)− u(q)

f (·, rj)
∥∥∥
p
≤ K

ln 2

∫ 2−j+1

2−j

ω(x)
x

dx. (15)

Внаслiдок умови (3) маємо, що

∞∑
j=1

∫ 2−j+1

2−j

ω(x)
x

dx ≤
∫ 1

0

ω(x)
x

dx <∞.

Iз врахуванням останнiх фактiв приходимо до висновку, що при
1 ≤ p <∞ ряд (13) збiгається в метрицi простору Lp(T), а при
p = +∞ — рiвномiрно. Тому за теоремою Ф. Рiсса для кожно-
го q = 1, 2, . . . , k iснує пiдпослiдовнiсть {S(q)

nm}m≥1 частинних сум
ряду (13), яка збiгається майже скрiзь на T до деякої функцiї
fq ∈ Lp[−π, π].

Покажемо, що майже скрiзь fq = f (q). Для цього розглянемо
функцiї

ϕq(θ) := fq−1(θ)− fq−1(θ0)−
∫

T(θ0,θ)

fq(ζ)dζ,

де θ0 — точка, в якiй ряд (13) збiгається при всiх q = 1, 2, . . . , k i
T(θ0, θ) — дуга кола T, задана рiвнянням ζ = eit, t ∈ [θ0, θ].

З мiркувань, якi будуть наведенi нижче, випливає, що для функ-
цiї S(q)

nm має мiсце формула Ньютона–Лейбнiца∫
T(θ0,θ)

S(q)
nm(ζ)dζ = S(q−1)

nm (eiθ)− S(q−1)
nm (eiθ0).

Враховуючи це, легко показати, що

‖ϕq‖p ≤
∥∥∥fq−1 − S(q−1)

nm

∥∥∥
p

+
∣∣∣fq−1(θ0)− S(q−1)

nm (eiθ0)
∣∣∣+

+

∥∥∥∥∥
∫

T(θ0,θ)

[fq(ζ)− S(q)
nm(ζ)]dζ

∥∥∥∥∥
p

.
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З останнього спiввiдношення при m→∞ одержуємо, що майже для
всiх θ ∈ [−π, π] ϕq(θ) = 0, тобто

fq−1(θ)− fq−1(θ0) =
∫

T(θ0,θ)

fq(ζ)dζ.

Згiдно з (12) майже скрiзь на T f0 = f . Тому

f(ζ)− f(ζ0) =
∫

T(θ0,θ)

f1(ζ)dζ, (16)

де ζ0 = eiθ0 i ζ = eiθ.
Отже, функцiя f(ei·) є абсолютно неперервною i за теоремою Ле-

бега
d

dθ
f(eiθ) = f1(eiθ)

d

dθ
eiθ.

Звiдси випливає

df(eiθ)
deiθ

= f1(eiθ) ∀ θ ∈ [−π, π],

тобто f1(ζ) = f ′(ζ) для всiх ζ ∈ T. Аналогiчно доводимо, що при
1 ≤ p <∞ остання рiвнiсть виконується майже скрiзь на T.

За допомогою таких мiркувань послiдовно отримуємо, що скрiзь
на T f1 = f ′, . . . , fq−1 = f (q−1) i майже скрiзь fq = f (q).

Отже, функцiя f спiвпадає з функцiєю, яка має абсолютно непе-
рервну похiдну (k − 1)-го порядку, i похiдну f (k) ∈ Lp(T), яка є гра-
ницею в середньому послiдовностi {S(k)

n }n≥1.
Цим доведено, що майже для всiх θ ∈ [−π, π] виконується рiвнiсть

g(θ) := f (k)(eiθ) = u
(k)
f (θ, r0) +

∞∑
j=1

[
u

(k)
f (θ, rj)− u(k)

f (θ, rj−1)
]
.

Оцiнимо iнтегральний модуль гладкостi порядку N функцiї g.
Для цього використаємо те, що так само, як у випадку попередньої
рiвностi, для майже всiх θ ∈ [−π, π] доводиться справедливiсть рiв-
ностi

g(θ) = u
(k)
f (θ, rj) +

∞∑
m=j+1

[
u

(k)
f (θ, rm)− u(k)

f (θ, rm−1)
]
.
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З цiєї рiвностi, використовуючи (15), одержуємо∥∥∥g(θ)− u(k)
f (θ, rj)

∥∥∥
p
≤

∞∑
m=j+1

∥∥∥u(k)
f (θ, rm)− u(k)

f (θ, rm−1)
∥∥∥
p
≤

≤ 2K
∞∑

m=j+1

∫ 2−(m−1)

2−m

ω(x)
x

dx = 2K
∫ 2−j

0

ω(x)
x

dx. (17)

Далi, нехай

Ω(t) :=
∫ t

0

ω(x)
x

dx, t > 0

i
ug(θ, r) := u

(k)
f (θ, r).

Функцiя Ω має властивостi модуля неперервностi порядку n [2,
с. 162, 236], а ug(θ, r) = uf(k)(θ, r) за умовою γ). Тому нерiвнiсть

‖g(·)− ug(·, rj)‖p ≤M1Ω(1− rj),

яка випливає з (17), означає, що ми маємо Lp-оцiнку вiдхилення
функцiї g вiд ug(·, rj) типу оцiнки (2) при k = 0. Отже, на осно-
вi вже доведеного твердження теореми при k = 0 щодо функцiї g
можемо записати таку нерiвнiсть:

ωn(g; t) = ωn(f (k); t) ≤ Ctσ
∫ 1

t

Ω(x)
xσ+1

dx.

Iнтегрування частинами останнього iнтегралу дає оцiнку (4) при
k ≥ 1.

Теорему доведено.

4. Застосування. У ролi оператора F розглянемо узагальнений опе-
ратор Пуассона Pl:

Pl(f)(z) =
1
π

∫ 2π

0

f(eit)Kl(ze−it)dt, z ∈ D, (18)

де

Kl(reit) :=
1
2

+
∞∑
k=1

rk
l

cos kt, 0 < r < 1, l > 0.
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Зазначимо, що Kl при l = 1 збiгається з ядром Пуассона, а опе-
ратор P1 є звичайним оператором Пуассона.

В [5] показано, що функцiї u(θ, r) = Pl(f)(reiθ) при натуральних
значеннях l є розв’язками крайової задачi для рiвняння (в полярних
координатах), саме

∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

(−1)l+1

r2
∂2lu

∂θ2l
= 0 (19)

з умовою

u(θ, r)
∣∣∣∣
r=1

= f(eiθ). (20)

Рiвнiсть (20) розумiємо так, щоб

lim
r→1−

∫ 2π

0

|u(θ, r)− f(eiθ)|pdθ = 0.

У даному пунктi теорема 1 застосовується до вивчення граничної
поведiнки розв’язкiв крайової задачi (19), (20) в контекстi оберненої
теореми.

Теорема 2. Нехай f ∈ Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞. Якщо для функцiї
u(θ, r) = Pl(f)(reiθ) виконується нерiвнiсть

‖u(·, r)− f(·)‖p ≤ Aω(1− r), 0 < r < 1, A = const > 0,

коли ω — функцiя типу модуля неперервностi, то

ω(f, t) ≤ At1/l
∫ 1

t

ω(x)dx
x1/l+1

, 0 < t ≤ 1
2
, (21)

при додатнiй константi A, яка не залежить вiд r.
Теорема 2 виводиться з теореми 1 при n = 1 i σ = 1/l шляхом

перевiрки умов α), β) i γ) iз означення 1, тобто перевiрки включення
Pl ∈ B1.

Виконання умови α) є очевидним.
Для перевiрки умови β) досить зауважити, що

uuf (·,r1)(θ, r2)− uuf (·,r2)(θ, r1) =
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=
1
π2

∫ 2π

0

f(eit)
∫ 2π

0

[
Kl(r1e−i(t−τ))Kl(r2e−i(τ−θ))−

−Kl(r2e−i(t−τ))Kl(r1e−i(τ−θ))
]
dτdt,

i те, що внутрiшнiй iнтеграл дорiвнює нулевi згiдно з рiвнiстю Пар-
севаля.

Для перевiрки умови γ) продиференцiюємо рiвнiсть (18):

∂u(θ, r)
∂θ

=
1
π

∫ 2π

0

f(eit)
∂

∂θ
Kl(re−i(t−θ))dt =

= − 1
π

∫ 2π

0

f(ei(t+θ))
∂

∂t
Kl(re−it)dt.

Звiдси за iнтегральною нерiвнiстю Мiнковського випливає оцiнка∥∥∥∥∂u(·, r)
∂θ

∥∥∥∥
p

≤
‖f‖p
π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ ∂∂tKl(re−it)
∣∣∣∣ dt. (22)

Для обчислення похiдної ∂(Kl(re−it))/∂t запишемо ядро Kl у
виглядi:

Kl(reit) =
1
2

+
∞∑
k=1

rk
l

cos kt =
1
2

∞∑
k=−∞

e|k|
l ln reikt.

Отже,
∂Kl(reit)

∂t
=
i

2

∑
k 6=0

ke|k|
l ln reikt. (23)

Застосувавши до ряду в (23) формулу пiдсумовування Пуассона
(див., наприклад, [6, с. 119]), одержуємо

∂Kl(reit)
∂t

=
i

2

∑
k 6=0

∫ ∞
−∞

xe|x|
l ln reix(t−2πk)dx. (24)

Пiдставляємо (24) в нерiвнiсть (22), i отримуємо∥∥∥∥∂u(·, r)
∂θ

∥∥∥∥
p

≤ ‖f‖p
π

∫ 2π

0

1
2

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞

∫ ∞
−∞

xe|x|
l ln reix(t−2πk)dx

∣∣∣∣∣ dt ≤
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≤ ‖f‖p
2π

∫ 2π

0

∞∑
k=−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

xe|x|
l ln reix(t−2πk)dx

∣∣∣∣ dt =

=
‖f‖p
2π

∞∑
k=−∞

∫ 2π(k+1)

2πk

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

xe|x|
l ln reixtdx

∣∣∣∣ dt =

=
‖f‖p
2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

xe|x|
l ln reixtdx

∣∣∣∣ dt.
Звiдси ∥∥∥∥∂u(·, r)

∂θ

∥∥∥∥
p

≤ ‖f‖p
π

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ ∞
0

xe−yx
l

sin (xt) dx
∣∣∣∣ dt, (25)

де y = − ln r.
Для останнього iнтегралу оцiнку в [7, лема 4.7]:∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞
0

xe−yx
l

sin (xt) dx
∣∣∣∣ dt ≤ Cy−1/l.

Отже, застосовуючи це спiввiдношення до (25), приходимо до вис-
новку, що умова γ) для оператора Pl виконується.
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