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ЛIНIЙНI ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ BΩ
p,θ ПЕРIОДИЧ-

НИХ ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ ТА БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

We obtain exact order estimates of linear widths of the classes BΩ
p,θ of periodic

functions of one and several variables in the space Lq, when parameters p, q
and θ satisfy certain relations.

Одержано точнi за порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв класiв BΩ
p,θ

перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiнних у просторi Lq для дея-
ких спiввiдношень мiж параметрами p, q i θ.

Вступ. В роботi отримано точнi за порядком оцiнки лiнiйних по-
перечникiв класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй однiєї та багатьох змiн-
них у просторi Lq при деяких спiввiдношеннях мiж параметрами p, q
i θ. Вiдмiтимо, що основна увага зосереджена на встановленнi оцiнок
лiнiйних поперечникiв класiв Bωp,θ перiодичних функцiй в одновимiр-
ному випадку для тих значень параметра θ, при яких оцiнки цих ве-
личин були невiдомi. В заключнiй частинi роботи встановлено точнi
за порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв класiв BΩ

p,θ перiодичних
функцiй багатьох змiнних у просторi Lq при p = 1,∞ та 1 < q <∞.
Бiльш детально про це мова йтиме у вiдповiдних частинах роботи,
а зараз наведемо необхiднi позначення та означення.

Нехай Rd — d-вимiрний евклiдовий простiр з елементами
x = (x1, ..., xd) i (x, y) = x1y1 + ... + xdyd; Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞,

πd =
d∏
j=1

[0; 2π], — простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функ-

цiй f(x) = f(x1, ..., xd), для яких

‖f‖p :=
(

(2π)−d
∫
πd

|f(x)|pdx
) 1
p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ := ess sup
x∈πd

|f(x)| <∞.

Далi будемо вважати, що для функцiй f ∈ Lp(πd) виконується
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додаткова умова ∫ 2π

0

f(x)dxj = 0 , j = 1, d.

Для f ∈ Lp(πd) позначимо через Ωl(f, t)p мiшаний модуль непе-
рервностi порядку l:

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,d

||∆l
hf(x)||p,

де t = (t1, ..., td), l ∈ N, ∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . .∆l

h1
f(x) =

= ∆l
hd

(. . . (∆l
h1
f(x))) — мiшана l-та рiзниця з кроком hj за змiнною

xj i

∆l
hjf(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного мо-
дуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) не спадає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
(

d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sl), якi

називають умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо

ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо при деякому
0 < γ < l вiдношення ϕ(τ)/τγ майже спадає, тобто iснує така неза-
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лежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), якщо Ω(t)
задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i 6= j .

Отже, нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) — задана функцiя типу
мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови
1) – 4). Тодi згiдно з означенням [2]

BΩ
p,θ :=

{
f ∈Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,θ
=
(∫
πd

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

≤ 1
}
,

де 1 ≤ θ <∞ та

BΩ
p,∞ :=

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞
= sup

t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

≤ 1
}
,

(запис t > 0 для t = (t1, ..., td) рiвносильний tj > 0, j = 1, d).
Зазначимо, що при θ = ∞ класи BΩ

p,θ спiвпадають з класами
HΩ
p , якi були розглянутi М.М. Пустовойтовим в [3].
Для подальших мiркувань нам буде зручно користуватися еквiва-

лентним (з точнiстю до абсолютних сталих) означенням класiв BΩ
p,θ.

Кожному вектору s = (s1, ..., sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{
k = (k1, ..., kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z \ {0}, j = 1, d

}
i для f ∈ Lp(πd) позначимо

δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt
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— коефiцiєнти Фур’є функцiї f .
Отже, якщо 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) — задана функцiя типу

мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови
1) — 4), (S) i (Sl), то з точнiстю до абсолютних сталих класи BΩ

p,θ

можна означити наступним чином (див. [2]):

BΩ
p,θ :=

{
f ∈Lp(πd) :‖f‖BΩ

p,θ
=
(∑

s

Ω−θ(2−s)‖δs(f, x)‖θp
) 1
θ

≤1
}
, (1)

де 1 ≤ θ <∞, та

BΩ
p,∞ :=

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞
= sup

s

‖δs(f, x)‖p
Ω(2−s)

≤ 1
}
, (2)

тут i надалi Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.

Вiдмiтимо, що при Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j , 0 < rj < l, класи BΩ

p,θ є анало-

гами вiдомих класiв Бєсова Brp,θ (див., наприклад, [4]).
Наведене означення класiв BΩ

p,θ можна розповсюдити i на крайнi
випадки p = 1 та p =∞, замiнивши в (1) i (2) "блоки" δs(f, x).

Нехай Vn(t) позначає ядро Валле Пуссена порядку 2n− 1, тобто

Vn(t) = 1 + 2
n∑
k=1

cos kt+ 2
2n−1∑
k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏
j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)
i для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f ∗As.

В прийнятих позначеннях (з точнiстю до абсолютних сталих)
класи BΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, можна означити наступним чином (див.,
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вiдповiдно [5] та [3])

BΩ
p,θ :=

{
f ∈Lp(πd) :‖f‖BΩ

p,θ
=
(∑

s

Ω−θ(2−s) ‖As(f, x)‖θp

) 1
θ

≤1
}
, (3)

де 1 ≤ θ <∞ та

BΩ
p,∞ :=

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞
= sup

s

‖As(f, x)‖p
Ω(2−s)

≤ 1
}
. (4)

Вiдмiтимо, що при 1 < p < ∞ означення норм функцiй з класiв
BΩ
p,θ (1) та (2) еквiвалентнi до означень норм (3) та (4) вiдповiдно.
Нижче будемо розглядати класи BΩ

p,θ, якi визначаються функ-
цiєю Ω(t) вигляду

Ω(t) = ω

( d∏
j=1

tj

)
, (5)

де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi
порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Зрозумiло, що для Ω(t),
заданої формулою (5), як для функцiї d змiнних, виконуються умови
1) – 4), (S) i (Sl).

Метою роботи є встановлення точних за порядком оцiнок лiнiй-
них поперечникiв класiв BΩ

p,θ у просторi Lq для деяких спiввiдношень
мiж параметрами p, q i θ. Наведемо означення величини, що нами
буде дослiджуватися.

Нехай Φ — множина в банаховому просторi X з нормою ‖ · ‖X .
Тодi лiнiйний поперечник множини Φ в просторi X (позначається
λM (Φ, X)) визначається за формулою

λM (Φ, X) := inf
LM

inf
Λf∈LM

sup
f∈Φ
||f − Λf ||X , (6)

де точнi нижнi межi беруться вiдповiдно по всiх пiдпросторах LM
простору X, вимiрнiсть яких не перевищує M , i всiх лiнiйних опера-
торах, якi дiють з X в LM .

Лiнiйний поперечник був введений в роботi В.М. Тихомирова [6],
в якiй були встановленi точнi значення лiнiйних поперечникiв де-
яких класiв функцiй однiєї змiнної. На сьогоднiшнiй день є вели-
ка кiлькiсть робiт, в яких дослiджувались лiнiйнi поперечники тих



Лiнiйнi поперечники класiв BΩ
p,θ перiодичних функцiй . . . 99

чи iнших класiв функцiй, або скiнченновимiрних множин [7, 8]. Тут
згадаємо лише роботи [9 — 13], в яких вивчались величини (6) для
класiв функцiй багатьох змiннихW r

p,α, H
r
p i Brp,θ. В цих роботах мож-

на ознайомитись з детальною бiблiографiєю, що стосується дослiд-
ження лiнiйних поперечникiв.

Крiм величини (6), наведемо означення ще однiєї апроксиматив-
ної характеристики, яку далi будемо систематично використовувати
в роботi.

Колмогоровським поперечником центрально-симетричної мно-
жини Φ банахового просторуX (позначається dM (Φ, X)) називається
величина

dM (Φ, X) := inf
LM

sup
f∈Φ

inf
u∈LM

‖f − u‖X ,

де зовнiшня точна нижня межа береться по всiх пiдпросторах LM в
X, вимiрнiсть яких не перевищує M .

Легко бачити, що згiдно з означеннями лiнiйний поперечник
λM (Φ, X) пов’язаний iз колмогоровським поперечником dM (Φ, X)
(для центрально-симетричної множини Φ) нерiвнiстю

dM (Φ, X) ≤ λM (Φ, X). (7)

У зв’язку з цим цiкаво з’ясувати, в яких випадках (для кон-
кретних множин Φ i просторiв X) оцiнки поперечникiв dM (Φ, X) i
λM (Φ, X) рiвнi за порядком, а в яких випадках має мiсце порядкова
нерiвнiсть

dM (Φ, X)� λM (Φ, X).

Тут i надалi для додатних функцiй µ1(N) та µ2(N) запис µ1 � µ2

означає, що iснує стала C > 0 така, що ∀N ∈ N µ1(N) ≤ Cµ2(N).
Спiввiдношення µ1 � µ2 рiвносильне тому, що виконуються поряд-
ковi нерiвностi µ1 � µ2 та µ1 � µ2. Зауважимо також, що всi сталi
Ci, i = 1, 2, . . . , якi будуть зустрiчатися в роботi, можуть залежати
тiльки вiд параметрiв, що входять в означення класу, метрики, в якiй
вимiрюється похибка наближення, та вимiрностi d простору Rd.

1. Допомiжнi твердження. Нехай lmp означає простiр Rm, в
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якому введена норма

‖x‖lmp =


( m∑
i=1

|xi|p
) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

max
1≤i≤m

|xi|, p =∞,

i Bmp — одинична куля в lmp .
Має мiсце така теорема.
Теорема 1.1 [7]. Нехай M < m, 1 ≤ p < 2 ≤ q <∞, 1

p + 1
q ≥ 1.

Тодi справедливе спiввiдношення

λM (Bmp , l
m
q ) � max

{
m

1
q−

1
p ,min

{
1,m

1
qM−

1
2

}√
1− M

m

}
.

Зауважимо, що у випадку p = 1, q > 2 вiдповiдний результат
випливає з твердження, встановленого Б.С. Кашиним [8].

Теорема 1.2 [7]. Нехай M < n. Тодi при 1 ≤ p < 2 ≤ q < ∞
виконується спiввiдношення

dM (Bnp , l
n
q ) � max

{
n

1
q−

1
p ,min

{
1, n

1
qM−

1
2

}√
1− M

n

}
.

Наступнi допомiжнi твердження сформулюємо для одновимiрно-
го випадку.

Позначимо через T (ρ(s)), s ∈ N, множину функцiй вигляду

f(x) =
∑
k∈ρ(s)

cke
ikx.

Далi будемо також використовувати один важливий результат,
вiдомий в лiтературi пiд назвою "нерiвностi Марценкевича" (див.
[14, т.2, с.46]), багатовимiрний аналог якого, в наших позначеннях,
сформульовано в роботi [15].

Теорема 1.3. Мiж простором тригонометричних полiномiв
T (ρ(s)) i простором R2s iснує iзоморфiзм, який ставить у вiдпо-
вiднiсть функцiї f вектор δsf j = {fn(τj)} ∈ R2s ,

fn(t) =
∑

sgnk=sgnn

cke
ikt, n = ±1,
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τj = π22−sj1, j1 = 1, 2, . . . , 2s−1,

i при цьому має мiсце спiввiдношення

‖δs(f, x)‖p �
(

2−s
2s∑
j=1

|δsf j |p
) 1
p

, p ∈ (1,∞).

Теорема 1.4 [16]. Нехай Tn(x) — тригонометричний полiном
порядку n ∈ N

Tn(x) =
∑
|k|≤n

cke
ikx,

де ck — довiльнi коефiцiєнти. Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце
спiввiдношення

‖Tn(x)‖p ≤ 2n
1
q−

1
p ‖Tn(x)‖q. (8)

Нерiвнiсть (8) було встановлено С.М. Нiкольським i вона отри-
мала назву "нерiвностi рiзних метрик". При p =∞ вiдповiдну нерiв-
нiсть довiв Джексон [17].

Лема 1.1 [10]. Нехай s ∈ N i f ∈ T (ρ(s)), Ms ∈ Z+,
Ms ≤ 2s. Якщо 1 < p, q <∞, то iснує лiнiйний оператор
ΛMs : T (ρ(s))→ T (ρ(s)), вимiрнiсть областi значень якого не
перевищує Ms, такий, що

‖f(x)− ΛMs
f(x)‖q � λMs

(B2s

p , l
2s

q )2s(
1
p−

1
q )‖f(x)‖p . (9)

Лема 1.2 [9, с. 25]. Нехай 1 ≤ p < q < ∞ i f ∈ Lp(π1). Тодi має
мiсце спiввiдношення

‖f‖qq �
∑
s

(
‖δs(f, x)‖p 2s(

1
p−

1
q )

)q
. (10)

2. Лiнiйнi поперечники класiв Bωp,θ перiодичних функ-
цiй однiєї змiнної у просторi Lq(π1). В даному пунктi встанови-
мо точнi за порядком оцiнки величин λM (Bωp,θ, Lq) в одновимiрному
випадку (d = 1). Зауважимо, що у випадку d ≥ 1 (але лише для
θ, 2 ≤ θ ≤ q) результати наступних теорем 2.1 та 2.2 було ранiше
встановлено в роботi [18].
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Має мiсце теорема.
Теорема 2.1. Нехай 1 < p ≤ 2, p′ < q <∞, 1

p + 1
p′ = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞

i ω(t) задовольняє умову (S) з деяким α > 1− 1
q , а також умову

(Sl). Тодi при d = 1 має мiсце оцiнка

λM (Bωp,θ, Lq) � ω(M−1)M
1
2−

1
q .

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху у випадку
θ =∞.

Нехай f — довiльна функцiя iз класу Hω
p i задано достатньо вели-

ке число M . Пiдберемо n ∈ N iз спiввiдношення M � 2n i для s ∈ N,
поставимо у вiдповiднiсть числа

Ms =
{

2s, 1 ≤ s ≤ n,
[2n+ν(n−s)], s > n,

(11)

де ν > 0 — число, що задовольняє нерiвнiсть 1− 1
q + ν

2 − α < 0, [a]
— цiла частина числа a.

Легко бачити, що
∑
s
Ms не перевищує за порядком M . Дiйсно,

при ν > 0, матимемо∑
s

Ms ≤
∑
s≤n

2s +
∑
s>n

2n+ν(n−s) � 2n �M.

Розглянемо лiнiйний оператор, який дiє на функцiю f ∈ Hω
p за

формулою
ΛMf(x) =

∑
s

ΛMsδs(f, x),

де оператори ΛMs
, s > n, побудовано вiдповiдно до леми 1.1,

тобто вони задовольняють спiввiдношення (9), i ΛMs ≡ Is,
1 ≤ s ≤ n, де Is : T (ρ(s))→ T (ρ(s)) — тотожний оператор. Оцiнимо
‖f(x)− ΛMf(x)‖q, використовуючи для цього лему 1.2.

Оскiльки за умовою теореми 2 ≤ p′ < q < ∞, то, виконавши у
спiввiдношеннi (10) замiну iндекса p на p′, знаходимо

‖f‖qq �
∑
s

(
‖δs(f, x)‖p′2s(

1
p′−

1
q )
)q
.



Лiнiйнi поперечники класiв BΩ
p,θ перiодичних функцiй . . . 103

Взявши до уваги все сказане вище, можемо записати

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �
∥∥∥∥∑
s>n

(
δs(f, x)− ΛMs

δs(f, x)
)∥∥∥∥

q

�

�
(∑
s>n

(
2s(

1
p′−

1
q )‖δs(f, x)− ΛMsδs(f, x)‖p′

)q) 1
q

=: I1.

Далi, використовуючи спiввiдношення (9), продовжимо оцiнку I1

I1 �
(∑
s>n

(
2s(

1
p′−

1
q )
λMs

(B2s

p , l
2s

p′ )2
s( 1
p−

1
p′ )‖δs(f, x)‖p

)q) 1
q

=

=
(∑
s>n

(
2s(

1
p−

1
q )λMs(B

2s

p , l
2s

p′ )‖δs(f, x)‖p
)q) 1

q

=: I2.

Враховуючи те, що внаслiдок теореми 1.1 (при s > n)

λMs
(B2s

p , l
2s

p′ )� 2
s
p′M

− 1
2

s ,

для I2 матимемо

I2 �
(∑
s>n

(
2s(

1
p−

1
q )2

s
p′M

− 1
2

s ‖δs(f, x)‖p
)q) 1

q

=

=
(∑
s>n

(
2s(1−

1
q )M

− 1
2

s ‖δs(f, x)‖p
)q) 1

q

=: I3.

Пiдставляючи тепер у вираз для I3 замiстьMs вiдповiднi значен-
ня iз (11) та враховуючи (2), одержимо

I3 �
(∑
s>n

(
2s(1−

1
q )2−

n
2−

ν
2 (n−s)ω(2−s)

)q) 1
q

=

= 2−
n
2−

νn
2

(∑
s>n

(
2s(1−

1
q+ ν

2−α)ω(2−s)
2−αs

)q) 1
q

=: I4.
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Оскiльки ω(t) задовольняє умову (S) iз α > 1− 1
q , то

ω(2−s)
2−αs

� ω(2−n)
2−αn

(12)

при s > n.
Тепер враховуємо вибiр чисел ν та спiввiдношення (12), проводи-

мо оцiнку I4, i в результатi будемо мати

I4 � 2−
n
2−

νn
2
ω(2−n)
2−αn

(∑
s>n

2s(1−
1
q+ ν

2−α)q

) 1
q

�

� ω(2−n)2−
n
2−

νn
2 +αn2n(1− 1

q+ ν
2−α) =

= ω(2−n)2n( 1
2−

1
q ) � ω(M−1)M

1
2−

1
q .

Таким чином, беручи до уваги, що вимiрнiсть областi значень
оператора ΛM не перевищує C ·M , з деякою сталою C > 0, за вла-
стивiстю монотонностi лiнiйного поперечника за параметром M , от-
римуємо таку оцiнку зверху:

λM (Hω
p , Lq)� ω(M−1)M

1
2−

1
q .

Оскiльки Bωp,θ ⊂ Hω
p , 1 ≤ θ <∞, то звiдси будемо мати

λM (Bωp,θ, Lq)� ω(M−1)M
1
2−

1
q .

Перейдемо до встановлення вiдповiдної оцiнки знизу. Її достатньо
отримати для класу Bω2,1, бо Bω2,θ ⊂ Bωp,θ при 1 < p ≤ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞.

За заданим M виберемо число µ iз умови 2M ≤ 2µ < 4M i позна-
чимо через Tµ множину тригонометричних полiномiв δµ(f, x).

Тодi, згiдно з означенням лiнiйного поперечника,

λM (Bω2,1, Lq) ≥ λM (Bω2,1 ∩ Tµ, Lq). (13)

Якщо Pµ — оператор ортогонального проектування на Tµ, то для
f ∈ Lq(π1) i t ∈ Tµ виконується спiввiдношення

‖t− f‖q ≥ ‖Pµ(t− f)‖q = ‖Pµt− f‖q. (14)
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Тому з (13) i (14) отримуємо

λM (Bω2,1, Lq) ≥ λM (Bω2,1 ∩ Tµ, Lq ∩ Tµ). (15)

Нехай f ∈ Tµ. Внаслiдок теореми 1.3, будемо мати

‖f‖Bω2,1 = ω−1(2−µ)‖δµ(f, x)‖2 �

� ω−1(2−µ)
(

2−µ
2µ∑
j=1

|δµf j |2
) 1

2

= ω−1(2−µ)2−
µ
2

( 2µ∑
j=1

|δµf j |2
) 1

2

.

Отже, при деякому C > 0:

Bω2,1 ∩ Tµ ⊃ Cω(2−µ)2
µ
2B2µ

2 . (16)

Крiм того, якщо g ∈ Lq ∩ Tµ , q ≥ 2, то внаслiдок теореми 1.3,
одержуємо

‖g‖q�‖δµ(g, ·)‖q�
(

2−µ
2µ∑
j=1

|δµf j |q
) 1
q

=2−
µ
q

( 2µ∑
j=1

|δµf j |q
) 1
q

. (17)

Таким чином, згiдно з (15) – (17) i властивостями лiнiйного по-
перечника, будемо мати

λM (Bω2,1, Lq)� ω(2−µ)2µ( 1
2−

1
q )λM (B2µ

2 , l2
µ

q ),

i внаслiдок спiввiдношення (див., наприклад, [19, с. 209])

λM (B2µ

2 , l2
µ

q ) = dM (B2µ

q′ , l
2µ

2 ) ,
1
q

+
1
q′

= 1,

приходимо до оцiнки

λM (Bω2,1, Lq)� ω(2−µ)2µ( 1
2−

1
q )dM (B2µ

q′ , l
2µ

2 ). (18)

Для продовження оцiнки, використаємо теорему 1.2, вiдповiдно
до якої

dM (B2µ

q′ , l
2µ

2 )� min
{

1, 2
µ
2 (C32µ)−

1
2

}√
1− M

2µ
≥C4>0. (19)
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Iз (18) та (19) отримуємо шукану оцiнку знизу

λM (Bω2,1, Lq)� ω(2−µ)2µ( 1
2−

1
q ) � ω(M−1)M

1
2−

1
q .

Таким чином, оцiнку знизу, а разом з нею i теорему, доведено.

Наслiдок 2.1. Покладаючи в теоремi 2.1 θ = ∞, отримаємо
наступну оцiнку

λM (Hω
p , Lq) � ω(M−1)M

1
2−

1
q .

Теорема 2.2. Нехай 2 ≤ p < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, ω(t) задоволь-
няє умову (S) з деяким α > 1

p −
1
q та умову (Sl). Тодi при d = 1

має мiсце спiввiдношення

λM (Bωp,θ, Lq) � ω(M−1)M
1
p−

1
q . (20)

Доведення. Оцiнка зверху в (20) випливає з вiдповiдної оцiн-
ки наближення у просторi Lq(πd) класiв BΩ

p,θ функцiй d змiнних
(d ∈ N) за допомогою схiдчасто-гiперболiчних сум Фур’є SQn(f, x) =∑
‖s‖1<n

δs(f, x), де Qn =
⋃

‖s‖1<n
ρ(s) [2]:

EQn(BΩ
p,θ)q � ω(2−n)2n( 1

p−
1
q )n(d−1)( 1

q−
1
θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.
Достатньо зауважити, що вимiрнiстьM областi значень операто-

ра SQn має порядок 2nnd−1.
Вiдповiдна оцiнка знизу в (20) випливає з теореми 2.1. Дiйсно,

внаслiдок нерiвностi рiзних метрик (8) для f ∈ Bωp,θ, будемо мати

‖f‖Bωp,θ =
(∑

s

ω−θ(2−s)‖δs(f, x)‖θp
) 1
θ

�

�
(∑

s

ω−θ(2−s)2s(
1
2−

1
p )θ‖δs(f, x)‖θ2

) 1
θ

=

=
(∑

s

ω−θ1 (2−s)‖δs(f, x)‖θ2
) 1
θ

= ‖f‖Bω1
2,θ

, (21)
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де ω1(t) = ω(t)t
1
2−

1
p . Для ω1(t) виконуються всi умови теореми 2.1 i

тому, враховуючи (21), отримуємо

λM (Bωp,θ, Lq)� λM (Bω1
2,θ, Lq) �

� ω(M−1)M−( 1
2−

1
p )M

1
2−

1
q = ω(M−1)M

1
p−

1
q .

Теорему доведено.

Наслiдок 2.2. Покладаючи в теоремi 2.2 θ = ∞, отримуємо
наступну оцiнку

λM (Hω
p , Lq) � ω(M−1)M

1
p−

1
q .

Зауваження 2.1. При ω(τ) = τ r з вiдповiдними обмеженнями
на параметр r результати теорем 2.1 та 2.2 (для класiв Brp,θ) вста-
новленi А.С. Романюком в [13].

Зауваження 2.2. Порiвнюючи оцiнки лiнiйних поперечникiв,
якi встановлено в теоремах 2.1 та 2.2, iз вiдповiдними оцiнками кол-
могоровських поперечникiв [2], приходимо до висновку, що у випад-
ку, коли 1 ≤ θ ≤ ∞, порядковi оцiнки величин λM (Bωp,θ, Lq) вiдрiз-
няються вiд вiдповiдних порядкових оцiнок величин dM (Bωp,θ, Lq). А
саме, якщо 1 < p ≤ 2, p′ < q < ∞, а ω(t) задовольняє умови (S) iз
деяким α > 1− 1

q i (Sl), то має мiсце таке порядкове спiввiдношення

λM (Bωp,θ, Lq) �M
1
p′−

1
q dM (Bωp,θ, Lq).

У випадку, коли 2 ≤ p < q < ∞, а ω(t) задовольняє умову (S) з
деяким α > 1

2 та умову (Sl), має мiсце оцiнка

λM (Bωp,θ, Lq) �M
1
p−

1
q dM (Bωp,θ, Lq).

3. Оцiнки величин λM(BΩ
p,θ, Lq) при p = 1,∞ i 1 < q <∞.

В даному пунктi, встановимо точнi за порядком оцiнки лiнiйних по-
перечникiв класiв BΩ

p,θ, p = 1,∞, у просторi Lq(πd), 1 < q < ∞.
Попередньо зауважимо наступне: неважко переконатися, проводя-
чи мiркування, аналогiчнi до тих, якi були використанi у роботi [2],
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що якщо Ω(t) задовольняє умови (S) з деяким α > 1− 1
q i (Sl), то

BΩ
1,θ ⊂ Lq(πd), 1 < q < ∞. Вкладення BΩ

∞,θ ⊂ Lq(πd) є очевидним,
оскiльки BΩ

∞,θ ⊂ L∞(πd) ⊂ Lq(πd).
Має мiсце теорема.
Теорема 3.1. Нехай 2 < q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(t1 · ... · td),

де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1 та умову (Sl), l ≥ 2.
Тодi для будь-яких натуральних M та n, якi задовольняють умову
M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

λM (BΩ
1,θ, Lq) � ω(2−n)2

n
2 n(d−1)( 1

2−
1
θ )+ . (22)

Доведення. Оцiнка зверху в (22) встановлюється так само, як
i оцiнка зверху в теоремi 2.1 [20]. Оцiнку знизу в (22) отримуємо з
теореми 1.2 [20] на основi нерiвностi (7). Теорему доведено.

Наслiдок 3.1. Покладаючи в теоремi 3.1 θ = ∞, отримаємо
наступну оцiнку

λM (HΩ
1 , Lq) � ω(2−n)2

n
2 n

d−1
2 .

Теорема 3.2. Нехай 1 < q ≤ 2, θ ∈ [1, q], Ω(t) = ω(t1 · ... · td),
де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1 − 1

q та умову (Sl).
Тодi для будь-яких натуральних M та n, якi задовольняють умову
M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

λM (BΩ
1,θ, Lq) � ω(2−n)2n(1− 1

q ). (23)

Доведення. Оцiнка зверху в (23) випливає з оцiнки набли-
ження класiв BΩ

1,θ за допомогою схiдчасто-гiперболiчних сум Фур’є
SQn(f, x), яка отримана в [21]:

EQn(BΩ
1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1

q )n(d−1)( 1
q−

1
θ )+ .

Тому при умовi, що число n задовольняє спiввiдношення M �
2nnd−1, маємо

λM (BΩ
1,θ, Lq)� EQn(BΩ

1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1
q ).
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Оцiнка знизу в (23) випливає з результату теореми 1.1 [20] на
основi нерiвностi (7). Теорему доведено.

Теорема 3.3. Нехай 2 ≤ q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω(t1 · ... · td),
де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 0, а також умову (Sl).
Тодi для будь-яких M,n ∈ N таких, що M � 2nnd−1, має мiсце
оцiнка

λM (BΩ
∞,θ, Lq) � ω(2−n)n(d−1)( 1

2−
1
θ )+ . (24)

Доведення. При встановленнi оцiнки зверху в (24) будемо вико-
ристовувати спiввiдношення:

EQn(BΩ
q,θ)q � ω(2−n)n(d−1)( 1

2−
1
θ )+ . (25)

Вiдмiтимо, що при 1 ≤ θ < ∞ оцiнка (25) була встановлена в
роботi [2], а при θ =∞ — в роботi [3].

Оскiльки BΩ
∞,θ ⊂ BΩ

q,θ, 2 ≤ q < ∞, та враховуючи, що
M � 2nnd−1, отримуємо

λM (BΩ
∞,θ, Lq) ≤ λM (BΩ

q,θ, Lq)�

� EQn(BΩ
q,θ)q � ω(2−n)n(d−1)( 1

2−
1
θ )+ .

Оцiнку знизу в (24) одержуємо з теореми 1.3 [20] на основi нерiв-
ностi (7). Теорему доведено.

Наслiдок 3.2. Покладаючи в теоремi 3.3 θ = ∞, отримаємо
наступну оцiнку:

λM (HΩ
∞, Lq) � ω(2−n)n

d−1
2 .

На завершення наведемо ще один результат, який стосується
лiнiйного поперечника класу BΩ

∞,1 в просторi L∞.

Теорема 3.4. Нехай Ω(t) = ω(
d∏
j=1

tj), де ω(τ) задовольняє умову

(S) з деяким α > 0, а також умову (Sl). Тодi для будь-якихM,n ∈ N
таких, що M � 2nnd−1, має мiсце оцiнка

λM (BΩ
∞,1, L∞) � ω(2−n). (26)
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Доведення. Встановимо оцiнку зверху в (26). За заданим M ви-
беремо n iз спiввiдношення M � 2nnd−1, i для f ∈ BΩ

∞,1 розглянемо
наближаючий полiном

t(x) =
∑
‖s‖1<n

As(f, x).

Тодi для ‖f − t‖∞ отримуємо оцiнку

‖f − t‖∞ =
∥∥∥∥ ∑
‖s‖1≥n

As(f, x)
∥∥∥∥
∞
≤

∑
‖s‖1≥n

‖As(f, x)‖∞ =

=
∑
‖s‖1≥n

ω−1(2−‖s‖1)‖As(f, x)‖∞ ω(2−‖s‖1)�

� ω(2−n)
∑
‖s‖1≥n

ω−1(2−‖s‖1)‖As(f, x)‖∞ �

� ω(2−n)‖f‖BΩ
∞,1
≤ ω(2−n).

Оцiнка знизу випливає з вiдповiдної оцiнки колмогоровського по-
перечника dM (BΩ

∞,1, L∞) [22]. Теорему доведено.

Зауваження 3.1. При ω(τ) = τ r i вiдповiдних обмеженнях на
параметр r результати теорем 3.1 та 3.2, 3.4 (для класiв Brp,θ) вста-
новленi в [11] та [12] вiдповiдно.

Висловлюю щиру вдячнiсть Романюку А.С. за надану мож-
ливiсть ознайомитися з роботою [13] до виходу її з друку та Ро-
манюку В.С. за цiннi поради та зауваження, зробленi ним пiд час
обговорення результатiв.
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