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ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÁIÃÀÐÌÎÍIÉÍÈÌÈ IÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ
ÏÓÀÑÑÎÍÀ ÍÀ ÊËÀÑÀÕ ÔÓÍÊÖIÉ, ßÊI
ÇÀÄÎÂÎËÜÍßÞÒÜ ÓÌÎÂÓ ËIÏØÈÖß∗

Âñòàíîâëåíî îöiíêè äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü áiãàðìîíiéíèõ
iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà âiä ôóíêöié ç êëàñó Ëiïøèöÿ ïîðÿäêó α äëÿ âñiõ 0 <
α ≤ 1.

Íåõàé f(x) � 2π-ïåðiîäè÷íà ñóìîâíà ôóíêöiÿ (f ∈ L),

S[f ] =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

� ¨¨ ðÿä Ôóð'¹, a0, ak i bk, k = 1, 2, . . . , � ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ = {λδ(k)} ìíîæèíó ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àð-

ãóìåíòó, ùî çàëåæèòü âiä äiéñíîãî ïàðàìåòðà δ ∈ R, ÿêèé çìiíþ¹òü-
ñÿ íà äåÿêié ìíîæèíi EΛ ⊆ R, λδ(0) = 1, ∀δ ∈ EΛ. Çà äîïîìîãîþ
ìíîæèíè Λ êîæíié ôóíêöi¨ f(x) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðÿä

a0

2
λδ(0) +

∞∑

k=1

λδ(k)(ak cos kx + bk sin kx), δ ∈ EΛ.

ßêùî öåé ðÿä ïðè êîæíîìó δ ∈ EΛ ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨, òî öþ ôóíêöiþ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Uδ(f ; x; Λ). Êàæóòü,
ùî ìíîæèíà Λ âèçíà÷à¹ êîíêðåòíèé ìåòîä (Λ-ìåòîä) ïiäñóìîâóâàí-
íÿ ðÿäiâ Ôóð'¹.

Ó âèïàäêó, êîëè λδ(k) = e−
k
δ , k = 0, 1, 2, ..., δ > 0, ôóíê-

öiþ Uδ(f ;x; Λ) íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Ïóàññîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [1,
ñ. 161]). Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Pδ(f ;x) =
1
π

π∫

−π

f(t + x)
{1

2
+

∞∑

k=1

e−
k
δ cos kt

}
dt, δ > 0.

∗Âèêîíàíî çà ïiäòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü Óêðà¨íè
(ïðîåêò 25.1/043).
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ßêùî æ λδ(k) =
[
1 + k

2

(
1− e−

2
δ

)]
e−

k
δ , k = 0, 1, 2, ..., δ> 0, ôóíê-

öiþ Uδ(f ; x; Λ) íàçèâàþòü áiãàðìîíiéíèì iíòåãðàëîì Ïóàññîíà (äèâ.,
íàïðèêëàä, [2] àáî [3]) i ïîçíà÷àþòü Bδ(f ;x):

Bδ(f ; x) = 1
π

π∫
−π

f(t + x)Kδ(t)dt,

äå Kδ(t) � áiãàðìîíiéíå ÿäðî Ïóàññîíà âèãëÿäó

Kδ(t) = 1
2 +

∞∑
k=1

(
1 + k

2

(
1− e−

2
δ

))
e−

k
δ cos kt.

Íåõàé, äàëi, C � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç
íîðìîþ ‖f‖C = max

t
|f(t)|; L � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ íà

ïåðiîäi ôóíêöié ç íîðìîþ ‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π

|f(t)|dt.

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè âåëè÷èíè

E (Lip α;Bδ)C = sup
f∈Lip α

‖Bδ(f ; ·)− f(·)‖C , δ > 0, (1)

äå Lipα � êëàñ Ëiïøèöÿ (Ãåëüäåðà) ïîðÿäêó α (äèâ., íàïð., [4, ñ.15]),
0 < α ≤ 1, 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(x), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

|f(x + t)− f(x)| ≤ |t|α, x, t ∈ [0, 2π] . (2)

Çàçíà÷èìî, ùî àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi ìåòîäó íàáëèæåííÿ
áiãàðìîíiéíèìè iíòåãðàëàìè Ïóàññîíà íà êëàñàõ Ëiïøèöÿ ïîðÿäêó
1 äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Ñ. Êàíi¹âà [5], P. Pych [3]. Íèìè âñòàíîâ-
ëåíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi ïðè δ → ∞ äëÿ âåëè÷èíè E (Lip 1; Bδ)C .
Â ðîáîòi Ë.Ï. Ôàëàë¹¹âà [6] îòðèìàíî ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîç-
êëàä äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ôóíêöié iç êëàñó Lip 1 âiä
¨õ áiãàðìîíiéíèõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà çà ñòåïåíÿìè 1− ρ, ρ → 1− 0,
ρ = e−

1
δ . Ïiçíiøå Ê.Ì. Æèãàëëî òà Þ. I. Õàðêåâè÷åì (äèâ. [12]) îò-

ðèìàíî ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä çà ñòåïåíÿìè 1−ρ, ρ → 1−0,
äëÿ âåëè÷èíè E (W r

∞; Bρ)C , r > 1.
Ïåðøi ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì âåëè÷èíè

E (Lip 1; Pδ)C äëÿ iíòåãðàëà Ïóàññîíà, îòðèìàâ I.Ï. Íàòàíñîí.
Çîêðåìà, â ðîáîòi [8] âií âñòàíîâèâ òàêó àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü:

E (Lip 1; Pδ)C =
2
π

ln δ

δ
+ O

(
1
δ

)
, δ →∞. (3)
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Î.Ï. Òiìàí ([9]) îäåðæàâ òî÷íi çíà÷åííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàê-
òåðèñòèê E (Lip 1; Pδ)C . Â ðîáîòi Â.Î. Áàñêàêîâà [10] îòðèìàíî ïî-
âíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä âåëè÷èíè E (Lip α; Pδ)C çà ñòåïåíÿìè
1
δ . Àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ïóàññîíà äîñëiäæóâàëèñÿ
òàêîæ Ë. I. Áàóñîâèì (äèâ.[11]), Ê.Ì. Æèãàëëî òà Þ. I. Õàðêåâè÷åì
(äèâ. [12,13]).

Òî÷íi çíà÷åííÿ äëÿ âåëè÷èíè E (Lip 1; Bδ)C çíàéäåíî ó ðîáîòi [14]
àâòîðiâ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ îöiíîê äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ
ìåæ âiäõèëåííÿ áiãàðìîíiéíèõ iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà íà êëàñàõ Ëiï-
øèöÿ ïîðÿäêó α ïðè âñiõ 0 < α ≤ 1.

Ñïðàâåäëèâèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. Ïðè δ > 0, 0 < α ≤ 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E(Lip α;Bδ)C=
2
π

(
1
δ

)α
πδ∫

0

uα

1+u2
du+

1−e−
2
δ

π

(
1
δ

)α−1
πδ∫

0

uα
(
1−u2

)

(1+u2)2
du+

+
2
πδ

∞∫

π

[tα]2π(
1
δ

)2 + t2
dt +

1− e−
2
δ

π

∞∫

π

[tα]2π

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2 dt. (4)

äå [tα]2π � ïàðíå 2π-ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f(t) = tα,
0 ≤ t ≤ π, íà âñþ ÷èñëîâó âiñü.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè 1
π

π∫
−π

Kδ(t)dt = 1, òî

Bδ(f ; x)− f(x) = 1
π

π∫
−π

(f(t + x)− f(x)) Kδ(t)dt.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêó îöiíêó:

E (Lip α;Bδ)C ≤ 1
π

π∫
−π

|t|α Kδ(t)dt.

Öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðèòüñÿ â ðiâíiñòü, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî â
êëàñi Lipα iñíó¹ ôóíêöiÿ ïåðiîäó 2π, ÿêà äîðiâíþ¹ |t|α íà âiäðiçêó
[−π, π], à òàêîæ, ùî ìà¹ ìiñöå òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

E (Lip α; Bδ)C = sup
f∈Lip α

‖Bδ(f ; 0)− f(0)‖C .
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Îòæå,

E (Lip α;Bδ)C =
1
π

π∫

−π

|t|α Kδ(t)dt =
2
π

π∫

0

tαKδ(t)dt. (5)

Íåõàé Φδ(u) =
√

2
π

∞∫
0

ϕδ(z) cos zudz− êîñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
ôóíêöi¨

ϕδ(z) =
(
1 + z

2

(
1− e−

2
δ

))
e−

z
δ cos zt = e−

z
δ cos zt + 1−e−

2
δ

2 ze−
z
δ cos zt =

= ϕδ1(z) + ϕδ2(z).
Âiäîìî [10], ùî êîñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ ϕδ1(z) ìà¹

âèãëÿä

Φδ1(u) =
1
δ√
2π

[
1(

1
δ

)2 + (t− u)2
+

1(
1
δ

)2 + (t + u)2

]
. (6)

Çíàéäåìî êîñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöi¨ ϕδ2(z). Ìà¹ìî

Φδ2(u) =
1− e−

2
δ

2
1√
2π

( ∞∫

0

ze−
z
δ cos z(u + t)dz+

+

∞∫

0

ze−
z
δ cos z(u− t)dz

)
=

1− e−
2
δ

2
1√
2π

(P1 + P2) . (7)

Äâi÷i iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî

P1 =

∞∫

0

ze−
z
δ cos z(u + t)dz =

=
1

u + t

(
− 1

u + t
+

2
δ

1
u + t

1
δ

(u + t)2 +
(

1
δ

)2 −
(

1
δ

)2 1
u + t

P1

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

P1 =
1
δ2 − (u + t)2

(
1
δ2 + (u + t)2

)2 . (8)
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Òîäi iíòåãðàë P2 =
∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u− t)dz ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

P2 =

∞∫

0

ze−
z
δ cos z(u− t)dz =

(
1
δ

)2 − (u− t)2
((

1
δ

)2 + (u− t)2
)2 . (9)

Ïî¹äíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (7�9) iç (6) äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè, ùî

Φδ(u) =
1√
2π

[
1
δ(

1
δ

)2 + (t− u)2
+

1
δ(

1
δ

)2 + (t + u)2
+

+
1− e−

2
δ

2

( (
1
δ

)2 − (t + u)2
(
( 1

δ )2 + (t + u)2
)2 +

(
1
δ

)2 − (t− u)2
(
( 1

δ )2 + (t− u)2
)2

)]
.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó ïiäñóìîâóâàííÿ Ïóàññîíà (äèâ., íàïð., [15,
ñ. 82]), îòðèìó¹ìî, ùî

Kδ(t) =
√

2π
(1

2
Φδ(0) +

∞∑

k=1

Φδ(2πk)
)
. (10)

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (10), áiãàðìîíiéíèé iíòåãðàë Ïóàññîíà
ïîäàìî ó âèãëÿäi

Bδ(f ; x) =
1
π

π∫

−π

f(t + x)

{
1
δ(

1
δ

)2 + t2
+

1− e−
2
δ

2

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2 +

+
∞∑

k=1

[
1
δ(

1
δ

)2 + (t− 2πk)2
+

1
δ(

1
δ

)2 + (t + 2πk)2
+

+
1− e−

2
δ

2

( (
1
δ

)2 − (t + 2πk)2
((

1
δ

)2 + (t + 2πk)2
)2 +

(
1
δ

)2 − (t− 2πk)2
((

1
δ

)2 + (t− 2πk)2
)2

)]}
=

=
1
π

∞∫

−∞
[f(t + x)]2π

(
1
δ(

1
δ

)2 + t2
+

1− e−
2
δ

2

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2

)
dt, (11)
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äå [f(t + x)]2π�ïàðíå 2π-ïåðiîäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f(t+x) iç
[−π, π] íà âñþ ÷èñëîâó âiñü.

Áåðó÷è äî óâàãè (11) òà ðiâíiñòü (5), îäåðæèìî

E (Lip α; Bδ)C =
2
π

∞∫

0

[tα]2π

( 1
δ(

1
δ

)2 + t2
+

1− e−
2
δ

2

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2

)
dt =

=
2
πδ

π∫

0

tα(
1
δ

)2 + t2
dt +

1− e−
2
δ

π

π∫

0

tα
(

1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2 dt+

+
2
πδ

∞∫

π

[tα]2π(
1
δ

)2 + t2
dt +

1− e−
2
δ

π

∞∫

π

[tα]2π

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2 dt. (12)

Âèêîíàâøè äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ ó ïåðøîìó òà äðóãîìó iíòåãðàëàõ iç
ñïiââiäíîøåííÿ (12), îòðèìà¹ìî (4). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. Ïðè δ > 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E (Lip 1; Bδ)C =
2
πδ

(
ln δ + ln π +

1
2

ln
(
1 +

1
(πδ)2

))
+

+
1− e−

2
δ

π

(
1− 1

1 + (πδ)2
− 1

πδ

(
ln δ + ln π +

1
2

ln
(
1 +

1(
πδ

)2

)))
+

+
2
πδ

∞∫

π

[t]2π(
1
δ

)2 + t2
dt +

1− e−
2
δ

π

∞∫

π

[t]2π

(
1
δ

)2 − t2
((

1
δ

)2 + t2
)2 dt. (13)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ E (Lip 1; Bδ)C = E (Lip 1; Bδ)1 (äèâ. [16, c. 452]), äå
E (Lip α; Bδ)1 = sup

f∈Lip α
‖Bδ(f ; x)− f(x)‖1, âèïëèâà¹, ùî îöiíêà âåðõ-

íüî¨ ìåæi âiäõèëåííÿ ôóíêöié ç êëàñó Lip 1 âiä ¨õ áiãàðìîíiéíèõ iíòå-
ãðàëiâ Ïóàññîíà â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi ðiâíà ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi
(13).

Iç ñïiââiäíîøåíü (4) òà (13) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Íàñëiäîê 2. Ïðè δ →∞, 0 < α < 1, ìàþòü ìiñöå àñèìïòîòè÷-
íi ðiâíîñòi

E (Lip α;Bδ)C =
π − α

π cos απ
2

1
δα

+ O

(
1

δ1+α

)
,

E (Lipα; Bδ)C =
π − α

π cos απ
2

1
δα

+
α

π cos απ
2

1
δα+1

+ O

(
1
δ2

)

i ò.ä., à ïðè δ →∞, α = 1, � òàêi:

E (Lip 1; Bδ)C =
2
πδ

+ O

(
ln δ

δ2

)
, (14)

E (Lip 1; Bδ)C = 2
πδ − 4 ln δ

πδ2 + O
(

1
δ2

)
i ò. ä.

Çàóâàæèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (14) ðàíiøå áóëî îòðèìàíî ó ðî-
áîòi P. Pych (äèâ. [3]). Ïîðiâíþþ÷è îöiíêó (3) ç îöiíêîþ (14), ðîáèìî
âèñíîâîê ïðî ïîâåäiíêó âåëè÷èí E (Lip 1; Bδ)C òà E (Lip 1; Pδ)C , à ñà-
ìå, ïðè δ → ∞ îöiíêà ãîëîâíîãî äîäàíêó âåëè÷èíè E (Lip 1; Pδ)C ¹
íà ïîðÿäîê âèùîþ, íiæ âiäïîâiäíà îöiíêà âåëè÷èíè E (Lip 1; Pδ)C .
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