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ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÊËÀÑIÂ ψ̄-IÍÒÅÃÐÀËIÂ
ÔÓÍÊÖIÉ, ÇÀÄÀÍÈÕ ÍÀ ÄIÉÑÍIÉ ÎÑI,
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ ÐÎÃÎÇÈÍÑÜÊÎÃÎ

Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü

îïåðàòîðiâ Ðîãîçèíñüêîãî íà êëàñàõ bCψ̄
∞ â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Íåõàé, ψ̄ =
= (ψ1, ψ2) � ïàðà ôóíêöié ψ1(t), ψ2(t) òàêèõ, ùî ψ1 ∈ A, ψ2 ∈ A′,
äå A [1, 2] � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöié h, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) h(t) ≥ 0, h(0) = 0, h � çðîñòà¹ íà [0, 1];
2) h îïóêëà âíèç íà [1,∞) i lim

t→∞
h(t) = 0;

3) ïîõiäíà h′(t) := h′(t + 0) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà

[0,∞) :
∞∨
0
h′(t) ≤ K < ∞, à A′ � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié h ∈ A,

òàêèõ, ùî
∞∫
1

h(t)
t dt <∞.

Íåõàé, äàëi, S∞ � îäèíè÷íà êóëÿ ó ïðîñòîði ñóòò¹âî îáìåæåíèõ
ôóíêöié, S∞ = {ϕ : ess sup

t∈R
|ϕ(t)| ≤ 1}. Òîäi, çãiäíî ç Î.I. Ñòåïàíöåì

[1, 2], ÷åðåç Ĉψ̄S∞ = Ĉψ̄∞ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíê-
öié f , ÿêi äëÿ âñiõ x ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

f(x) = A0 +

∞∫
−∞

ϕ(x− t)ψ̂(t)dt = A0 + ϕ ∗ ψ̂(x), (1)

äå ψ̂(t) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ ψ(u) = ψ1+(u) + iψ2−(u), ψ1+

i ψ2− � ïàðíå i íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöié âiäïîâiäíî ψ1 i ψ2,

ψ̂(t) =
1

2π

∞∫
−∞

(
ψ1+(u) + iψ2−(u)

)
e−iutdu, (2)
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A0 � äåÿêà êîíñòàíòà, ϕ ∈ S∞, à iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ
iíòåãðàëiâ ïî ñèìåòðè÷íèõ ïðîìiæêàõ, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. Çà óìîâ,
êîëè ψ1 ∈ A i ψ2 ∈ A′, ÿê âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 9.5.1 ìîíîãðàôi¨
[2], ψ̂(t) ¹ ñóìîâíîþ íà R ôóíêöi¹þ. Ôóíêöiþ f(·) â ðiâíîñòi (1)
íàçèâàþòü ψ̄-iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ ϕ(·) i çàïèñóþòü f(·) = J ψ̄(ϕ, ·) àáî
ôóíêöiþ ϕ(·) íàçèâàþòü ψ̄�ïîõiäíîþ f(·) i çàïèñóþòü ϕ(·) = f ψ̄(·).

Ôóíêöi¨ f ∈ Ĉψ̄∞ ïðè êîæíîìó σ > 0, ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
ôóíêöiþ Rσ(f ; ·), ïîêëàâøè

Rσ(f, ·) = A0 + f ψ̄ ∗ ψ̂λσ(·), (3)

äå ψ̂λσ(t) � ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (2) äîáóòêó ψ(u)λσ(u),

λσ(u) =

{
cos

πu

2σ
, 0 ≤ |u| ≤ σ,

0, σ ≤ |u|.
(4)

Çà óìîâ, íàêëàäåíèõ íà ôóíêöi¨ ψ1 i ψ2, ç [3, ï. 97] ïðè f ∈ Ĉψ̄∞
âèïëèâà¹, ùî Rσ(f ; ·) � öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ≤ σ. Ó
âèïàäêó, êîëè f ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç êëàñó Ĉψ̄∞ i σ ∈ N,
òî Rσ(f, ·) � ÷àñòèííà ñóìà Ðîãîçèíñüêîãî ôóíêöi¨ f(x) ïîðÿäêó
σ − 1. Òîìó âåëè÷èíè Rσ(·; ·) íàçèâàþòü îïåðàòîðàìè Ðîãîçèíñü-

êîãî, àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi ÿêèõ íà êëàñàõ Ĉψ̄∞ ó âèïàäêó,

êîëè ψ1(t) = ψ(t) cos
βπ

2
i ψ2(t) = ψ(t) sin

βπ

2
, äå ψ(t) � äåÿêà ôóíê-

öiÿ ç ìíîæèíè A i β ∈ R, à òàêîæ â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó, âèâ÷à-
ëèñü ó íèçöi ðîáiò, i îñíîâíi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â öüîìó íàïðÿìêó,
ìiñòÿòüñÿ â [4, 5].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íà êëàñàõ Ĉψ̄∞ i Ĉψ̄Hω äîñëiäæåííÿì àïðîê-
ñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ Ôóð'¹ ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè [1, 6,
7], à îïåðàòîðiâ Âàëëå-Ïóññåíà � [8�10].

Ìåòà äàíî¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíî-
ñòåé ïðè σ →∞ äëÿ âåëè÷èí

E(Ĉψ̄∞;Rσ) = sup
f∈ bCψ̄∞ ‖ρσ(f ; ·)‖C , (5)

äå ρσ(f ;x) = f(x)−Rσ(f ;x), ‖ϕ‖C = sup
x∈R
|ϕ(x)|.



Íàáëèæåííÿ êëàñiâ ψ̄-iíòåãðàëiâ . . . 51

Çíà÷åííÿ âåëè÷èíè (5) çàëåæèòü âiä ïîâåäiíêè ôóíêöié gi(u) =
= u2ψi(u), i = 1, 2, ÿêi ìîæóòü áóòè îïóêëèìè äîãîðè àáî äîíèçó.
Äëÿ ôóíêöié gi(u), i = 1, 2, ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

à) gi(u) îïóêëà äîíèçó, lim
u→∞

gi(u) =∞,

á) gi(u) îïóêëà äîíèçó, lim
u→∞

gi(u) = ci > 0,

â) gi(u) îïóêëà äîãîðè, lim
u→∞

gi(u) =∞,

ã) gi(u) îïóêëà äîãîðè, lim
u→∞

gi(u) = ci > 0,

ä) gi(u) îïóêëà äîíèçó, lim
u→∞

gi(u) = 0.

Äëÿ âåëè÷èí, îçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ (5), âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåð-
äæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé

ψ1 ∈ A0 =
{
h ∈ A : 0 <

t

η(t)− t
≤ K <∞ ∀t ≥ 1

}
,

äå η(t) = η(h, t) = h−1

(
1
2
h(t)

)
, ψ2 ∈ A′0 = A0

⋂
A′ i ôóíêöi¨ gi(u) =

= u2ψi(u), i = 1, 2, îïóêëi ïðè u ≥ 1. Òîäi ïðè σ →∞

E(Ĉψ̄∞;Rσ) =
2
π

∞∫
σ

ψ2(u)
u

du+
π

4σ2

σ∫
1

uψ2(u)du+O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
, (6)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ.

Çàóâàæåííÿ 1. Äàíó òåîðåìó ó âèïàäêó ψ1(t) = ψ(t) cos
βπ

2
i

ψ2(t) = ψ(t) sin
βπ

2
äîâåäåíî â [4], à ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó � â [5].

Çàçíà÷èìî, ùî â (6) ãîëîâíèì ÷ëåíîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìîæå áóòè
ÿê ïåðøèé òàê i äðóãèé äîäàíîê. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0 i

α
(1)
0 = lim

t→∞

ψ2(t)
t|ψ′1(t)|

, α
(2)
0 = lim

t→∞

ψ2(t)
t|ψ′2(t)|

.

Òîäi, ç òåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0, ôóíêöi¨ gi(u) = u2ψi(u),

i = 1, 2, îïóêëi ïðè u ≥ 1 i α
(1)
0 = α

(2)
0 = ∞. Òîäi ïðè σ → ∞
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âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Ĉψ̄∞;Rσ) =
2
π

∞∫
σ

ψ2(u)
u

du+O(1)|ψ(σ)|,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ.
Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâè íàñëiäêó çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä,

ôóíêöi¨ ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ A′0, ÿêi ïðè t ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì
÷èíîì: ψ1(t) = ln−ε1(t + 1) i ψ2(t) = ln−1−ε2(t + 1), äå ε1 > ε2 > 0
(âèïàäîê à)).

Íàñëiäîê 2. Íåõàé ψ1 ∈ A0, ψ2 ∈ A′0, ôóíêöi¨ gi(u) = u2ψi(u)

îïóêëi ïðè u ≥ 1 i α
(1)
0 = α

(2)
0 =

1
2
àáî α

(2)
0 =

1
2

òà lim
u→∞

ψ1(u)
ψ2(u)

= 0.

Òîäi ïðè σ →∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Ĉψ̄∞;Rσ) =
π

4σ2

σ∫
1

uψ2(u)du+O(1)|ψ(σ)|,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ.
Çàóâàæåííÿ 3. Óìîâè íàñëiäêó 2 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä,

ôóíêöi¨ ψ1 ∈ A0 i ψ2 ∈ A′0, ÿêi ïðè t ≥ 1 âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

ψi(t) =
tεi + ci
tεi+2

, i = 1, 2, ε1 > ε2 > 0, ci ≥ 0 (âèïàäîê á)), àáî

ψ1(t) =

√
ln t
t2

, ψ2(t) =
ln t
t2

(âèïàäîê â)), àáî ψi(t) =
tεi − ci
tεi+2

, i = 1, 2,

ε2 > ε1 > 0, ci ∈ [0, 1) (âèïàäîê ã)).
Òåîðåìà 2. Íåõàé ψ1 ∈ A, ψ2 ∈ A, ôóíêöi¨ gi(u) = u2ψi(u),

i = 1, 2, îïóêëi âíèç ïðè u ≥ 1, à ôóíêöi¨ uψi(u) ñóìîâíi íà [1,∞).
Òîäi ïðè σ →∞ âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

E(Ĉψ̄∞;Rσ) =
π

8σ2
sup
f∈ bCψ̄∞ ‖f

′′‖C +O(1)
(
σ|ψ′(σ)|+

+
1
σ2

∞∫
σ

u(ψ1(u) + ψ2(u))du+
1
σ3

σ∫
1

u2(ψ1(u) + ψ2(u))du
)
, (7)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî σ.
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Çàóâàæåííÿ 4. Òåîðåìó 2 ó âèïàäêó, êîëè ψ1(t) = ψ(t) cos
βπ

2
i ψ2(t) = ψ(t) sin

βπ

2
, äîâåäåíî â [4], ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó � â [5].

Óìîâè òåîðåìè 2 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä, ôóíêöi¨ ψi ∈ A, ÿêi ïðè
t ≥ 1 äîðiâíþþòü ψi(t) = e−αit, αi > 0, i = 1, 2 (âèïàäîê ä)).

2. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé

τσ(u) =

{
(1− cos

π

2σ
u)ψ(u), 0 ≤ |u| ≤ σ,

ψ(u), σ ≤ |u|.
(8)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1) i (3), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ Ĉψ̄∞ â êîæíié òî÷öi x ∈ R

ρσ(f ;x) =

∞∫
−∞

f ψ̄(x− t) τ̂σ(t) dt, (9)

äå τ̂σ(t) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèãëÿäó (2) ôóíêöi¨ τσ(u), ÿêà îçíà-
÷åíà ðiâíiñòþ (8).

Äîâåäåìî, ùî

E(Ĉψ̄∞;Rσ) =

∞∫
−∞

∣∣τ̂σ(t)
∣∣dt. (10)

Êëàñè Ĉψ̄∞ iíâàðiàíòíi âiäíîñíî çñóâó àðãóìåíòó: ÿêùî f ∈ Ĉψ̄∞,
òî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî µ ôóíêöiÿ f1(x) = f(x + µ) òàêîæ íàëå-

æèòü äî Ĉψ̄∞. Îòæå, ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî Ĉψ̄∞, òî çíàéäåòüñÿ

ôóíêöiÿ f1 ∈ Ĉψ̄∞ òàêà, ùî ρσ(f ;x) = ρσ(f1; 0). Òîìó

Eσ(Ĉψ̄∞;Rσ) = sup
f∈ bCψ̄∞ |ρσ(f ; 0)|.

Òîäi çãiäíî ç ðiâíiñòþ (9) îòðèìó¹ìî

E(Ĉψ̄∞;Rσ) = sup
f∈ bCψ̄∞

∣∣ρσ(f ; 0)
∣∣ =

=
1

2π
sup
ϕ∈S∞

∣∣∣ ∞∫
−∞

ϕ
(
− t
) ∞∫
−∞

τσ(u)e−iutdudt
∣∣∣ ≤
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≤ 1
2π

∞∫
−∞

∣∣∣ ∞∫
−∞

τσ(u)e−iutdu
∣∣∣dt. (11)

Â òîé æå ÷àñ, ïîêëàäàþ÷è ϕ∗(−t) = sign
∞∫
−∞

τσ(u)e−iutdu, ìà¹ìî

E
(
Ĉψ̄∞;Rσ

)
> |ρσ(J ψ̄ϕ∗; 0)| = 1

2π

∞∫
−∞

∣∣∣ ∞∫
−∞

τσ(u)e−iutdu
∣∣∣dt. (12)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (11) òà (12), îäåðæó¹ìî (10).
Ñïðîñòèìî âèãëÿä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (10). Çi ñïiââiäíîøåí-

íÿ (8) îòðèìó¹ìî

τ̂σ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

τσ(u)e−iutdu =

=
1

2π

σ∫
0

(1− cos
π

2σ
u)
(
ψ(u)e−iut + ψ(−u)eiut

)
du+

+
1

2π

∞∫
σ

(
ψ(u)e−iut + ψ(−u)eiut

)
du. (13)

Àëå ψ(u) = ψ1+(u) + iψ2−(u), òîìó

ψ(u)e−iut + ψ(−u)eiut = 2(ψ1(u) cosut+ ψ2(u) sinut). (14)

Îòæå, îá'¹äíóþ÷è ðiâíîñòi (13) i (14) òà çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ:
u = σv i t = z/σ, ìîæåìî çàïèñàòè

∞∫
−∞

∣∣τ̂σ(t)
∣∣dt =

∞∫
−∞

∣∣ 1
π

∞∫
0

τ (1)
σ (u) cosut du+

+
1
π

∞∫
0

τ (2)
σ (u) sinut du

∣∣dt df=

∞∫
−∞

∣∣τ̂ (1+)
σ (t) + τ̂ (2−)

σ (t)
∣∣dt, (15)

äå

τ (i)
σ (u) =

{
(1− cos π2u)ψi(σu), 0 ≤ u ≤ 1,
ψi(σu), u ≥ 1, i = 1, 2. (16)



Íàáëèæåííÿ êëàñiâ ψ̄-iíòåãðàëiâ . . . 55

Ïîêëàäåìî

ν(i)
σ (u) =

{
ψi(σ)u, 0 ≤ u ≤ 1,
ψi(σu), u > 1,

i = 1, 2 (17)

δ(i)
σ (u) = τ (i)

σ (u)− ν(i)
σ (u), i = 1, 2. (18)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (10) i (15) òà ïîçíà÷åííÿ (16)�(18),
îäåðæó¹ìî

E
(
Ĉψ̄∞;Rσ

)
=
∫
|t|>1

∣∣δ̂σ(t)
∣∣dt+

∫
|t|≤1

∣∣τ̂ (2−)
σ (t)

∣∣dt+
+O(1)

( ∫
|t|>1

∣∣ν̂σ(t)
∣∣dt+

∫
|t|≤1

∣∣τ̂ (1+)
σ (t)

∣∣dt) =

=

∞∫
−∞

∣∣δ̂σ(t)
∣∣dt+ ∫

|t|≤1

∣∣τ̂ (2−)
σ (t)

∣∣dt+O(1)
( ∫
|t|>1

∣∣ν̂σ(t)
∣∣dt+

∫
|t|≤1

∣∣τ̂ (1+)
σ (t)

∣∣dt+
+
∫
|t|≤1

∣∣δ̂σ(t)
∣∣dt) df=Kσ(ψ)+Mσ(ψ2)+O(1)(Pσ(ψ)+Qσ(ψ)+Fσ(ψ)). (19)

Âèõîäÿ÷è iç ñïiââiäíîøåííÿ (19), çíàéäåìî íåîáõiäíi îöiíêè äëÿ
Pσ(ψ), Qσ(ψ), Fσ(ψ), à òàêîæ çíà÷åííÿ Kσ(ψ) i Mσ(ψ2).

Ç òåîðåìè 3.12.1 ìîíîãðàôi¨ [11, ñ. 161] âèïëèâà¹, ùî ÿêùî
ψi ∈ A0, òî

ψi(t)
t|ψ′i(t)|

> Ki > 0 ∀t > 1. (20)

Òàêèì ÷èíîì, äâi÷i iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà âðàõîâóþ÷è, ùî

ν
(i)
σ (0) = ν

(i)
σ (∞) = 0, i = 1, 2, ìà¹ìî

∞∫
0

ν(i)
σ (u) cos

(
ut+

i− 1
2

π
)
du =

1
t
ν(i)
σ (u) sin

(
ut+

i− 1
2

π
)∣∣∣∞

0
−

−ψi(σ)
t

1∫
0

sin
(
ut+

i− 1
2

π
)
du− σ

t

∞∫
1

ψ′i(σu) sin
(
ut+

i− 1
2

π
)
du≤
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≤ ψi(σ)
t2

cos
(
ut+

i− 1
2

π
)∣∣∣1

0
−σ
t

1+π/t∫
1

ψ′i(σu)du ≤

≤ 2
t2

(
ψi(σ) + πσ|ψ′i(σ)|

)
= O(1)

ψi(σ)
t2

, i = 1, 2.

Òîìó âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

Pσ(ψ) =
∫
|t|>1

|ν̂σ(t)|dt = O(1)|ψ(σ)|. (21)

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà âðàõîâóþ÷è, ùî τ
(1)
σ (0) = τ

(1)
σ (∞) = 0,

çíàõîäèìî

Qσ(ψ)=
∫
|t|≤1

∣∣ ∞∫
0

τ (1)
σ (u) cosut du

∣∣dt≤2

1∫
0

∣∣ ∞∫
0

(τ (1)
σ (u))′

sinut
t

du
∣∣dt ≤

≤ 2

1∫
0

∣∣ ∞∫
0

ζ ′σ(u)
sinut
t

du
∣∣dt+2

1∫
0

∣∣ 1∫
0

((τ (1)
σ (u))′−ζ ′σ(u))

sinut
t

du
∣∣dt,
(22)

äå

ζσ(u) =

{
σψ′1(σ)(u− 1) + ψ1(σ), 0 ≤ u ≤ 1,
ψ1(σu), u > 1.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ζ ′σ(u) íåïåðåðâíà i çðîñòà¹, òî −ζ ′σ(u) íå çðîñ-
òà¹ i lim

u→∞
ζ ′σ(u) = 0, òîìó êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëåéáíiöà ïðî çíà-

êîçìiííi ðÿäè, ìà¹ìî

−
∞∫

0

ζ ′σ(u) sinut du > 0 ∀t ∈ [0, 1].

Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ òà âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
(20), îòðèìó¹ìî

1∫
0

∣∣ ∞∫
0

ζ ′σ(u)
sinut
t

du
∣∣dt =

∞∫
0

(−ζ ′σ(u))

1∫
0

sinut
t

dtdu ≤



Íàáëèæåííÿ êëàñiâ ψ̄-iíòåãðàëiâ . . . 57

≤ π

2
(ψ1(σ) + σ|ψ′1(σ)|) = O(1)ψ1(σ). (23)

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ ∀u ∈ [0, 1] i ∀t ∈ [0, 1]
sinut
ut

≤ 1,
îäåðæó¹ìî

1∫
0

∣∣ 1∫
0

((τ (1)
σ (u))′ − ζ ′σ(u))

sinut
t

du
∣∣dt ≤

≤
1∫

0

u|(τ (1)
σ (u))′ − ζ ′σ(u)| du ≤ max

u∈[0,1]
u|
(
τ (1)
σ (u)

)′|+ σ|ψ′1(σ)| ≤

≤ O(1)
(
ψ1(σ) +

1
σ2

+ σ|ψ′1(σ)|
)

= O(1)
(
ψ1(σ) +

1
σ2

)
. (24)

Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (22)�(24), îòðèìó¹ìî

Qσ(ψ) =
∫
|t|≤1

∣∣τ̂ (1+)
σ (t)

∣∣dt = O(1)
(
ψ1(σ) +

1
σ2

)
. (25)

Äëÿ îöiíêè Fσ(ψ) ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ
g2(u) = v2ψ2(u) íå ñïàäà¹ ïðè u ≥ 1. Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (18),
ìà¹ìî

Fσ(ψ) =
∫
|t|≤1

|δ̂σ(t)|dt <
2∑
i=1

∫
|t|≤1

∣∣∣∣
1∫

0

δ(i)
σ (u) cos

(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣dt≤

≤
2∑
i=1

max
u∈[0,1]

|δ(i)
σ (u)| ≤

2∑
i=1

max
u∈[0,1]

(|τ (i)
σ (u)|+ |ν(i)

σ (u)|) ≤

≤ π2

8

2∑
i=1

max
u∈[0,1]

u2ψi(σu) + 2|ψ(σ)| ≤

≤ π2

8

2∑
i=1

(
max
u∈[0, 1

σ ]
u2ψi(σu) + max

u∈[ 1
σ ,1]

u2ψi(σu)
)

+ 2|ψ(σ)| =
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= O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
. (26)

Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ g2(u) = v2ψ2(u) ñïàäà¹ ïðè u > 1, ìið-
êóþ÷è àíàëîãi÷íî äî (26), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

Fσ(ψ) = O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
. (27)

Îá÷èñëèìî iíòåãðàëMσ(ψ2) ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (19). Ó ìî-
íîãðàôi¨ [11, ñ. 236] (ñïiââiäíîøåííÿ (5.4)) âñòàíîâëåíî, ùî ïðè σ ∈ N

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

1

ψ2(σu) sinutdu
∣∣∣∣dt =

∞∫
σ

ψ2(u)
u

du+O(1)ψ2(σ). (28)

Õî÷à ñïiââiäíîøåííÿ (28) äîâåäåíî äëÿ σ ∈ N, àëå âîíî çàëèøà¹òü-
ñÿ ïðàâèëüíèì i â íàøîìó âèïàäêó, îñêiëüêè ïðè éîãî äîâåäåííi íå
âèêîðèñòîâóâàâñÿ òîé ôàêò, ùî σ � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Âðàõîâóþ÷è, äàëi, íåðiâíiñòü

1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

τ (2)
σ (u) sinut du

∣∣∣∣dt ≤ max
u∈[0,1]

|τ (2)
σ (u)| = O(1)

(
ψ2(σ) +

1
σ2

)
, (29)

i ðiâíiñòü (28), îòðèìó¹ìî

Mσ(ψ2) =
2
π

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

1

ψ2(σu) sinutdu
∣∣∣∣dt+O(1)

1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

τ (2)
σ (u) sinut du

∣∣∣∣dt =

=
2
π

∞∫
σ

ψ2(u)
u

du+O(1)
(
ψ2(σ) +

1
σ2

)
. (30)

Çãiäíî ç ëåìîþ 1 ðîáîòè [12], âåëè÷èíó Kσ(ψ) ç ðiâíîñòi (19) ìî-
æåìî çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Kσ(ψ)=

∞∫
−∞

|δ̂σ(t)|dt= 4
π2

1∫
0

ξ

(
δ(2)
σ (u),

√
(δ(1)
σ (1−u))2+(δ(2)

σ (1−u))2

)
du

u
+
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+O(1)
( 1∫

0

u(1− u)|d(δ(1)
n (u))′|+

1∫
0

u(1− u)|d(δ(2)
n (u))′|

)
. (31)

äå

ξ(x, y) =

{
π
2 |x|, |y| ≤ |x|,
|x| arcsin

∣∣x
y

∣∣+
√
y2 − x2, |y| > |x|,

(32)

Ïîêàçàæåìî, ùî

1∫
0

u(1− u)|d(δ(i)
σ (u))′| = O(1)

(
ψi(σ) +

1
σ2

)
, i = 1, 2. (33)

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ

1∫
0

u(1− u)|d(δ(i)
σ (u))′| =

1
σ∫

0

u(1− u)|d(δ(i)
σ (u))′|+

+

1∫
1
σ

u(1− u)|d(δ(i)
σ (u))′| df= I

(i)
σ,1 + I

(i)
σ,2. (34)

Äâi÷i iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî

I
(i)
σ,1 = u(1− u)(δ(i)

σ (u))′
∣∣∣ 1
σ

0
−

1
σ∫

0

(1− 2u)|(δ(i)
σ (u))′|du =

=
O(1)
σ2
− (1− 2u)δ(i)

σ (u)
∣∣∣ 1
σ

0
−2

1
σ∫

0

δ(i)
σ (u) du =

O(1)
σ2

. (35)

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

I
(i)
σ,2 = O(1)

(
ψi(σ) +

1
σ2

)
. (36)

Âðàõîâóþ÷è (34)�(36), îòðèìó¹ìî (33).
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Çãiäíî ëåìè 1.7.3 ìîíîãðàôi¨ [11, ñ. 63] ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

ξ(A,
√
B2 +D2) =

1
4

π∫
−π

∣∣A+B sinx+D cosx
∣∣dx,

äå A, B i D � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.
Çâiäñè âèïëèâàþòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi

|ξ(A,
√
B2

1 +D2
1)−ξ(A,

√
B2

2 +D2
2)|≤|B1 −B2|+|D1 −D2|, (37)

|ξ(A1,
√
B2 +D2)− ξ(A2,

√
B2 +D2)| ≤ π

2
|A1 −A2|. (38)

Íåõàé

µ(i)
σ (u) = 1− τ

(i)
σ (u)
ψi(σu)

= cos
πu

2
, u ∈ [0, 1], i = 1, 2, (39)

i

ϕσ(u) =
√(

ψ1(σ)µ(1)
σ (u)

)2 +
(
ψ2(σ)µ(2)

σ (u)
)2 = cos

πu

2
|ψ(σ)|. (40)

Êîðèñòóþ÷èñü îöiíêîþ (37), îòðèìó¹ìî

∣∣ξ(δ(2)
σ (u),

√
(δ(1)
σ (1− u))2 + (δ(2)

σ (1− u))2
)
−

−ξ
(
δ(2)
σ (u),

√
(ψ1(σ)µ(1)

σ (1− u))2 + (ψ2(σ)µ(2)
σ (1− u))2

)∣∣ ≤
≤ |δ(1)

σ (1− u) + ψ1(σ)µ(1)
σ (1− u)|+ |δ(2)

σ (1− u) + ψ2(σ)µ(2)
σ (1− u)| =

=
2∑
i=1

|τ (i)
σ (1− u)− ψi(σ)(1− u) + ψi(σ)µ(i)

σ (1− u)| df=
2∑
i=1

|s(i)
σ (1− u)|.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è (31), (33) òà (40), ìà¹ìî

Kσ(ψ) =
4
π2

1∫
0

ξ
(
δ(2)
σ (u), ϕσ(1− u)

)du
u

+
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+O(1)
( 2∑
i=1

1∫
0

|s(i)
σ (u)|
1− u

du+ |ψ(σ)|+ 1
σ2

)
. (41)

Çíàéäåìî îöiíêó iíòåãðàëà

1∫
0

|s(i)
σ (u)|
1− u

du =

1∫
0

|τ (i)
σ (u)− ψi(σ)u+ ψi(σ)

(
1− τ(i)

σ (u)
ψi(σu)

)
|

1− u
du ≤

≤

1
σ∫

0

|τ (i)
σ (u)

(
1− ψi(σ)

ψi(σu)

)
|

1− u
du+

1∫
1
σ

|τ (i)
σ (u)

(
1− ψi(σ)

ψi(σu)

)
|

1− u
du+ ψi(σ) df=

df= J
(i)
σ,1 + J

(i)
σ,2 + ψi(σ). (42)

Îöiíèìî ïåðøèé i äðóãèé äîäàíêè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíî-
øåííÿ (42):

J
(i)
σ,1 =

1
σ∫

0

sin2 πu
4

∣∣ψi(σu)− ψi(σ)
∣∣

1− u
du ≤ O(1)

(
ψi(σ) +

1
σ2

)
,

J
(i)
σ,2 ≤ max

u∈[ 1
σ ,1]
|τ (i)
σ (u)|

1∫
1
σ

1− ψi(σ)
ψi(σu)

1− u
du.

Ïðè σ > 2, îòðèìó¹ìî

1∫
1
σ

1− ψi(σ)
ψi(σu)

1− u
du =

( 1
2∫

1
σ

+

1∫
1
2

)1− ψi(σ)
ψi(σu)

1− u
du ≤ 1

1− 1
2

1
2∫

1
σ

du+

+

1∫
1
2

ψi(σu)− ψi(σ)
ψi(σu)(1− u)

du ≤ 1 +

1∫
1
2

|ψ′i(σu)|σ
ψi(σu)

du = O(1),
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i

J
(i)
σ,2 ≤ O(1) max

u∈[ 1
σ ,1]
|τ (i)
σ (u)| ≤ O(1)

(
ψi(σ) +

1
σ2

)
.

Îòæå

1∫
0

|s(i)
σ (u)|
1− u

du = O(1)
(
ψi(σ) +

1
σ2

)
i = 1, 2. (43)

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (38), ìà¹ìî∣∣ξ(δ(2)
σ (u), ϕσ(1− u)

)
− ξ
(
τ (2)
σ (u), ϕσ(1− u)

)∣∣ ≤ π

2
|ν(2)
σ (u)|.

Çâiäñè, ñïiâñòàâëÿþ÷è (41)�(43), îòðèìó¹ìî

Kσ(ψ)=
4
π2

1∫
0

ξ
(
τ (2)
σ (u), ϕσ(1− u)

)du
u

+O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
. (44)

Ç ëåìè 1.7.4 [11, ñ. 63] âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöi¨ ξ(x; y), ÿêà îçíà-
÷åíà ðiâíiñòþ (32), ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ x i y, ìà¹ ìiñöå íåðiâ-
íiñòü

ξ(x; y)− π

2
|x| ≤ |y|,

ç ÿêî¨ ñëiäó¹, ùî

1∫
0

ξ
(
τ (2)
σ (u), ϕσ(1− u)

)du
u
− π

2

1∫
a

|τ (2)
σ (u)|
u

du ≤
1∫

0

ϕσ(u)
1− u

du =

= |ψ(σ)|
1∫

0

cos π2u
1− u

du = |ψ(σ)|

π
2∫

0

sinu
u

du = O(1)|ψ(σ)|. (45)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (44) i (45), îäåðæó¹ìî

Kσ(ψ) =
2
π

1∫
0

|τ (2)
σ (u)|
u

du+O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
. (46)
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Ïîêàæåìî, ùî

1∫
0

|τ (2)
σ (u)|
u

du =
π2

8σ2

σ∫
1

uψ2(u)du+O(1)
(
ψ2(σ) +

1
σ2

)
. (47)

Ôóíêöi¨ ψi(u), i = 1, 2, çðîñòàþòü íà [0, 1] , òîìó

1/σ∫
0

|τ (2)
σ (u)|
u

du =

1∫
0

(1−cos
π

2σ
u)
ψ2(u)
u

du ≤ π2

8σ2

1∫
0

u2ψ2(u)
u

du =
O(1)
σ2

.

(48)
ßêùî ôóíêöiÿ g2(u) = u2ψ2(u) íå ñïàäà¹ ïðè u ≥ 1, òî

σ∫
1

(
π2

8σ2
u2 − (1− cos

π

2σ
u))

ψ2(u)
u

du ≤

≤ 4
3!

(π
4

)4
σ∫

1

u3

σ4
ψ2(u) du ≤ π4ψ2(σ)

433!σ2

σ∫
1

u du = O(1)ψ2(σ). (49)

ßêùî æ ôóíêöiÿ g2(u) = u2ψ2(u) íå çðîñòà¹ ïðè u ≥ 1, òî

σ∫
1

(
π2

8σ2
u2 − (1− cos

π

2σ
u))

ψ2(u)
u

du ≤ 4
3!

(π
4

)4
σ∫

1

u3

σ4
ψ2(u) du ≤

≤ π4ψ2(1)
433!σ4

σ∫
1

u du =
O(1)
σ2

. (50)

Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (46)�(50), ìà¹ìî

Kσ(ψ) =
π

4σ2

σ∫
1

uψ2(u)du+O(1)
(
|ψ(σ)|+ 1

σ2

)
. (51)

Ïiäñòàâëÿþ÷è, äàëi, â (19) îöiíêè (21), (25), (27) òà ðiâíîñòi (30),
(51), ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi ñïiââiäíîøåííÿ (6). Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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Äîâåäåííÿ íàñëiäêiâ 1 i 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòà-
ëÿ, îäåðæó¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
t→∞

1
t2

∫ t

1

uψ2(u)du∫ ∞
t

ψ2(u)
u

du

=− 1+ lim
t→∞

2
∫ t

1

uψ2(u)du

t2ψ2(t)
=

=−1+lim
t→∞

2tψ2(t)
2tψ2(t)−t2|ψ′2(t)|

=− 1+lim
t→∞

1

1− t|ψ
′
2(t)|

2ψ2(t)

, (52)

lim
t→∞

ψ2(t)
1
t2

∫ t

1

uψ2(u)du
= lim
t→∞

t2ψ2(t)∫ t

1

uψ2(u)du
=2− lim

t→∞

t|ψ′2(t)|
ψ2(t)

, (53)

lim
t→∞

ψ1(t)
1
t2

∫ t

1

uψ2(u)du
= lim
t→∞

t2ψ1(t)∫ t

1

uψ2(u)du
= lim
t→∞

(
2
ψ1(t)
ψ2(t)

− t|ψ′1(t)|
ψ2(t)

)
,

(54)

lim
t→∞

∫ ∞
t

ψ2(u)
u

du

ψ2(t)
= lim
t→∞

−ψ2(t)
t

ψ′2(x)
= lim
t→∞

ψ2(t)
t|ψ′2(t)|

(55)

i

lim
t→∞

∫ ∞
t

ψ2(v)
v

dv

ψ1(t)
= lim
t→∞

−ψ2(t)
t

ψ′1(t)
= lim
t→∞

ψ2(t)
t|ψ′1(t)|

. (56)

ßêùî lim
u→∞

gi(u) > 0, i = 1, 2, òî

1
σ2

= O(1)|ψ(σ)|. (57)

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ íàñëiäêiâ 1 i 2 îäåðæó¹òüñÿ, ïî¹äíàííÿì
(6) i (52)�(57).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåî-

ðåìè 2.2.5 ðîáîòè [4], ïîêëàäàþ÷è ψ1(t) = ψ(t) cos
βπ

2
i ψ2(t) =

= ψ(t) sin
βπ

2
, äå ψ(t) ∈ A, a β = 0, 1.
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