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Î ÔÎÐÌÓËÀÕ ÀÄÀÌÀÐÀ
ÄËß ÝËËÈÏÑÎÂ ÌÅÐÎÌÎÐÔÍÎÑÒÈ∗

Â ñòàòüå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëëèïñîâ ìåðîìîðôíîñòè
ôóíêöèè, çàäàííîé ðÿäîì ïî îðòîíîðìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíàì ßêîáè
Pn,α,β ñ α2 = β2 = 1/4. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû àíàëîãè÷íû êëàññè÷åñêèì
ôîðìóëàì Àäàìàðà äëÿ êðóãîâ ìåðîìîðôíîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ïóñòü

f(z) =
∞∑

n=0

fnz
n (1)

� ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fm,n ãàíêåëåâû îïðåäåëèòåëè

fm,n =

∣∣∣∣∣∣

fn+1 . . . fn+m

. . . . . . . . .
fn+m . . . fn+2m−1

∣∣∣∣∣∣
,m, n ∈ N,

ñòåïåííîãî ðÿäà (1) è ïîëîæèì l0(f)=1, lm(f) = lim
n→∞

|fm,n|1/n.
Ïóñòü Rm(f) � m-é ðàäèóñ ìåðîìîðôíîñòè ôóíêöèè f , ò.å. ìàê-

ñèìàëüíîå èç ÷èñåë R òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå
ïðîäîëæåíèå â êðóã |z| < R è èìååò â ýòîì êðóãå íå áîëååm ïîëþñîâ.

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Àäàìàðà [1] äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ðàäèóñîâ ìåðîìîðôíîñòè ôóíêöèè f .

Òåîðåìà (Àäàìàð). Ïóñòü (1) � ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà â âûøåóêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïðè m = 0, 1, . . . èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Rm(f) = lm(f)/lm+1(f). (2)
∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 08-01-00317) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-3906.2008.1).
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×àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóë (2) ïðè m = 0 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà
Êîøè�Àäàìàðà

R0(f) =
(

lim
n→∞

|fn|1/n
)−1 = 1/l1(f) (3)

äëÿ ðàäèóñà êðóãà ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè f .
Èç òåîðåìû Àäàìàðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè lim

n→∞
|fm+1,n|1/n = 0, òî

ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è èìååò íå
áîëåå m ïîëþñîâ. Åñëè fm+1,n = 0 ïðè âñåõ n ≥ n0, òî â ýòîì ñëó÷àå
ðàâåíñòâî Rm(f) = ∞ óòî÷íÿåòñÿ êðèòåðèåì Êðîíåêåðà [2] ðàöèî-
íàëüíîñòè ôóíêöèè.

Êðèòåðèé Êðîíåêåðà. Ïóñòü (1) � ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé
ðÿä ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Òîãäà ïðè
âñåõ m = 0, 1, . . . ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1◦. fm+1,n = 0 ïðè âñåõ n ≥ n0.
2◦. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, èìåþùåé íå

áîëåå m ïîëþñîâ.
Ïóñòü Pn,α,β(z) � îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ñ ïà-

ðàìåòðàìè α, β > −1, n = 0, 1, . . . . Èç ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè
ñëåäóåò, ÷òî åñëè lim

n→∞
|Fn|1/n < 1, òî ðÿä

F (z) =
∞∑

n=0

FnPn,α,β(z) (4)

ñõîäèòñÿ è îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ F â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè îòðåçêà [−1, 1]. Òî÷íåå, ïóñòü ψ(z) = z +

√
z2 − 1 � ôóíêöèÿ

(îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî), îòîáðàæàþùàÿ âíåøíîñòü îò-
ðåçêà [−1, 1] íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Ïðè ρ > 1 îáîçíà÷èì
÷åðåç Dρ ýëëèïñ Dρ=[−1, 1]∪{z∈C : |ψ(z)|<ρ}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýë-
ëèïñ Dρ èìååò ôîêóñû â òî÷êàõ ±1 è åãî ãðàíèöà ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó ρ+ρ−1

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρm(F ) � ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë ρ òà-
êèõ, ÷òî ôóíêöèÿ F äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå â ýëëèïñ
Dρ è èìååò â ýòîì ýëëèïñå íå áîëåå m ïîëþñîâ.

Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè (ñì., íàïðèìåð,
[3]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðÿäà (4) èìååò ìåñòî àíàëîã ôîðìóëû (3) Êîøè�
Àäàìàðà

ρ0(F ) =
(

lim
n→∞

|Fn|1/n
)−1

. (5)
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Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè
ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà (ò.å. â ñëó÷àå α = β = −1/2), ïàðàìåòð
ρm(F ) m-ãî ýëëèïñà ìåðîìîðôíîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîð-
ìóëå

ρm(F ) = Lm(F )/Lm+1(F ) , m = 0, 1, . . . , (6)
ãäå L0(F ) = 1, Lm(F ) = lim

n→∞
|Fm,n|1/n,

Fm,n =

∣∣∣∣∣∣

Fn+1 . . . Fn+m

. . . . . . . . .
Fn+m . . . Fn+2m−1

∣∣∣∣∣∣
,m, n ∈ N.

Ýòî çàìå÷àíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû Àäàìàðà, ïðè-
ìåíåííîé ê ôóíêöèè F (ψ−1(w)), ãîëîìîðôíîé â êîëüöå 1 < |w| <
ρ0(F ), è òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëîðàíà ôóíêöèè
F (ψ−1(w)) =

∑∞
n=−∞ fnw

n â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà F0 = f0, Fn = 2fn, n ≥ 1 (ñì. [3, c. 99]). Ôîðìóëà (6)
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì ôîðìóëû Àäàìàðà (2).

Â äàííîé ñòàòüå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà (6) èìååò ìåñòî è
â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè Pn,α,β(z) ñ ïàðàìåòðàìè α è β òàêèìè,
÷òî α2 = β2 = 1

4 .
Òåîðåìà. Ïóñòü (4) � ðÿä ïî îðòîíîðìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíàì

ßêîáè Pn,α,β(z), ãäå α2 = β2 = 1
4 , òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

|Fn|1/n < 1. (7)

Òîãäà â âûøåïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
(6) è ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1◦. Fm+1,n = 0 ïðè âñåõ n ≥ n0.
2◦. Ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, èìåþùåé

íå áîëåå m ïîëþñîâ.
Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû

α2 = β2 = 1
4 ñóùåñòâåííî. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè α =

β = 0 (ò.å. äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà) ðàâåíñòâî (6) íå âûïîëíÿåòñÿ
óæå ïðè m = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî [3,4], ÷òî äëÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ èìåþò ìåñòî òðåõ÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ

zPn(z) = AnPn−1(z) +BnPn(z) +An+1Pn+1(z). (8)
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Äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè Pn,α,β(z) êîýôôèöèåí-
òû An è Bn â ðàâåíñòâàõ (8) èìåþò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä (ñì.,
íàïðèìåð, [3, c. 238])

An,α,β=2

√
n(n+α)(n+β)(n+α+β)

(2n+α+β)2(2n+α+β+1)(2n+α+β−1)
, (9)

Bn,α,β =
β2 − α2

(2n+ α+ β)(2n+ α+ β + 2)
. (10)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α2 = β2 = 1
4 èìååì An,α,β = 1

2 , Bn,α,β = 0, è ñëå-
äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (8) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì
ïðîñòîì âèäå

zPn,α,β(z) =
Pn−1,α,β(z) + Pn+1,α,β(z)

2
. (11)

Èç îïðåäåëåíèÿ (4) ôóíêöèè F è ðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
α2 = β2 = 1

4

zF (z)=
∞∑

n=0

Fn
Pn−1,α,β(z)+Pn+1,α,β(z)

2
=

∞∑
n=0

Fn−1+Fn+1

2
Pn,α,β(z)

(12)
(çäåñü è äàëåå ïîëàãàåì F−1 = F−2 = · · · = 0).

Èç ôîðìóëû Êîøè�Àäàìàðà (3) è åå àíàëîãà (5) ñëåäóåò, ÷òî
R0(TG) = ρ0(G) =

(
lim

n→∞
|Gn|1/n

)−1
, (13)

ãäå T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå âñÿêîìó ðÿäó
G(z) =

∑∞
n=0GnPn,α,β(z) ñòåïåííîé ðÿä (TG)(w) = =

∑∞
n=0Gnw

n.
Â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (7) èìååì

R0(TF ) = ρ0(F ) > 1. (14)
Èç ðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

T
(
zF (z)

)
(w) = −F0

2
w−1 +

w + w−1

2
T

(
F (z)

)
(w).

Îòñþäà èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k = 1, 2, . . . ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

T
(
zkF (z)

)
(w) =

(
w + w−1

2

)k

T
(
F (z)

)
(w) +Rk(w),
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ãäå Rk(w) � ìíîãî÷ëåí îò w è w−1 ñòåïåíè íå âûøå k ïî w è w−1.
Äàëåå, â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà T ïðè ëþáûõ a1, . . . , ak ∈ C
èìååì ðàâåíñòâî

T
(
F (z)

k∏

j=1

(z−aj)
)

=

= T
(
F (z)

)
(w)

k∏

j=1

(w+w−1

2
−aj

)
+Rk(a1, . . . , ak, w), (15)

ãäå Rk(a1, . . . , ak, w) � ìíîãî÷ëåí îò w è w−1, çàâèñÿùèé îò a1, . . . , ak

è èìåþùèé ñòåïåíü íå âûøå k ïî w è w−1. Ïîëàãàÿ

Fλ1,...,λk
(z) = F (z)

k∏

j=1

(
z − λj + λ−1

j

2
)
, (16)

èç ðàâåíñòâà (15) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(TFλ1,...,λk
)(w) = (TF )(w)

k∏

j=1

(w + w−1

2
− λj + λ−1

j

2
)

+ rλ1,...,λk
(w),

ãäå rλ1,...,λk
(w) � ìíîãî÷ëåí îò w è w−1 ñòåïåíè íå âûøå k ïî w è

w−1. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå ðàâåíñòâà

2kwk(TFλ1,...,λk
)(w) = (TF )(w)

k∏

j=1

(w − λj)(w − λ−1
j ) +Rλ1,...,λk

(w),

(17)
ãäå Rλ1,...,λk

(w) � ìíîãî÷ëåí îò w ñòåïåíè íå âûøå 2k.
Ïóñòü λ1, . . . , λk (k ≤ m) � âñå ïîëþñû ôóíêöèè TF , ëåæà-

ùèå â êðóãå |w| < Rm(TF ). Òîãäà ïðàâàÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ëå-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (17) ãîëîìîðôíà â êðóãå |w| < Rm(TF ). Ïî-
ýòîìó R0(TFλ1,...,λk

) ≥ Rm(TF ). Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ (16) ôóíêöèè Fλ1,...,λk

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F èìååò
â ýëëèïñå Dρ0(Fλ1,...,λk

) íå áîëåå k ≤ m ïîëþñîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ρm(F ) ≥ ρ0(Fλ1,...,λk

). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (13) äëÿ ôóíê-
öèè G = Fλ1,...,λk

èìååì íåðàâåíñòâî

ρm(F ) ≥ ρ0(Fλ1,...,λk
) = R0(TFλ1,...,λk

) ≥ Rm(TF ). (18)
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Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü a1, . . . , ak (k ≤ m)
� âñå ïîëþñû ôóíêöèè F , ëåæàùèå â ýëëèïñå Dρm(F ). Ïðåäñòàâèì
èõ â âèäå aj =

λj+λ−1
j

2 , ãäå 1 < |λj | < ρm(F ), j = 1, . . . , k. Òîãäà
ôóíêöèÿ Fλ1,...,λk

ãîëîìîðôíà â ýëëèïñå Dρm(F ) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ0(Fλ1,...,λk
) ≥ ρm(F ). (19)

Èç ðàâåíñòâà (17) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ TF èìååò â êðóãå |w| <
< R0(TFλ1,...,λk

) íå áîëåå 2k ïîëþñîâ, ëåæàùèõ ñðåäè òî÷åê
λ1, . . . , λk, λ−1

1 , . . . , λ−1
k . k èç ýòèõ òî÷åê, à èìåííî, λ−1

1 , . . . , λ−1
k ïî

ìîäóëþ ìåíüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òî÷êè ïîëþñàìè íå ÿâëÿþòñÿ,
òàê êàê ôóíêöèÿ TF ãîëîìîðôíà â êðóãå |w| < 1 â ñèëó íåðàâåíñòâà
(14). Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ TF èìååò â êðóãå |w| < R0(TFλ1,...,λk

)
íå áîëåå k ≤ m ïîëþñîâ, ëåæàùèõ ñðåäè òî÷åê λ1, . . . , λk. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Rm(TF ) ≥ R0(TFλ1,...,λk

). Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (13)
äëÿ ôóíêöèè G = Fλ1,...,λk

è íåðàâåíñòâà (19) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Rm(TF ) ≥ R0(TFλ1,...,λk
) = ρ0(Fλ1,...,λk

) ≥ ρm(F ).

Ñ ó÷åòîì ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà (18) èìååì ðàâåíñòâî
ρm(F ) = Rm(TF ). Îòñþäà è èç ôîðìóë (2) äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà
TF (w) =

∑∞
n=0 Fnw

n ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (6). Òàêèì îáðàçîì, ïåð-
âàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ Êðîíåêåðà
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû (àíàëîãà êðèòåðèÿ Êðîíå-
êåðà) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèåé, èìåþùåé íå áîëåå m ïîëþñîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèÿ TF ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, èìåþùåé íå áîëåå
m ïîëþñîâ. Ïðè m = 0 ýòî óòâåðæäåíèå (ôóíêöèÿ F � ìíîãî÷ëåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ TF � ìíîãî÷ëåí) ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà T . Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå
ïðè m > 0.

Ïóñòü ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, èìåþùåé
íå áîëåå m ïîëþñîâ. Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ λ1, . . . , λk, ãäå k ≤ m,
|λj | > 1 (j = 1, . . . , k), ôóíêöèÿ Fλ1,...,λk

� ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ôóíê-
öèÿ TFλ1,...,λk

� òîæå ìíîãî÷ëåí. Â ñèëó ðàâåíñòâà (17) ìíîãî÷ëå-
íîì ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ (TF )(w)

∏k
j=1(w− −λj)(w − λ−1

j ). Ïîýòîìó
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ôóíêöèÿ TF ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, èìåþùåé íå áîëåå
k ≤ m ïîëþñîâ (òî÷êè λ−1

1 , . . . , λ−1
k , ïî ìîäóëþ ìåíüøèå 1, ïîëþñà-

ìè íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ TF ãîëîìîðôíà â êðóãå |w| < 1 â
ñèëó íåðàâåíñòâà (14)).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü ôóíêöèÿ TF ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèåé, èìåþùåé íå áîëåå m ïîëþñîâ, è ïóñòü λ1, . . . , λk (k ≤ m)
� åå ïîëþñû. Òîãäà ôóíêöèÿ (TF )(w)

∏k
j=1(w−λj)(w−λ−1

j ) � ìíî-
ãî÷ëåí. Â ñèëó ðàâåíñòâà (17) ìíîãî÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ
wk(TFλ1,...,λk

)(w), à ñëåäîâàòåëüíî, è ãîëîìîðôíàÿ â êðóãå |w| < 1
ôóíêöèÿ TFλ1,...,λk

. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Fλ1,...,λk
� ìíî-

ãî÷ëåí. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Fλ1,...,λk
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ F � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå k ≤ m ïîëþñîâ.
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