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ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ
ÏÐÎÑÒÎÐIÂ Sp

Φ

Â ðîáîòi íàâåäåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ çi çíàõîäæåííÿì
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Sp

Φ, òà âñòàíîâëåíî ïîðÿä-
êè ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ σ-÷ëåííèõ íàá-
ëèæåíü êëàñiâ Ψ-iíòåãðàëiâ åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íèì êóëÿì
ïðîñòîðó Sq

Φ â "ìåòðèêàõ" ïðîñòîðiâ Sp
Φ.

Â ðîáîòi íàâåäåíî îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ çi çíàõîäæåí-
íÿì àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Sp

Φ, òà âñòàíîâëåíî
ïîðÿäêè ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè σ → ∞ àíàëîãiâ íàéêðàùèõ σ-
÷ëåííèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Ψ-iíòåãðàëiâ åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü îäè-
íè÷íèì êóëÿì ïðîñòîðó Sq

Φ â "ìåòðèêàõ" ïðîñòîðiâ Sp
Φ, 0<p, q<∞. Öi

ïðîñòîðè âèíèêëè â ðîáîòàõ Î. I. Ñòåïàíöÿ â ðåçóëüòàòi ïîøóêó íèì
íîâèõ ïiäõîäiâ äî çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìií-
íèõ. Ç ÷àñîì öåé ìàòåðiàë ñôîðìóâàâñÿ â îêðåìó òåìàòèêó, ïî ÿêié
íà äàíèé ÷àñ íàïèñàíî áiëüøå, íiæ òðè äåñÿòêè ðîáiò. Ïiäõiä, ÿêèé
áóâ ïðè öüîìó çàïðîïîíîâàíèé Î.I. Ñòåïàíöåì, äîçâîëÿ¹ ïîøèðþâà-
òè iäå¨ òà ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåíü íà àáñòðàêòíi ëiíiéíi ïðîñòîðè,
ùî â ñâîþ ÷åðãó äà¹ ìîæëèâiñòü äèâèòèñÿ íà ôóíêöi¨ iç çàãàëüíèõ
ïîçèöié àíàëiçó òà ïðèâîäèòü äî äîñèòü çìiñòîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó 2006 ðîöi â [1] Î.I. Ñòåïàíåöü çðîáèâ îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçà-
íèõ çi çíàõîäæåííÿì àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Sp

ϕ

òà ¨õ óçàãàëüíåíü i, çîêðåìà, ïðîñòîðiâ Sp
Φ. Ïðîòå ïiñëÿ âèõîäó öi¹¨

ðîáîòè, çîêðåìà â ðîáîòi [2], áóëî îòðèìàíî íèçêó íîâèõ òâåðäæåíü
äëÿ öèõ ïðîñòîðiâ. Öi òâåðäæåííÿ â ïî¹äíàííi ç ðåçóëüòàòàìè äàíî¨
ðîáîòè ñóòò¹âî äîïîâíþþòü ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â ðîáîòi [1], i íàâiòü
äàþòü çìîãó ãîâîðèòè ïðî çàâåðøåíiñòü â ïåâíîìó ñåíñi äîñëiäæåíü
ïî çíàõîäæåííþ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Sp

Φ.
1. Ïðîñòîðè Sp

Φ. Ïðîñòîðè Sp
Φ áóëî ââåäåíî â ðîáîòi [3]. Ïðè ¨õ

îçíà÷åííi òà íàäàëi â ðîáîòi áóäåìî çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ òà îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíi â [3].
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Íåõàé X i Y � äåÿêi ëiíiéíi ïðîñòîðè âåêòîðiâ x òà y âiäïî-
âiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî íà X çàäàíî ëiíiéíèé îïåðàòîð Φ, ÿêèé äi¹ â
Y , à íà äåÿêié ïiäìíîæèíi Y ′ ⊂ Y âèçíà÷åíî ôóíêöiîíàë f . Íåõàé,
äàëi, E(Φ) � ìíîæèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ, i X′ � ïðîîáðàç ìíîæè-
íè Y ′ ⊂ E(Φ) ïðè âiäîáðàæåííi Φ. Â òàêîìó âèïàäêó íà X′ ìîæíà
âèçíà÷èòè ôóíêöiîíàë f ′ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

f ′(x) = f(Φ(x)), x ∈ X′ (1)
ßêùî â ðîëi f âèáðàòè ôóíêöiîíàë, ùî çàäà¹ íà Y ′ íîðìó (àáî

êâàçiíîðìó), òî ðiâíiñòü (1) áóäå âèçíà÷àòè àíàëîãi÷íó âåëè÷èíó íà
X′. Ñàìå òàêi ìiðêóâàííÿ ëåæàòü â îñíîâi ïîäàëüøèõ ïîáóäîâ.

Íåõàé (Rm, dµ), m ≥ 1, � m-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið òî÷îê
x = (x1, . . . , xm), íàäiëåíèé ñêií÷åííîþ σ-àäèòèâíîþ ìiðîþ dµ, A �
µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rm, dµ), µ-ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a, äå a � àáî
ñêií÷åííå ÷èñëî, àáî æ a = ∞:

mesµA = |A|µ = a, a ∈ (0,∞];

Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié y = y(x), âè-
ìiðíèõ âiäíîñíî ìiðè dµ.

Ïðè çàäàíîìó p ∈ (0,∞] ÷åðåç Lp(A, dµ) ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó
ôóíêöèé ç Y (A, dµ), äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà

||y||Lp(A,dµ) =





( ∫
A

| y(x)|p dµ
)1/p

, p ∈ (0,∞),

ess sup
x∈A

| y(x)|, p = ∞,
(2)

¹ ñêií÷åííîþ.
Âiäîìî, ùî ôóíêöiîíàë || · ||Lp(A,dµ), âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì

(2), ïðè p ≥ 1 çàäà¹ íîðìó, à ïðè p ∈ (0, 1) � êâàçiíîðìó íà Lp(A, dµ).
Íåõàé òåïåð X � äåÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið âåêòîðiâ x, i Φ � ëiíié-

íèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç X â Y (A, dµ):

Φ : X → Y (A, dµ), Φ(x) df= x̂, x ∈ X, x̂ ∈ Y (A, dµ).
Ïîêëàäàþòü

Sp
Φ = Sp

Φ (X; Y ) =
{
x ∈ X : ||x̂||Lp(A,dµ) < ∞}

, p ∈ (0,∞]. (3)
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Sp

Φ � ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ x∈X, ÿêi ¹ ïðî-
îáðàçàìè ôóíêöié ç ìíîæèíè Lp(A,dµ) ïðè âiäîáðàæåííi Φ.
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Åëåìåíòè x1, x2 ∈ Sp
Φ ââàæàþòü òîòîæíèìè, ÿêùî çà ìiðîþ dµ

ìàéæå ñêðiçü x̂1(t) = x̂2(t).
Äëÿ åëåìåíòiâ x1, x2 ∈ Sp

Φ, p ∈ (0,∞], âèçíà÷àþòü Φ-âiäñòàíü ìiæ
íèìè çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

ρΦ(x1; x2)p = ||Φ(x1 − x2)||Lp(A,dµ).

Íóëüîâèì åëåìåíòîì ìíîæèíè Sp
Φ íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò θ, äëÿ ÿêîãî

ìàéæå ñêðiçü íà A ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü θ̂ (t) = 0.
Âiäñòàíü ρΦ(θ; x)p, x ∈ Sp

Φ, íàçèâà¹òñÿ Φ�íîðìîþ åëåìåíòà i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç || x||p = || x||p,Φ. Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì

|| x||p = || x||p,Φ = ρΦ(θ; x)p = ||x̂||Lp(A,dµ). (4)

Âiäîìî, ùî ïðè âñiõ p ∈ (0,∞] Sp
Φ � ëiíiéíèé ïðîñòið. Ïðè p ≥ 1

ôóíêöiîíàë || · ||p, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4), çàäîâîëü-
íÿ¹ âñi àêñiîìè íîðìè, à ïðè p ∈ (0, 1) � àêñiîìè êâàçiíîðìè. Òîìó
Sp

Φ ïðè p ≥ 1 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, à ïðè p ∈ (0, 1) �
ïðîñòið iç êâàçiíîðìîþ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ íàéïðîñòiøèõ ðåàëiçàöié ðîçãëÿ-
äóâàíèõ ïîáóäîâ. Âñi âîíè âçÿòi ç ðîáîòè [3]. Ïðè öüîìó áóäåìî êàçà-
òè, ùî äåÿêèé ïðîñòið N ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðó Sp

Φ, ÿêùî
éîãî ìîæíà îòðèìàòè øëÿõîì âiäïîâiäíîãî âèáîðó ïðîñòîðó X, ìiðè
dµ i îïåðàòîðà Φ.

1. Ïðîñòið Sp
ϕ. Íåõàé X � äåÿêèé ëiíiéíèé êîìïëåêñíèé ïðîñòið i

ϕ = {ϕk}∞k=1 � ôiêñîâàíà ç÷èñëåííà ñèñòåìà â íüîìó. Ïðèïóñòèìî, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè x, y ∈ X, â ÿêié õî÷à á îäèí ç âåêòîðiâ íàëåæèòü
äî ϕ, âèçíà÷åíî äåÿêå ÷èñëî � "ñêàëÿðíèé äîáóòîê" (x, y) òàê, ùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) (x, y) = (y, x), äå z � ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå ç z;
2) (λx1+µx2, y) = λ(x1, y) + µ(x2, y), λ, µ � äîâiëüíi ÷èñëà;
3) (ϕk, ϕl) =

{
0, k 6= l;
1, k = l.

Êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ X ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó ÷èñåë
x̂(k) çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

x̂(k) = x̂ϕ(k) = (x, ϕk), k = 1, 2, . . . (k ∈ N),

i ïðè ôiêñîâàíîìó p ∈ (0,∞) ïîêëàäàþòü
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Sp
ϕ = Sp

ϕ(X) =
{

x ∈ X :
∞∑

k=1

∣∣f̂ϕ(k)
∣∣p < ∞

}
. (5)

Åëåìåíòè x, y ∈ Sp
ϕ ââàæàþòüñÿ òîòîæíèìè, ÿêùî ïðè âñiõ k ∈ N

x̂ϕ(k) = ŷϕ(k).
Äëÿ âåêòîðiâ x, y ∈ X ϕ-âiäñòàíü ìiæ íèìè îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ρϕ(x, y)p =
( ∞∑

k=1

∣∣x̂ϕ(k)− ŷϕ(k)
∣∣p

) 1
p

. (6)

Íóëüîâèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó Sp
ϕ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð θ, äëÿ ÿêîãî

θ̂ϕ(k) = 0 ïðè âñiõ k ∈ N. Âiäñòàíü ρϕ(θ, x)p, x ∈ Sp
ϕ, íàçèâà¹òüñÿ

ϕ -íîðìîþ åëåìåíòà x i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç || x||p,ϕ . Òàêèì ÷èíîì,

|| x||p,ϕ = ρϕ(θ, x)p =
( ∞∑

k=1

∣∣∣∣x̂ϕ(k)
∣∣∣∣
p ) 1

p

. (7)

Ïðîñòîðè Sp
ϕ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ Sp

Φ. Äiéñíî, ÿêùî â äà-
íîìó ïðîñòîði X îçíà÷èòè îïåðàòîð Φ, ÿêèé êîæíîìó x ∈ X ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü y = {x̂k}∞k=1; çà ìíîæèíó (Rm, dµ) âçÿòè
ïðîñòið R1 ç ìiðîþ dµ, íîñi¹ì ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà Z1 öiëî÷èñëîâèõ òî÷îê
k, â ÿêèõ µ(k) ≡ 1; i ïîêëàñòè A =

{
k ∈ Z1, k ≥ 1

}
, òî â òàêîìó

âèïàäêó Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé y, i ôóíêöiîíàë (2)
ìà¹ âèãëÿä

|| y||
Lp(A,dµ) =

( ∞∑

k=1

|yk|p
) 1

p

, p ∈ (0,∞)

1′. Ïðîñòîðè Sp, µ
ϕ . Öi ïðîñòîðè ââîäÿòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ïðîñòîðè

Sp
ϕ, òiëüêè ïðè öüîìó ôóíêöiîíàëè

( ∞∑

k=1

∣∣ ·
∣∣p

) 1
p

â ðiâíîñòÿõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiâíîñòÿì (5)�(7), çàìiíþþòüñÿ íà
ôóíêöiîíàëè

( ∞∑

k=1

∣∣ · ∣∣pµp
k

) 1
p

,
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äå µ = {µk}∞k=1 � çàäàíà ñèñòåìà íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, µk ≥ 0, k ∈ N.
Ïðè öüîìó ÿêùî µk ≡ 1, òî Sp, µ

ϕ = Sp
ϕ.

Çðîçóìiëî, ùî i öi ïðîñòîðè ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ
Sp

Φ. Ìíîæèíîþ (Rm, dµ) òóò, ÿê i äëÿ ïðîñòîðó Sp
ϕ, ¹ ïðîñòið R1

ç ìiðîþ dµ, çîñåðåäæåíîþ íà ìíîæèíi Z1 öiëî÷èñëîâèõ òî÷îê k, â
ÿêèõ µ(k) = µk i A = {k ∈ Z1, k ≥ 1}.

2. Ïðîñòið Sp
F (L). Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, Rm � m-âèìiðíèé, m ≥ 1,

åâêëiäiâ ïðîñòið, x = (x1, . . . , xm) � éîãî åëåìåíòè, Zm � öiëî÷èñ-
ëîâà ðåøiòêà â Rm, xy = x1y1 + . . . + xmym, x,y ∈ Rm. Íåõàé, äàëi,
L = L(Rm, 2π) � ìíîæèíà âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ïî êîæíié çi çìiííèõ
ôóíêöié f(x) = f(x1, . . . xm), ñóìîâíèõ çà çâè÷àéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà
íà êóái ïåðiîäiâ Q m,

Q m = {x : x ∈ Rm,−π ≤ xk ≤ π, k = 1, 2, . . . , m} .

Âiçüìåìî çà X ïðîñòið L(Rm, 2π) i îçíà÷èìî íà íüîìó îïåðàòîð Φ
(ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç F), ïîêëàâøè

F(f) = (2π)−m/2

∫

Qm

f(x) e−ikxdx = f̂(k), k ∈ Zm.

Öåé îïåðàòîð âiäîáðàæà¹ ïðîñòið L(Rm, 2π) ó ìíîæèíó Y ôóíêöié
y(t), çàäàíèõ íà öiëî÷èñëîâié ðåøiòöi Zm. Íåõàé dµ � ìiðà â ïðîñòîði
Rm, íîñi¹ì ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà Zm, äå âîíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Â öüîìó
âèïàäêó ôóíêöiîíàë (2) ìà¹ âèãëÿä

||f ||
Lp(Rm,dµ)

=
(∫

Rm

|f(x)|pdµ

) 1
p

=
( ∑

k∈Zm

|f̂(k)|p
) 1

p

, p ∈ (0,∞),

i ïðîñòið Sp
Φ (ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sp

F (L)) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿì

Sp
F (L) =

{
f ∈ L :

( ∑

k∈Zm

|f̂(k)|p
) 1

p

≤ ∞
}

.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòîðè Sp
F (L) ñïiâïàäàþòü ç ðîçãëÿíóòèìè âè-

ùå ïðîñòîðàìè Sp
ϕ(L), ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ìíîæèíîþ L i ñèñòåìîþ

ϕ = {τs}∞s=1,

τs = (2π)−m/2eiksx, ks ∈ Zm, s = 1, 2, . . . ,
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ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç ñèñòåìè

(2π)−m/2eikx, k ∈ Zm,

øëÿõîì äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ íóìåðàöi¨ ¨¨ ÷ëåíiâ.
3. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, â ÿêîìó ïðîñòîðè Sp

Φ íå ¹ ñåïàðàáåëüíè-
ìè. Âiçüìåìî çà X ïðîñòið ôóíêöié L2(Rm), à çà A � ïðîñòið L2(Rm)
çi çâè÷àéíîþ íîðìîþ Ëåáåãà i çàäàìî îïåðàòîð Φ ïåðåòâîðåííÿì
Ôóð'¹:

Φ(f)=f̂(t)=F(f ; t)=(2π)−m/2

∫

Rm

f(x) e−itxdx, f ∈ L2(Rm).

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [4] (Ãë.I)), ùî îïåðàòîð F ¹ óíiòàðíèì íà
L2(Rm). Îòæå, Φ-íîðìà ||f ||2,Φ åëåìåíòà f ñïiâïàäà¹ ç éîãî íîðìîþ
â ïðîñòîði L2(Rm):

||f ||2,Φ = ||f ||L2(Rm),

i â öüîìó âèïàäêó ïðîñòið S2
Φ(L2(Rm), Rm, dx) çà ôîðìóëîþ (3) ìà¹

âèãëÿä S2
Φ={f : f∈L2(Rm)}, òîáòî S2

Φ = X = L2(Rm).
4. Ðîçãëÿíåìî ùå ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïðîñòîðiâ Sp

Φ, ÿêi ïîðîäæó-
þòüñÿ òîòîæíèì îïåðàòîðîì, òîáòî êîëè Φ ≡ I. Çðîçóìiëî, ùî òîäi
ïîâèííî áóòè X =Y (A, dµ), x̂= x, i çãiäíî ç (3)

Sp
L = {x ∈ X : ||x||Lp(A,dµ) < ∞} = Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞).

2. Ìóëüòèïëiêàòîðè. Íàáëèæàþ÷i àãðåãàòè i îá'¹êòè íàá-
ëèæåíü. Â ðîëi íàáëèæàþ÷èõ àãðåãàòiâ äëÿ åëåìåíòiâ x ∈ Sp

Φ âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ åëåìåíòè ç Sp

Φ, ó ÿêèõ îáðàçè ìàþòü íîñi¨ γσ çàäàíî¨
ìiðè σ. Âiäçíà÷èìî, ùî ñàìå öåé ïðèíöèï çàêëàäåíî â êëàñè÷íîìó
âèïàäêó ïðè ïîáóäîâi, íàïðèêëàä, òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ äëÿ
íàáëèæåííÿ äàíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨, ÿêùî ïiä îïåðàòîðîì Φ ðî-
çóìiòè âiäîáðàæåííÿ ôóíêöié ó ìíîæèíó ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Â
çàãàëüíîìó âèïàäêó òóò âèíèêàþòü ïðîáëåìè, ÿêi âèêëèêàíi òèì,
ùî ïðîñòîðè Sp

Φ ìîæóòü áóòè íå ïîâíèìè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ââîäÿòü
íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ [3].

Íåõàé ω=ω(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç Y (A,dµ). Òîäi ÷åðåç Mω
Φ ïî-

çíà÷àþòü îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç X â X, i ÿêèé äàíîìó x∈X ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò xω∈X òàêèé, ùî ÿêùî Φ(x)=x̂, òî ìàéæå
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ñêðiçü x̂ω(t) = Φ(xω) = ω(t)x̂(t). Îïåðàòîð Mω
Φ íàçèâàþòü ìóëü-

òèïëiêàòîðîì îïåðàòîðà Φ, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ω; ÷åðåç
ΩΦ(X) = ΩΦ(X, X) ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó ôóíêöié ω ç Y (A, dµ),
äëÿ ÿêèõ ìóëüòèïëiêàòîðè Mω

Φ iñíóþòü.
ßêùî N i N′ � äåÿêi ïiäìíîæèíè ç X, ω ∈ ΩΦ(X) i îïåðàòîð Mω

Φ

âiäîáðàæà¹ N â N′, òî êàæóòü, ùî Mω
Φ ìà¹ òèï (N, N′). Çîêðåìà,

ÿêùî Mω
Φ âiäîáðàæà¹ Sp

Φ â Sp
Φ, òî îïåðàòîð Mω

Φ ìà¹ òèï (Sp
Φ, Sp

Φ) àáî,
êîðîòøå, òèï (p, p). Ìíîæèíó ôóíêöié ω, ÿêi ïîðîäæóþòü îïåðàòîðè
òèïó (p, p), ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Ωp

Φ.
Îòæå, ÿêùî ω∈Ωp

Φ i îïåðàòîð Mω
Φ äi¹ ç Sp

Φ, òî âií òàêîæ äi¹ i â Sp
Φ;

ïðè öüîìó êîæíîìó x∈Sp
Φ âiäïîâiäà¹ åëåìåíò xω=Mω

Φ (x), äëÿ ÿêîãî
ìàéæå ñêðiçü íà A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

x̂ω(t) = Φ(xω) = ω(t)x̂(t), x̂ω ∈ Lp(A, dµ). (8)
Íåõàé ïðè çàäàíîìó σ > 0 γσ � µ-âèìiðíà ìíîæèíà â A,

mesµγσ
df= |γσ|= σ, σ≤ a, i λ = λ(t) � âèìiðíà ôóíêöiÿ ç íîñi¹ì γσ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äàíîìó p∈(0,∞) λ ∈ Ωp
Φ i Uγσ (x;λ)df=xλ=Mλ

Φ(x).
Çãiäíî ç (8)

Ûγσ (x; λ)=Φ(Uγσ
(x;λ)) =

{
λ(t)x̂(t), t ∈ γσ;

0, t∈̄γσ,
x ∈ Sp

Φ. (9)

Ñàìå åëåìåíòè Uγσ (x; λ) i ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê íàáëèæàþ÷i àãðåãà-
òè äëÿ x ∈ Sp

Φ. ßêùî ïðè öüîìó λ(t) ≡ 1 íà γσ, òîáòî ÿêùî λ(t)
ñïiâïàäà¹ ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ χγσ (t) ìíîæèíè γσ, òî ïî-
êëàäàþòü Uγσ (x;χγσ ) = Uγσ (x).

Íåõàé Γσ = Γσ(A) � ìíîæèíà âñiõ âèìiðíèõ ïiäìíîæèí ç A,
ìiðè ÿêèõ äîðiâíþþòü σ. Êàæóòü, ùî ïðè äàíîìó p > 0 îïåðàòîð
Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ÿêùî ôóíêöi¨ χγσ (t) äëÿ âñiõ ìíîæèí
γσ ∈ Γσ íàëåæàòü äî Ωp

Φ ïðè äîâiëüíèõ σ ∈ [0, a). Òàêèì ÷èíîì,
ÿêùî Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), òî âñi åëåìåíòè Uγσ (x) âèçíà÷åíi
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ Sp

Φ i íàëåæàòü äî Sp
Φ. Åëåìåíò Uγσ (x) íàçèâà¹òüñÿ

çâóæåííÿì åëåìåíòà x ðàíãó σ, åëåìåíò Uγσ (x;λ) � λ-çâóæåííÿì x
ðàíãó σ.

Íåõàé p � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî i x ∈ Sp
Φ. Òîäi âíàñëiäîê (4) i

(9) ìà¹ìî
||x− Uγσ (x; λ)||pp = || x̂(t) − Ûγσ (x; λ; t)||pLp(A,dµ) =
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=
∫

γσ

|1− λ(t)|p| x̂(t)|p dµ +
∫

A\γσ

|x̂(t)|pdµ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 1 ([3, c. 1382]). Íåõàé p ∈ (0,∞), x ∈ Sp

Φ =
= Sp

Φ(X;Y ), γσ ∈ Γσ i îïåðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap). Òîäi

Eγσ
(x)p

df= inf
λ∈Ωp

Φ

||x− Uγσ
(x; λ)||p = ||x− Uγσ

(x)||p.

Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Eγσ

(x)p = ||x||pp −
∫

γσ

|x̂(t)|pdµ. (10)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî χγσ ∈ Ωp
Φ, òî ñåðåä óñiõ åëåìåíòiâ Uγσ (x;λ),

ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ìóëüòèïëiêàòîðàìè Mλ
Φ i ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó (9), íàéìåíøå âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä åëåìåíòà x çà Φ-íîðìîþ â ïðî-
ñòîði Sp

Φ åëåìåíò Uγσ (x). Òîáòî, ñåðåä âñiõ λ-çâóæåíü x äàíîãî ðàíãó
σ íàéáëèæ÷èì äî x ¹ çâóæåííÿ ïðè λ(t) ≡ 1. Çðîçóìiëî, ùî öÿ âëà-
ñòèâiñòü ¹ àíàëîãîì ìiíiìàëüíî¨ âëàñòèâîñòi ñóì Ôóð'¹ â ïðîñòîðàõ
Ãiëüáåðòà L2.

Íåõàé Γ = {γσ}σ>0, | γσ| = σ, � ñiì'ÿ âèìiðíèõ ïiäìíîæèí ç A,
ÿêi âè÷åðïóþòü ïðè σ → ∞ âñþ ìíîæèíó A, òîáòî òàêi, ÿêi ìàþòü
òó âëàñòèâiñòü, ùî äîâiëüíà òî÷êà t ∈ A ìiñòèòüñÿ ó âñiõ ìíîæèíàõ
γσ ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ σ, òàê ùî

lim
σ→∞

∫

γσ∈Γ

| x̂(t)|p dµ =
∫

A

| x̂(t)|p dµ ∀x ∈ Sp
Φ. (11)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (10) i (11), áà÷èìî, ùî

lim
σ→∞
γσ∈Γ

Eγσ (x)p = 0 ∀x ∈ Sp
Φ. (12)

Îá'¹êòîì íàáëèæåííÿ ¹ êëàñè Ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ åëåìåíòiâ, ùî íà-
ëåæàòü îäèíè÷íié êóëi Up

Φ ïðîñòîðó Sp
Φ. Ïîíÿòòÿ Ψ-iíòåãðàëó ââî-

äèòüñÿ òàêèì ÷èíîì [3]. Íåõàé Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç
ΩΦ(X), i MΨ

Φ � ìóëüòèïëiêàòîð îïåðàòîðà Φ, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ
öi¹þ ôóíêöi¹þ. Â òàêîìó âèïàäêó îáðàç xΨ åëåìåíòà x ïðè âi-
äîáðàæåííi MΨ

Φ íàçèâàþòü Ψ-iíòåãðàëîì åëåìåíòà x i çàïèñóþòü
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MΨ
Φ (x) = xΨ = J Ψx; ïðè öüîìó x iíîäi çðó÷íî íàçèâàòè Ψ-ïîõiäíîþ

äëÿ xΨ i çàïèñóâàòè x = DΨxΨ.
Îòæå, ÿêùî xΨ ¹ Ψ-iíòåãðàëîì äëÿ x, òî ìàéæå ñêðiçü

x̂Ψ = Φ(J Ψx) = Ψ(t)x̂(t). (13)
ßêùî N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç X, òî ÷åðåç ΨN ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíî-

æèíà Ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ òèõ x ∈ N, äëÿ ÿêèõ âîíè iñíóþòü. Çîêðåìà,
ÿêùî Up

Φ � îäèíè÷íà êóëÿ â äåÿêîìó ïðîñòîði Sp
Φ,

Up
Φ = {x : x ∈ Sp

Φ, ||x||p,Φ ≤ 1},
òî ΨUp

Φ � ìíîæèíà Ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ x ∈ Up
Φ, äëÿ ÿêèõ öi iíòåãðàëè

iñíóþòü.
Ñïiâñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (13) i (8), áà÷èìî, ùî â ðîëi ôóíê-

öié Ψ, äëÿ ÿêèõ îçíà÷åííÿ Ψ-iíòåãðàëà êîðåêòíå, ìîæíà áðàòè äî-
âiëüíó ôóíêöiþ ç ΩΦ(Sp

Φ). Â òàêîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
ΨSp

Φ ⊂ Sp
Φ.

I ñàìå ìíîæèíè ΨUp
Φ ¹ òèìè îá'¹êòàìè, äëÿ ÿêèõ â ðîáîòi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ òðàäèöiéíi çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü.
3. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè. Îäíèìè iç îñíîâíèõ

àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Sp
Φ ¹ âåëè÷èíè Eγσ (x)p,

Eγσ (ΨUq
Φ)p i Dσ(ΨUq

Φ)p, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Äëÿ êîæ-
íî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ ïîêëàäàþòü

Eγσ (x)p = inf
λ∈Ωp

Φ

||x− Uγσ (x; λ)||p,Φ x ∈ Sp
Φ, (14)

Eγσ (ΨUq
Φ)p = sup

x∈ΨUq
Φ

Eγσ (x)p, 0 < p, q < ∞ (15)

i
Dσ(ΨUq

Φ)p = inf
γσ∈Γσ

Eγσ (ΨUq
Φ)p, 0 < p, q < ∞. (16)

Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òðèãîíîìåòðè÷íè-
ìè ïîëiíîìàìè âåëè÷èíi Eγσ (x)p âiäïîâiäà¹ íàéêðàùå íàáëèæåííÿ
ôóíêöi¨ x çà äîïîìîãîþ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ σ; âåëè÷èíi Eγσ (ΨUq

Φ)p

� òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü íà çàäàíié ìíîæèíi ôóíêöié òàêèõ íàéêðà-
ùèõ íàáëèæåíü. Âåëè÷èíà Dσ(ΨUq

Φ)p íàãàäó¹ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïî-
ïåðå÷íèê ïîðÿäêó σ ìíîæèíè ΨUq

Φ.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ íàñòóïíi õàðàêòåðèñòèêè, ÿêèì ó ïåðiî-
äè÷íîìó âèïàäêó âiäïîâiäàþòü âåëè÷èíè, ïîâ'ÿçàíi ç íàéêðàùèì σ-
÷ëåííèì íàáëèæåííÿì:

eσ(x)p = inf
γσ∈Γσ

Eγσ (x)p = inf
γσ∈Γσ

inf
λ∈Ωp

Φ

||x− Uγσ (x; λ)|| p,Φ, x ∈ Sp
Φ (17)

i
eσ(ΨUq

Φ)p = sup
x∈ΨUq

Φ

eσ(x)p, 0 < p, q < ∞. (18)

Äàëi â íàøèõ ðîçãëÿäàõ îáìåæó¹ìîñü âèïàäêîì, êîëè âiäïîâiäíi
õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ χγσ (·) íàëåæàòü äî Ωp

Φ, òîáòî, êîëè îïåðà-
òîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap). Òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1 íàéáiëü-
øèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü âåëè÷èíè (14)�(18), êîëè λ(t) = χγσ

(t). Ó
çâ'ÿçêó ç öèì ïîêëàäàþòü

Eγσ (x)p = ||x− Uγσ (x)||p,Φ, x ∈ Sp
Φ,

Eγσ (ΨUq
Φ)p = sup

x∈ΨUq
Φ

Eγσ (x)p

i
Dσ(ΨUq

Φ)p = inf
γσ∈Γσ

Eγσ (ΨUq
Φ)p.

Àíàëîãi÷íî,
eσ(x)p = inf

γσ∈Γσ

||x− Uγσ (x)||p,Φ (19)
i

eσ(ΨUq
Φ)p = sup

x∈ΨUq
Φ

eσ(x)p . (20)

Ïðè p = q çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eγσ (ΨUq
Φ)p, Dσ(ΨUq

Φ)p òà eσ(ΨUq
Φ)p

äàþòü òàêi òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1 ([3, c. 1385]). Íåõàé Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

ìíîæèíè Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà À:
ess sup

t∈A
|Ψ(t)| = ||Ψ||M < ∞, (21)

äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà À íåîáìåæåíà,
lim
|t|→∞

Ψ(t) = 0 (22)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ X, A⊂Rm, m≥1, γσ∈Γσ, σ<a, p ∈ (0,∞), íåïå-
ðåðâíî¨ ìiðè dµ òà äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà Φ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (Ap), ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè
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Eγσ (ΨUp
Φ)p ≤ Ψ̄γσ (0 + 0), (23)

äå Ψ̄γσ
(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

Ψσ(t) = Ψγσ (t) =
{ |Ψ(t)|, t ∈ A \ γσ;

0, t ∈ γσ,
(24)

i
Dσ(ΨUp

Φ)p ≤ Ψ̄(σ + 0), (25)
äå Ψ̄(v)� ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.

ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöi¨ χγσ
(t) äëÿ áóäü-ÿêèõ γσ∈Γσ, σ∈(0, a),

íàëåæàòü ìíîæèíi E(Φ) çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ, à ¨õ ïðîîáðàçè Uγσ

ìàþòü Ψ-iíòåãðàëè, òî ñïiââiäíîøåííÿ (23) i (25) ¹ ðiâíîñòÿìè.
Ïðè öüîìó â Γσ iñíó¹ ìíîæèíà γ∗σ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγ∗σ (ΨUp
Φ)p = Dσ(ΨUp

Φ)p = Ψ̄(σ + 0).

Çîêðåìà, â ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó âèìiðíó ïiäìíîæèíó
ìíîæèíè {t∈A : |Ψ(t)| ≥ Ψ̄(σ + 0)}, mesµγ∗σ=σ, ÿêà ìiñòèòü ìíî-
æèíó {t ∈ A : |Ψ(t)| > Ψ̄(σ + 0)}.

Òåîðåìà 2 ([3, c. 1388]). Íåõàé Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç
Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæè-
íà A íåîáìåæåíà, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (22). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ X,
A⊂Rm, m≥1, σ≤a, p∈(0,∞), íåïåðåðâíî¨ ìiðè dµ òà äëÿ áóäü-ÿêîãî
îïåðàòîðà Φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

ep
σ(ΨUp

Φ) ≤ sup
σ<l≤a

l − σ
l∫
0

dt
Ψ̄p(t)

, (26)

â ÿêîìó Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|. Âåëè÷èíà òî÷-
íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi â (26) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà-
÷åííi l = l∗.

ßêùî æ, êðiì òîãî, ìíîæèíà E(Φ) çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ çái-
ãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì Lp(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (26) íà-
ñïðàâäi ¹ ðiâíiñòþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1 òà 2 ìiñòèòüñÿ â [3]. Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî óìî-
âè (21) i (22) ãàðàíòóþòü òîé ôàêò, ùî äëÿ ôóíêöi¨ |Ψ(t)| ¨¨ ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó m|Ψ|(y),

m|Ψ|(y) = mesµEy, Ey = {t ∈ A : |Ψ(t)| ≥ y}, y ≥ 0,
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íàáóâà¹ ïðè äîâiëüíîìó y > 0 ëèøå ñêií÷åííi çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó
[0, a]. Òîìó çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñïàäíî¨ ïåðåñòàíîâêè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [5] (ãë.10), [6] (ãë.6), [3]) ôóíêöi¨ Ψ̄γσ (t) i Ψ̄(t) çàâæäè âèçíà÷åíi.

4. Âåëè÷èíè Eγσ
(ΨUq

Φ)p, Dσ(ΨUq
Φ)p òà eσ(ΨUq

Φ)p äëÿ ðiç-
íèõ 0 < p, q < ∞. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè
Eγσ (ΨUq

Φ)p, Dσ(ΨUq
Φ)p òà eσ(ΨUq

Φ)p äëÿ ðiçíèõ 0 < p, q < ∞.
Íåõàé ñïî÷àòêó 0 < p < q < ∞. Ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

ôóíêöiÿ Ψ(t) ¹ ñóòò¹âî îáìåæåíîþ íà A i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ψ(t) 6= 0 ∀t ∈ A (27)
òà

‖Ψ‖L pq
q−p

(A,dµ) =
( ∫

A

|Ψ(t)| pq
q−p dµ

) q−p
pq

< ∞. (28)

Òîäi ÿêùî ýëåìåíò xΨ íàëåæèòü äî ΨUq
φ, òî âií ¹ Ψ-iíòåãðàëîì äåÿ-

êîãî åëåìåíòà x ∈ Uq
Φ, äëÿ ÿêîãî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì,

‖x‖q
q =

∫

A

|x̂(t)|q dµ ≤ 1.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

‖xΨ‖p
p=

∫

A

|Ψ(t)|p|x̂(t)|p dµ≤
( ∫

A

|Ψ(t)| pq
q−p dµ

) q−p
q
(∫

A

|x̂(t)|qdµ

) p
q

< ∞.

Òîáòî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ âêàçàíi âèùå óìîâè, òî ñïðàâåäëèâå âêëà-
äåííÿ ΨUq

Φ ⊂ Sp
Φ i ìàþòü çìiñò âåëè÷èíè Eγσ (ΨUq

Φ)p, Dσ(ΨUq
Φ)p òà

eσ(ΨUq
Φ)p.

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ, âñòàíîâëåíå â [2].
Òåîðåìà 3 ([2, c. 90]). Íåõàé 0 <p < q, i Ψ= Ψ(t) � äîâiëüíà

ñóòò¹âî îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè Y (A, dµ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
ñïiââiäíîøåííÿ (27) i (28). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ X, A ⊂ Rm, m ≥ 1,
γσ ∈ Γσ, σ < a, íåïåðåðâíî¨ ìiðè dµ i áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà Φ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ìàþòü ìiñöå îöiíêè

Eγσ (ΨUq
Φ)p ≤ ||Ψ̄γσ ||L pq

q−p
((0,a),dt), 1/p + 1/q = 1, (29)

äå Ψ̄γσ (v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ Ψσ(t) = Ψγσ (t), ÿêà âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (24), i



416 À.Ë. Øèäëi÷

Dσ(ΨUq
Φ)p ≤ ||Ψ̄||L pq

q−p
((σ,a),dt), (30)

äå Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.
ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp

Φ íà ïðî-
ñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq

Φ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (29)
i (30) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ïðè öüîìó äëÿ ìíîæèíè γ∗σ ∈ Γσ, âèçíà÷åíî¨
â òåîðåìi 1, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγ∗σ (ΨUq
Φ)p = Dσ(ΨUq

Φ)p = ||Ψ̄||L pq
q−p

((σ,a),dt).

Çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(ΨUq
Φ)p ïðè 0 < p < q äà¹ òàêà òåîðåìà 4.

Òåîðåìà 4 ([2, c. 90]). Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà,
0 < p < q, Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ñóòò¹âî îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç ìíî-
æèíè Y (A, dµ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (27) òà (28). Òîäi äëÿ äîâiëü-
íèõ X, A ⊂ Rm, m ≥ 1, σ ∈ (0, a), íåïåðåðâíî¨ ìiðè dµ i áóäü-ÿêîãî
îïåðàòîðà Φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ìà¹ ìiñöå îöiíêà

ep
σ(ΨUq

Φ)p≤
(

(l∗ − σ)
q

q−p

( l∗∫

0

Ψ̄−q(t) dt

) p
p−q

+

a∫

l∗

Ψ̄
pq

q−p (t) dt

) q−p
q

, (31)

â ÿêié Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à l∗ � íàéáiëüøå
íà (σ, a] ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗)

l − σ ≤ Ψ̄ q(l)
( l∫

0

Ψ̄−q(t) dt

)
. (32)

Òàêå ÷èñëî l∗ çàâæäè iñíó¹. ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðà-
æà¹ ïðîñòið Sp

Φ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq
Φ � íà Lq(A, dµ),

òî ñïiââiäíîøåííÿ (31) ¹ ðiâíiñòþ.
Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè íàâåäåíî â [2]. Éîãî ñóòò¹âîþ ñêëàäî-

âîþ ¹ íàâåäåíà íèæ÷å òåîðåìà 5, ÿêà äîâåäåíà â [2] (äèâ. òàêîæ [7]).
Òóò ëèøå âiäìiòèìî âóçëîâi ôðàãìåíòè äîâåäåííÿ. ßêùî x ∈ ψUq

Φ,
òî çãiäíî ç (19), (4) i (8)

eσ(x)p
p = inf

γσ∈Γσ

||Φ((x)− Uγσ (x))||pLp(A,dµ) =

= inf
γσ∈Γσ

||x̂(t)− χγσ (t)x̂(t)||pLp(A,dµ) =
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= inf
γσ∈Γσ

||Ψ(t)y(t)−χγσ (t)Ψ(t)y(t)||pLp(A,dµ)= inf
γσ∈Γσ

∫

A\γσ

|Ψ(t)y(t)|pdµ,

äå y � äåÿêà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ôóíêöiÿ |y|p íàëåæèòü ìíîæèíi
U+

r (A, dµ) âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi Ur(A, dµ) ïðî-
ñòîðó Lp (A, dµ), äå r= q/p∈(1,∞).

Òîìó çãiäíî ç (20) ìà¹ìî

ep
σ(ΨUq

Φ)p ≤ sup
h∈U+

r (A, dµ)

inf
γσ∈Γσ

∫

A\γσ

|Ψ(t)|ph(t)dµ
df= Eσ(|Ψ|p, r). (33)

Äëÿ âiäøóêàííÿ çíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (33) âèêîðèñòà¹ìî òà-
êå òâåðäæåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ, íàïåâíî, ìà¹ i ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ,
òîìó ñôîðìóëþ¹ìî éîãî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5 ([2, c. 13]). Íåõàé A � äîâiëüíà µ-âèìiðíà ìíîæèíà
ç Rm, m≥1, mesµA= a, äå a � ñêií÷åííå, àáî æ a=∞, r∈ (1,∞),
ϕ(x) � íåâiä'¹ìíà ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

||ϕ||Ls(A,dµ) < ∞, 1/r + 1/s = 1;
i

Eσ(ϕ, r) df= sup
h∈U+

r (A, dµ)

inf
γσ∈Γσ

∫

A\γσ

ϕ(x)h(x)dµ, r∈ (1,∞). (34)

Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ= Eσ(ϕ, r)=
(

(l∗ − σ)s

( l∗∫

0

ϕ̄−r(t) dt

)− s
r

+

a∫

l∗

ϕ̄ s(t) dt

) 1
s

,

äå ϕ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ϕ(x), à l∗ � íàéáiëüøå íà
ïðîìiæêó (σ, a] ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

l − σ ≤ ϕ̄ r(l)

l∫

0

ϕ̄−r(t) dt.

Òàêå ÷èñëî l∗ çàâæäè iñíó¹. Âåðõíÿ ãðàíü ó ñïiââiäíîøåííi (34)
ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ = y∗(x, ϕ, σ, r) ç U+

r (A, dµ), ó ÿêî¨ ïðè
l∗ = a < ∞
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y∗(x) =
(

ϕr(x)
∫

A

ϕ−r(t)dµ

)− 1
r

, x ∈ A,

i ïðè l∗ < a

y∗(x)=





ϕ−1(x)(l∗ − σ)
s
r

( ∫
E

ϕ−r(t)dµ

)− s
r

E−
s
r

σ , x ∈ E,

ϕ
s
r (x)E−

s
r

σ , x∈A\E,

äå E = {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(l∗ − 0)}.
Ïîêëàâøè ϕ(t) = |Ψ(t)|p, áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âè òåîðåìè 5, i òîìó ìà¹ ìiñöå îöiíêà (31):

ep
σ(ΨUq

Φ)p ≤ Eσ(|Ψ|p, r) =

=
(

(l∗ − σ)
q

q−p

( l∗∫

0

Ψ̄−q(t) dt

) p
p−q

+

a∫

l∗

Ψ̄
pq

q−p (t) dt

) q−p
q

, (35)

â ÿêié Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à l∗ � íàéáiëüøå
íà (σ, a] ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(32).

Íåõàé òåïåð îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp
Φ íà ïðîñòið

Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq
Φ � íà Lq(A, dµ). Ó âèïàäêó, êîëè l∗ = a, ðîç-

ãëÿäàþòü ôóíêöiþ h ∈ Uq(A, dµ) òàêó, ùî

hq(t) =
(
|Ψ(t)|q

∫

A

|Ψ(x)|−qdµ

)−1

, t ∈ A.

à ïðè l∗ < a � ôóíêöiþ h ∈ Uq(A, dµ) òàêó, ùî

h(t)=




|Ψ(t)|−1(l∗ − σ)

1
q−p

( ∫
E

|Ψ(x)|−qdµ

)− 1
q−p

Θ−
1

q−p , t ∈ E,

|Ψ(t)| p
q−p Θ−

1
q−p , t ∈ A \ E,

äå âåëè÷èíà Θ = Θ(Ψ, σ, p, q) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (35),
à E = {x ∈ A : Ψ(x) ≥ Ψ̄(l∗ − 0)}.

Îñêiëüêè îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sq
Φ íà âåñü ïðîñòið

Lq(A, dµ), òî iñíó¹ åëåìåíò f∈Sq
Φ òàêèé, ùî ìàéæå ñêðiçü íà A

f̂(t) = h(t), i îòæå, f ∈ Uq
Φ.
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Äàëi, ðîçãëÿäàþòü ôóíêöiþ g = g(t) òàêó, ùî ìàéæå ñêðiçü

g(t) = Ψ(t)h(t) = Ψ(t)f̂(t). (36)
Âíàñëiäîê (28) i òîãî, ùî h ∈ Uq(A, dµ), öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó Lp(A, dµ), i îñêiëüêè îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp

Φ íà
âåñü ïðîñòið Lp(A, dµ), òî iñíó¹ åëåìåíò fΨ, äëÿ ÿêîãî ìàéæå ñêðiçü
íà A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f̂Ψ(t) = g(t). Öåé åëåìåíò âíàñëiäîê (36)
i òîãî, ùî f ∈ Uq

Φ, íàëåæèòü ìíîæèíi ΨUq
Φ, i äëÿ íüîãî ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(fΨ)p
p = inf

γσ∈Γσ

||f̂Ψ(t)− χγσ (t)f̂Ψ(t)||pLp(A,dµ) =

= inf
γσ∈Γσ

||Ψ(t)f(t)−χγσ (t)Ψ(t)f(t)||pLp(A,dµ)= inf
γσ∈Γσ

∫

A\γσ

|Ψ(t)h(t)|pdµ =

=
(

(l∗ − σ)
q

q−p

( l∗∫

0

Ψ̄−q(t) dt

) p
p−q

+

a∫

l∗

Ψ̄
pq

q−p (t) dt

) q−p
q

,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ó âêàçàíîìó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (31) íà-
ñïðàâäi ¹ ðiâíiñòþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé òåïåð 0 < q < p < ∞. Â öüîìó âèïàäêó, âçàãàëi êàæó÷è,
îäíèìè óìîâàìè íà ôóíêöiþ Ψ âêëàäåííÿ ΨUq

Φ ⊂ Sp
Φ äîñÿãíóòè âæå

íå ìîæíà. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîêëàäàþòü
ΨUq, p

Φ = ΨUq
Φ ∩ΨSp

Φ, 0 < q < p < ∞
i ðîçãëÿäàþòü âåëè÷èíè Eγσ (x)p òà eσ(x)p òiëüêè ïðè x ∈ ΨUq, p

Φ .
Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü mesµBγσ

df= mesµ{x∈A\γσ : Ψ(x) > 0} = 0, òî Eγσ (ΨUq, p
Φ )p=0,

i òîäi Dσ(ΨUq, p
Φ )p = Eγσ (ΨUq, p

Φ )p = 0. ßêùî æ ìíîæèíà γσ òàêà,
ùî mesµBγσ > 0, òî, âíàñëiäîê òîãî, ùî ìíîæèíè ΨUq, p

Φ ìîæóòü
ìiñòèòè åëåìåíòè ç ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè íîðìàìè â ïðîñòîði Sp

Φ,
âçàãàëi êàæó÷è, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Eγσ (ΨUq, p

Φ )p = ∞. ßêùî óìîâà
mesµBγσ > 0 ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêèõ γσ ∈ Γσ, òî i Dσ(ΨUq, p

Φ )p = ∞.
Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíè Eγσ (x)p òiëüêè

äëÿ x ∈ ΨŨq, p
Φ = ΨUq

Φ ∩ΨUp
Φ. Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå òàêå òâåð-

äæåííÿ, âñòàíîâëåíå â ðîáîòi [2].
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Òåîðåìà 6 ([2, c. 93]). Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà,
0 < q ≤ p < ∞, i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî
îáìåæåíà íà À, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà À íåîáìåæåíà,
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (22). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ X, A ⊂ Rm, m ≥ 1,
γσ ∈ Γσ, σ < a, p ∈ (0,∞), íåïåðåðâíî¨ ìiðè dµ i äëÿ áóäü-ÿêîãî
îïåðàòîðà Φ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ìàþòü ìiñöå îöiíêè

Eγσ (ΨŨq, p
Φ )p ≤ Ψ̄γσ

(0 + 0), (37)
äå Ψ̄γσ

(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ Ψσ(t) = Ψγσ
(t), ÿêà âèçíà-

÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (24), i

Dσ(ΨŨq, p
Φ )p ≤ Ψ̄(σ + 0), (38)

äå Ψ̄(v)� ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.
ßêùî æ êðiì òîãî îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp

Φ íà ïðî-
ñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq

Φ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (37)
i (38) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ïðè öüîìó äëÿ ìíîæèíè γ∗σ ∈ Γσ, âèçíà÷åíî¨
â òåîðåìi 1, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγ∗σ (ΨŨq, p
Φ )p = Dσ(ΨŨq, p

Φ )p = Ψ̄(σ + 0).

Çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(ΨUq, p
Φ ), 0 < q≤ p<∞, äà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 7 ([2, c. 93]). Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà,
0 < q ≤ p < ∞, i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî
îáìåæåíà íà A, ÿêà ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¨ ìíîæèíè A çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (22). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ X, A ⊂ Rm, m ≥ 1, σ ∈ (0, a),
íåïåðåðâíî¨ ìiðè dµ i áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà Φ, ïiäïîðÿäêîâàíîãî óìî-
âi (Ap), âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ep
σ(ΨUq, p

Φ )p ≤ sup
l∈(σ,a]

l − σ
( ∫ l

0

dt

Ψ̄q(t)

)p/q
, (39)

â ÿêîìó Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|. Âåëè÷èíà òî÷-
íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi â (39) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà-
÷åííi l = l∗.

ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp
Φ íà ïðî-

ñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq
Φ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (39)

íàñïðàâäi ¹ ðiâíiñòþ.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7 ïðîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i äîâå-
äåííÿ òåîðåìè 4. Ïðè öüîìó âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ íàñòóïíèé àíàëîã
òåîðåìè 5, äîâåäåíèé â [2].

Òåîðåìà 8 ([2, c. 13]). Íåõàé A � äîâiëüíà µ-âèìiðíà ìíîæèíà
ç Rm, m≥1, mesµA= a, äå a � àáî ñêií÷åííå, àáî æ a =∞, r∈ (0, 1],
ϕ(x) � íåâiä'¹ìíà ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ó âè-
ïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íå îáìåæåíà, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

lim
|x|→∞

ϕ(x) = 0

i

Eσ(ϕ, r) df= sup
h∈U+

r (A, dµ)∩L1(A,dµ)

inf
γσ∈Γσ

∫

A\γσ

ϕ(x)h(x)dµ, r∈ (0, 1]. (40)

Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(ϕ, r) = sup
l∈(σ,a]

(l − σ)
( l∫

0

dt

ϕ̄ r(t)

)− 1
r

, (41)

â ÿêié ϕ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè ϕ(x). Ïðè öüîìó òî÷-
íà âåðõíÿ ãðàíü ó ïðàâié ÷àñòèíi (41) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó
ñêií÷åííîìó çíà÷åííi l = l∗. Òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü â ïðàâié ÷àñòèíi
ñïiââiäíîøåííÿ (40) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ = y∗(x, ϕ, σ, r), ÿêà
çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

y∗(x) =





(
ϕr(x)

∫
E

ϕ−r(t)dµ

)− 1
r

, x ∈ E,

0, x ∈ A \ E,

äå E � áóäü-ÿêà âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè {x ∈ A : ϕ(x) ≥
≥ ϕ̄(l∗ − 0)}, mesµE = l∗, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ A : ϕ(x) >
> ϕ̄(l∗ − 0)}.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè r = 1, àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ áóëî
âñòàíîâëåíî â ðîáîòi [3].

Äëÿ ïðîñòîðiâ Sp
ϕ, îçíà÷åííÿ ÿêèõ íàâåäåíî â ïðèêëàäi 1 ïiä-

ðîçäiëó 1, òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íi äî òåîðåì 1�4, 6, 7 áóëè îòðèìàíi
â ðîáîòàõ [8�9, 10 (ãë.11)], à äëÿ ïðîñòîðiâ Sp,µ

ϕ (ïðèêëàä 1′) � â
ðîáîòàõ [11, 12].
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5. Ïîðÿäêè âåëè÷èí eσ(ΨUq
Φ)p, 0 < p < q, òà eσ(ΨUq, p

Φ )p,
0< q ≤ p. Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà âåëè÷èí
eσ(ΨUq

Φ)p, 0 < p < q < ∞, òà eσ(ΨUq, p
Φ )p, 0 < q ≤ p < ∞, ïðè σ→∞.

Çðîçóìiëî, ùî òàêà çàäà÷à ìà¹ çìiñò ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
mesµA=∞. Ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìiðà dµ íåïåðåðâíà, i îïå-
ðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap) i âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Sp

Φ íà ïðîñòið
Lp(A, dµ), à ïðîñòið Sq

Φ � íà Lq(A, dµ).
Â òàêîìó ðàçi çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(ΨUq, p

Φ )p, 0 <q≤ p<∞, äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ñóòò¹âî îáìåæåíî¨ íà A ôóíêöi¨ Ψ∈Y (A, dµ), ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¨ ìíîæèíè A óìîâó (22), âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ (39). ßêùî æ 0 <p< q <∞, à Ψ= Ψ(t) � äîâiëüíà ñóòò¹âî
îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè Y (A, dµ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (27)
òà (28), òî eσ(ΨUq

Φ)p çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (31).
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè âåëè÷èí

eσ(ΨUq
Φ)p òà eσ(ΨUq, p

Φ )p ïðè σ → ∞ çâîäèòüñÿ çà âiäïîâiäíèõ
óìîâ íà ôóíêöiþ Ψ äî äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí Gσ(Ψ, p, q), ÿêi ïðè
0 < q ≤ p < ∞ çàäàþòüñÿ ðiâíiñòþ

Gσ(Ψ, p, q) df= ep
σ(ΨUq, p

Φ )p = sup
l∈(σ,a]

l − σ
( ∫ l

0

dt

Ψ̄q(t)

)p/q
, (42)

äå Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ïðè 0 < p < q < ∞
� ðiâíiñòþ

Gσ(Ψ, p, q) df= ep
σ(ΨUq

Φ)p =

=
(

(l∗ − σ)
q

q−p

( l∗∫

0

Ψ̄−q(t) dt

) p
p−q

+

a∫

l∗

Ψ̄
pq

q−p (t) dt

) q−p
q

, (43)

â ÿêié Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à l∗ � íàéáiëüøå
íà (σ, a] ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(32).

Çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíè Gσ(Ψ, p, q) âèãëÿäó (42) i (43) ó âèïàäêó,
êîëè σ = n ∈ N, à íîñi¹ì ìiðè dµ â ïðîñòîði R+ ¹ ìíîæèíà N, äå
âîíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi: µ(k) ≡ 1, k ∈ N, i A = N, çóñòði÷àëèñü òàêîæ
ó ðîáîòàõ [13]�[17] òà [18] (Ãë. VI) òà ií.

Ïîâåäiíêà ïðè σ →∞ âåëè÷èí Gσ(Ψ, p, q) âèãëÿäó (42) i (43) âèâ-
÷àëàñü ó ðîáîòàõ [19] òà [2] (ãë. 8�10). Òîìó ïðè âñòàíîâëåííi îöiíîê
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äëÿ âåëè÷èí eσ(ΨUq
Φ)p òà eσ(ΨUq, p

Φ )p ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòà-
òàìè öèõ ðîáiò.

Äëÿ ¨õ ôîðìóëþâàííÿ ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè
r = q

p ∈ (0, 1], ïîêëàäåìî ψ(t + 1) = Ψ̄q(t), t > 0, i

Ḡσ(ψ, r) df=Gσ(Ψ, p, q)= sup
l∈(σ,a]

l − σ
(

l∫
0

dt
Ψ̄q(t)

)p/q
=sup

l>σ

l − σ
(

l+1∫
1

dt
ψ(t)

) 1
r

,

à ïðè r ∈ (1,∞) áóäåìî ââàæàòè, ùî ψ(t + 1) = Ψ̄p(t), t > 0, i
Ḡσ(ψ, r) df=Gσ(Ψ, p, q)=

=
(

(l∗ − σ)
q

q−p

( l∗∫

0

Ψ̄−q(t) dt

) p
p−q

+

a∫

l∗

Ψ̄
pq

q−p (t) dt

) q−p
q

=

=
(

(l∗ − σ)s

( l∗+1∫

1

dt

ψr(t)

)− s
r

+

∞∫

l∗+1

ψ s(t) dt

) 1
s

, (44)

äå 1/p + 1/s = 1, l∗ = l∗(σ) � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ,∞) ÷èñëî
òàêå, ùî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

l − σ ≤ ψ r(l + 1)

l+1∫

1

dt

ψ r(t)
.

Âåëè÷èíè Ḡσ(ψ, r) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ âè-
áèðàþòüñÿ ç ìíîæèíè M âñiõ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ âíèç
ôóíêöié íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó t ≥ 1, çíà÷åííÿ ÿêèõ çíèêàþòü ïðè
t →∞:

M = {ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ((t1 + t2)/2)+
+ψ(t2) ≥ 0 ∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim

t→∞
ψ(t) = 0}.

Òàêèì ÷èíîì, äî óìîâè ìîíîòîííîãî ñïàäàííÿ äî íóëÿ ôóíêöié ψ(·),
ÿêó âîíè çàäîâîëüíÿþòü àâòîìàòè÷íî ÿê ñòåïåíi ïåðåñòàíîâîê, äî-
äàþòüñÿ óìîâè ¨õ âèïóêëîñòi. Öi óìîâè ¹ òåõíi÷íèìè, îñêiëüêè òóò
çàñòîñîâó¹òüñÿ ðîçâèíåíèé àïàðàò îïóêëèõ ôóíêöié. Â òîé æå ÷àñ
ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü òàêå îáìåæåííÿ íå
¹ çíà÷íèì.

Ìíîæèíà M äîñèòü íåîäíîðiäíà çà øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî
íóëÿ ïðè t →∞ ¨¨ åëåìåíòiâ: ôóíêöi¨ ψ(t) ìîæóòü ñïàäàòè ÿê äóæå
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ïîâiëüíî, òàê i äóæå øâèäêî. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè M íà ïiäìíîæèíè, ùî îá'¹äíóþòü ôóíêöi¨ ψ ∈ M, ÿêi â
ïåâíîìó ñåíñi ìàþòü îäíàêîâèé õàðàêòåð ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ.

Íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ [20, ñ. 159] (äèâ. òàêîæ [21]) â ðîëi õà-
ðàêòåðèñòèêè, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çðó÷íî ïðîâîäèòè òàêå ðîçáèòòÿ,
âiçüìåìî ïàðó ôóíêöié η(t) = η(ψ; t) i µ(t) = µ(ψ; t), ÿêi âèçíà÷àþòü-
ñÿ â òàêèé ñïîñiá. Íåõàé ψ ∈ M, òîäi ÷åðåç η(t) = η(ψ; t) ïîçíà÷àþòü
ôóíêöiþ, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ψ ðiâíiñòþ

ψ(η(t)) =
1
2
ψ(t), t ≥ 1. (45)

Âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ψ, η(t) äëÿ âñiõ t ≥ 1 ç (45)
âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî: η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(
1
2ψ(t)

)
. Ôóíêöiÿ µ(t)

çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ
µ(t) = µ(ψ; t) =

t

η(t)− t
.

Â çàëåæíîñòi âiä ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ µ ïðèéíÿòî (äèâ., íàïðèêëàä,
[20, ñ. 159], [21]) ðîçðiçíÿòè òàêi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè M:

M0 = {ψ ∈ M : 0 < µ(ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1 }, (46)

M∞ = {ψ ∈ M : 0 < K ≤ µ(ψ; t) < ∞ ∀t ≥ 1 }, (47)

MC=M0 ∩M∞={ψ ∈ M : 0 < K1≤µ(ψ; t)≤K2 ∀t ≥ 1}, (48)
äå, ÿê i íàäàëi, K, K1, . . . � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä
ïàðàìåòðà t.

×åðåç M+
0 ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, äëÿ ÿêèõ

âåëè÷èíà µ(ψ; t) ïðè t →∞ ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ:

M+
0 = {ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↓ 0 }, (49)

à ÷åðåç M+
∞ � ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, äëÿ ÿêèõ µ(ψ; t)

ìîíîòîííî i íåîáìåæåíî çðîñòà¹ ïðè t →∞:

M+
∞ = {ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↑ ∞ }. (50)

Â ðîáîòi [2] (äèâ. òàêîæ [19]) îòðèìàíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ, ùî
õàðàêòåðèçóþòü ïîâåäiíêó âåëè÷èí Ḡσ(ψ; p) ïðè σ →∞.
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Òåîðåìà A ([2, c. 44]). ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi
M0, òî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ (0, 1] ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ïðè σ → ∞
ðiâíiñòü

Ḡσ(ψ; r) ³ ψ
1
r (σ + 1)
σ

1
r−1

.

Òóò i íàäàëi ïiä âèðàçîì "a(σ) ³ b(σ) ïðè σ → ∞" ðîçóìi¹òüñÿ,
ùî iñíóþòü ñòàëi 0 < K1 < K2 òàêi, ùî ïðè âñiõ σ, áiëüøèõ çà äåÿêå
÷èñëî σ0, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

K1a(σ) ≤ b(σ) ≤ K2a(σ).

Ó âèïàäêó, êîëè ψ ∈ M+
∞, ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè M+
∞:

M ′
∞ = {ψ ∈ M+

∞ : α(ψ; t) ↓ 0, ψ(t)/|ψ′(t)| ↑ ∞ },
äå α(t) = α(ψ; t) = ψ(t)

t|ψ′(t)| , ψ′(t) = ψ′(t + 0), i

M′′
∞ = {ψ ∈ M+

∞ : ψ(t)/|ψ′(t)| ↓ 0 }.
Çàçíà÷èìî, ùî äî ìíîæèí M ′

∞ òà M′′
∞ íàëåæàòü, çîêðåìà, ôóíê-

öi¨ exp(−αtr), α > 0, ó âèïàäêàõ, êîëè r ∈ (0, 1) i r > 1 âiäïîâiäíî.
Òåîðåìà B ([2, c. 49]). ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi

M ′
∞ àáî æ ôóíêöiÿ ψ ∈ M′′

∞ i òàêà, ùî ôóíêöiÿ ψ′′(t) íå çðîñòà¹
íà [1,∞), òî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ (0, 1] ñïðàâäæó¹òüñÿ ïîðÿäêîâà ïðè
σ →∞ ðiâíiñòü

Ḡσ(ψ; r) ³ ψ
1
r (σ + 1)

(η(ψ; σ + 1)− σ − 1)
1
r−1

.

Iç òåîðåìè A, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 7 i ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà
ïðèïóùåííÿ, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9. ßêùî p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0<q≤p<∞, i
Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ (22), i òàêà, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó t≥0 âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ Ψ̄q(t)= ψ(t+1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíê-
öi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈M0, òî ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ïðè σ→∞ ðiâíiñòü

eσ(ΨUq, p
Φ )p ³ Ψ̄(σ)

σ
1
q− 1

p

.
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Iç òåîðåìè B, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 7, ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà ïðè-
ïóùåííÿ, à òàêîæ òå, ùî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì äëÿ äîâiëüíîãî t > 0

η(Ψ̄; t) = η(ψ; t + 1)− 1, (51)
îòðèìó¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 10. Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < q ≤ p<∞,
i Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (22) i ðiâíiñòü Ψ̄q(t)=ψ(t + 1), t≥0,
äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈ M ′

∞ àáî æ
ψ ∈ M′′

∞ i òàêà, ùî ôóíêöiÿ ψ′′(t) íå çðîñòà¹ íà [1,∞). Òîäi âèêî-
íó¹òüñÿ ïîðÿäêîâà ïðè σ →∞ ðiâíiñòü

eσ(ΨUq, p
Φ )p ³ Ψ̄(σ)

(η(Ψ̄;σ)− σ)
1
q− 1

p

.

Çàóâàæåííÿ 1. Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ
âåëè÷èí eσ(ΨUq, p

Φ )p çi çíà÷åííÿìè âåëè÷èí Eγσ (ΨUp
Φ)p òà Dσ(ΨUp

Φ)p,
ÿêi äà¹ òåîðåìà 1, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî, êîëè p = q, à ôóíêöiÿ Ψ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåì 9 ÷è 10, âåëè÷èíè eσ(ΨUq, p

Φ )p = eσ(ΨUp
Φ)p

ìàþòü òîé ñàìèé ïîðÿäîê ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè σ → ∞, ùî i
âåëè÷èíè Dσ(ΨUp

Φ)p:

Dσ(ΨUp
Φ)p = Eγ∗σ (ΨUp

Φ)p ³ eσ(ΨUp
Φ)p ³ Ψ̄(σ + 0).

ßêùî æ 0 <q < p <∞, òî, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ, âåëè÷èíè Eγσ (ΨUq, p
Φ )p

òà Dσ(ΨUq, p
Φ )p ìîæóòü áóòè íåîáìåæåíèìè, â òîé ÷àñ ÿê âåëè÷èíè

eσ(ΨUq, p
Φ )p ¹ îáìåæåíèìè i ìîíîòîííî ñïàäàþòü äî íóëÿ ïðè σ →∞.

Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí eσ(ΨUq, p
Φ )p

çi çíà÷åííÿìè âåëè÷èí Eγσ (ΨŨq, p
Φ )p òà Dσ(ΨŨq, p

Φ )p, ÿêi çíàéäåíi â
òåîðåìi 6, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîëè 0<q<p<∞, à ôóíêöiÿ Ψ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåì 9 ÷è 10, òî

lim
σ→∞

eσ(ΨUq, p
Φ )p

Dσ(ΨŨq, p
Φ )p

= 0,

òîáòî ó öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè eσ(ΨUq, p
Φ )p øâèäøå ïðÿìóþòü äî

íóëÿ ïðè σ →∞, íiæ âåëè÷èíè Dσ(ΨŨq, p
Φ )p.

Íåõàé òåïåð r = q
p ∈ (1,∞). ßêùî îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì ôóíê-

öié ψ ç ìíîæèíè M i âðàõóâàòè ïîçíà÷åííÿ (46)�(50), òî çðîçóìi-
ëî, ùî iíòåãðàëè â (44) ìîæóòü áóòè ñêií÷åííèìè òiëüêè êîëè öi
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ôóíêöi¨ íàëåæàòü ìíîæèíi M∞. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êî-
ëè ψ ∈ MC ⊂ M∞.

Òåîðåìà C ([2, ñ. 57]). Íåõàé r ∈ (1,∞), à ôóíêöiÿ ψ ∈ MC

òàêà, ùî ||ψ||Ls[1,∞) < ∞, 1
r + 1

s = 1, i ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà âíèç
ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Ḡσ(ψ, r) ³ ψ(σ + 1)σ1− 1
r .

Çà òåîðåìîþ C, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4 i ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà
ïðèïóùåííÿ, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 11. Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < p < q,
Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (27), (28) i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1),
äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ ψ ∈ MC

òàêà, ùî ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà âíèç ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1, òî ïðè
σ →∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(ΨUq
Φ)p ³ Ψ̄(σ)σ

1
p− 1

q .

ßêùî æ ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞, òî, ÿê çàçíà÷åíî

â ðîáîòi [2] (äèâ. òàêîæ [19]), óìîâà ||ψ||Ls[1,∞) < ∞ âèêîíó¹òüñÿ
àâòîìàòè÷íî.

ßê i ó âèïàäêó, êîëè r = q
p ∈ (0, 1], ôóíêöi¨ ψ âèáèðàþòüñÿ ç

ìíîæèí M′
∞ i M′′

∞.
Òåîðåìà D ([2, ñ. 64]). ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi

M ′
∞, àáî æ ψ ∈ M′′

∞ i òàêà, ùî ïîõiäíà (ψp(t))′′ íå çðîñòà¹ ïðè
t ≥ 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ (1,∞) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ḡσ(ψ; r) ³ ψ
1
r (σ + 1)(η(ψ;σ + 1)− σ − 1)1−

1
r , σ →∞.

Iç òåîðåìè D, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 7, ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà ïðè-
ïóùåííÿ, i ñïiââiäíîøåííÿ (51), îòðèìó¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 12. Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < p < q,
Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (27), (28) i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1),
äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ ψ ∈ M ′

∞
àáî æ ψ ∈ M′′

∞ i òàêà, ùî ïîõiäíà (ψp(t))′′ íå çðîñòà¹ íà [1,∞).
Òîäi ïðè σ →∞ ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü
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eσ(ΨUq
Φ)p ³ Ψ̄(σ)(η(Ψ̄; σ)− σ)1−

1
p .

Ïðè âñòàíîâëåíi òåîðåì C òà D â ðîáîòi [2] (äèâ. òàêîæ [19]) áóëî
ïîêàçàíî (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (151) ç [2]), ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨
ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè C ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫

σ

ψ q(t) dt ³ σψ q(σ), σ →∞,

ÿêùî æ ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè D, òî (äèâ. ñïiââiä-
íîøåííÿ (166) ç [2])

∞∫

σ

ψ q(t) dt ³ ψ q(σ)(η(ψ; σ)− σ), σ →∞.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3, ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà ïðèïóùåííÿ,
i ñïiââiäíîøåííÿ (51), îòðèìó¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < p < q,
Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (27), (28) i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1),
äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ ψ ∈ MC

òàêà, ùî ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà âíèç ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1, òîäi ïðè
σ →∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Dσ(ΨUp
Φ)p ³ Ψ̄(σ)σ

1
p− 1

q .

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé p i q � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < p < q,
Ψ=Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (27), (28) i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1),
äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ ψ ∈ M ′

∞
àáî æ ψ ∈ M′′

∞ i òàêà, ùî ïîõiäíà (ψp(t))′′ íå çðîñòà¹ íà [1,∞).
Òîäi ïðè σ →∞ ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü

Dσ(ΨUp
Φ)p ³ Ψ̄(σ)(η(Ψ̄;σ)− σ)1−

1
p .

Çàóâàæåííÿ 2. Ïîðiâíþþ÷è çíàéäåíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âå-
ëè÷èí eσ(ΨUq

Φ)p òà Dσ(ΨUq
Φ)p áà÷èìî, ùî ó âêàçàíèõ âèïàäêàõ âè-

êîíó¹òüñÿ ïîðÿäêîâà ïðè σ →∞ ðiâíiñòü:
eσ(ΨUq

Φ)p ³ Dσ(ΨUq
Φ)p, 0 < p < q < ∞.
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Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ Sp
ϕ òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íi äî òåî-

ðåì 9 òà 11, áóëî îòðèìàíî â ðîáîòàõ [19] òà [2] (Ãë. 14).
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