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‖Tn (x + h)− Tn (x− h)‖C ≤ 2 sin nh ‖Tn‖C , 0 < h ≤ π

2n
,

íà ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äëÿ ïðèðàùåíèÿ âäîëü äóãè è âäîëü
ðàäèóñà åäèíè÷íîãî êðóãà ïðè ëþáûõ 0 < h < πè 0 < r < 1 â L0-ìåòðèêå.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñïåöèàëüíûå ðàçíîñòè m-ãî ïîðÿäêà.

1. Íåðàâåíñòâî Ñ.Í. Áåðíøòåéíà [1] î ïðèðàùåíèè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî ïîëèíîìà Tn (x)

‖Tn (x + h)− Tn (x− h)‖C ≤ 2 sin nh ‖Tn‖C , 0 < h ≤ π

2n
(1)

ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé îöåíêîé òîãî æå
àâòîðà

‖T ′n‖C ≤ n ‖Tn‖C (2)
(â ïðåäåëå ïðè h → 0 èç (1) ñëåäóåò (2)).

Åñëè íàðÿäó ñ ïåðâîé ðàçíîñòüþ ïîëèíîìà Tn (x) ðàññìàòðèâàòü
ðàçíîñòè ïîðÿäêà m, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè

∆m
n Tn (x) =

m∑

k=0

(−1)kCk
mTn (x + (m− 2k)h) , m=2, 3, . . . , (3)

òî ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå îöåíêè

‖∆m
n Tn (x)‖C ≤ (2 sin nh)m ‖Tn‖C , 0 < h ≤ π

2n
. (4)

c© Ý.À. Ñòîðîæåíêî, 2008



386 Ý.À. Ñòîðîæåíêî

Êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (1), (2) è (4) òî÷íûå. Ïåðå÷èñëåííûå
íåðàâåíñòâà ðàñïðîñòðàíåíû íà Lp-ïðîñòðàíñòâà ñ p ≥ 1 (ñì., íàïðè-
ìåð, [2, ñ. 228]). Cîõðàíÿÿ ïðåæíþþ ìåòîäèêó äîêàçàòåëüñòâà, ðàç-
íûì àâòîðàì ([3,4]) óäàëîñü ïîëó÷èòü Lp-àíàëîãè íåðàâåíñòâà (2) ñ
0 < p < 1, îäíàêî â ïðàâîé ÷àñòè (2) ïî÷âèëàñü êîíñòàíòà, íåîãðà-
íè÷åíî âîçðàñòàþùàÿ ïðè p → 0.

Ðåøàþùàÿ ðîëü â íàõîæäåíèè òî÷íîé Lp-îöåíêè, êîãäà 0 < p < 1,
â (2) ïðèíàäëåæèò Â.Â. Àðåñòîâó. Èìåííî îí âïåðâûå äîêàçàë, ÷òî
îöåíêà (2) ñïðàâåäëèâà âî âñåõ Lp, 0 ≤ p ≤ ∞ ñ îäíîé è òîé æå
êîíñòàíòîé. Ðàáîòû Â.Â. Àðåñòîâà [5,6] ñîäåðæàò ðÿä òåîðåì, ïîçâî-
ëÿþùèõ äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå Lp-íåðàâåíñòâà íà îñíîâå îöåíîê â
L0 äëÿ êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.

Ïîä âëèÿíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ àâòîðà î íåðà-
âåíñòâàõ âèäà (1) â L0 (ñì. [7]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [7] äîïîëíåíû íîâûìè
îöåíêàìè, â êîòîðûõ óâåëè÷åíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ h: 0 < h < π.
Îãðàíè÷åíèå 0 < h ≤ π

2n â (1) è (4) ñâÿçàíû ñ ìåòîäîì äîêàçàòåëü-
ñòâà. Ñ.Á. Ñòå÷êèí [8], çàíèìàÿñü áëèçêèìè çàäà÷àìè, çàìåòèë, ÷òî
áûëî áû èíòåðåñíî ðàñøèðèòü çíà÷åíèÿ äëÿ h.

Êðîìå òîãî, íàìè ïîëó÷åí àíàëîã íåðàâåíñòâà (4). Íî ñïåöèôèêà
"êâàçèíîðìû"â L0 ïîâëèÿëà íà äðóãîé âûáîð m-ûõ ðàçíîñòåé ïî
ñðàâíåíèþ ñ (3).

2. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè òåîðåì, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàíû â äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ïóñòü Pn (z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Òîãäà

‖Pn‖0 = exp
(

1
2π

2π∫

0

ln
∣∣Pn

(
eiϕ

)∣∣ dϕ

)
.

Ñëåäóÿ Ê. Ìàëåðó, âåëè÷èíó ‖Pn‖0 áóäåì íàçûâàòü ìåðîé ïîëèíîìà
Pn.

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè íàìè áûëè ââåäåíû
ñïåöèàëüíûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà m (ñì. [9]), êîòîðûå îñíîâûâàþòñÿ
íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ: çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà Pn âûáèðàþòñÿ â
ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ íà îêðóæíîñòè è ðàçíîñòè ïîðÿäêà m ≤ n
äîëæíû àííóëèðîâàòü âñå ïîëèíîìû ñòåïåíè m− 1.
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Îáîçíà÷àÿ òàêèå ðàçíîñòè êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè, çàïèøåì äëÿ
íèõ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

[Pn, z]mh = [Pn, z]m−1
h − ei(m−1)h

[
Pn, zeih

]m−1

h
. (5)

Â ÷àñòíîñòè,
[Pn, z]1h = Pn (z)− Pn

(
zeih

)
,

[Pn, z]2h = Pn (z)− (
1 + e−ih

)
Pn

(
zeih

)
+ e−ihPn

(
ze2ih

)
.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëèíîì Pn áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

Pn (z) =
n∑

k=0

Ck
nakzk. (6)

Èíäóêöèåé ïî m íà îñíîâàíèè (5) è (6) âûðàçèì ðàçíîñòü [Pn, z]mh
÷åðåç êîýôôèöèåíòû Pn (z):

[Pn, z]mh =
n∑

k=m

Ck
nak

(
1−eikh

) (
1−ei(k−1)h

)
. . .

(
1−ei(k−m+1)h

)
zk, (7)

m = 1, 2, . . . , n.

Âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâàõ èãðàåò ñâÿçü ìåæäó ìåðàìè ïîëèíî-
ìîâ, îáðàçóþùèõ êîìïîçèöèþ ïî Ñåãå. Åñëè çàïèñàòü ïîëèíîìû Pn,
Qn è Rn â âèäå (6) ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè ak,
bk è ck, ïðåäïîëàãàÿ ck = akbk, òî ïîëèíîì Rn îáðàçóåò êîìïîçèöèþ
Pn è Qn; óñëîâèìñÿ ýòî çàïèñûâàòü òàê: Rn = Pn ⊗Qn.

Òåîðåìà A (Â.Â.Àðåñòîâ [6], ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1). Åñëè
Rn = Pn ⊗Qn, òî ‖Rn‖0 ≤ ‖Qn‖0 · ‖Pn‖0.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó èç [7] î ïðèðàùåíèè ïîëèíîìà Pn â L0.
Òåîðåìà B.

∥∥Pn (z)− Pn

(
zeih

)∥∥
0
≤2

(
n sin

nh

2

) 1
2

‖Pn‖0 , 0 < h ≤ π

n
, (8)

‖Pn (z)− Pn (rz)‖0 ≤ n (1− r) ‖Pn‖0 , 1− r ≤ 4 sin2 π

n
, (9)

Çíàê ðàâåíñòâà â (8) è (9) äîñòèãàåòñÿ íà ïîëèíîìå (1 + z)n ïðè
h = π

n è 1− r = 4 sin2 π
n .
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3. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè.
Òåîðåìà 1.

∥∥Pn (z)−Pn

(
zeih

)∥∥
0
≤2n sin

h

2
·
(

e sin−
1
2

h

4

) (n−1)h
π

‖Pn‖0 , 0 < h < π,

(10)

‖Pn (z)− Pn (rz)‖0 ≤ n (1− r) · e 2(n−1)
π arcsin

√
1−r
2 ‖Pn‖0 , 0 < r < 1,

(11)
Ïðè h = π

n−1r = 1 − sin2 π
n îöåíêè (10) è (11) ïî ïîðÿäêó îòíîñè-

òåëüíî n ñîâïàäàþò ñ íàèëó÷øèìè.
Òåîðåìà 2.

‖[Pn, z]mh ‖0≤2m

(
m−1∏

k=0

(n−k) sin
(n−k)h

2

) 1
2

‖Pn‖0 , m≤n, 0<h≤π

n
,

(12)èëè

‖[Pn, z]mh ‖0≤
(

2 sin
h

2

)m

·
m−1∏

k=0

(n−k) ·
(

e sin−
1
2

h

4

)hm
π (n−m−1

2 )
‖Pn‖0 ,

(12)

0 < h < π.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâ
íåðàâåíñòâ (10) è (11) ïîíàäîáèòñÿ îäíî ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî
äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b:

|an − bn| ≤ |a− b| · n sup
(
|a|n−1

, |b|n−1
)

, n ∈ N, (13)

è îöåíêà èíòåãðàëà

−
α∫

0

ln sin tdt ≤ α (− ln sinα + 1) , 0 < α <
π

2
. (14)

Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñ îöåíêè (10). Ñîñòàâëÿåì êîìïîçèöèþ
ðàçíîñòè Pn (z)−Pn

(
zeih

)
ñ ïîëèíîìàìè Pn è Qn. Î÷åâèäíî, Qn (z) =
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n∑
k=1

Ck
n

(
1− eikh

)
zk = (1 + z)n−(

1 + zeih
)n. Ïî òåîðåìå A äîñòàòî÷íî

îöåíèòü èíòåãðàë

I=
1
2π

2π∫

0

ln
∣∣Qn

(
eiϕ

)∣∣ dϕ=
1
2π

2π∫

0

ln
∣∣∣
(
1+eiϕ

)n−
(
1+ei(ϕ+h)

)n∣∣∣ dϕ.

×òîáû ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (13) ê âûðàæåíèþ ïîä çíàêîì ln,
îïðåäåëèì òå çíà÷åíèÿ ϕ, ïðè êîòîðûõ

∣∣1 + ei(ϕ+h)
∣∣ ≤

∣∣1 + eiϕ
∣∣. Ðå-

øàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì
∣∣∣1 + ei(ϕ+h)

∣∣∣ ≤
∣∣1 + eiϕ

∣∣ , −h

2
≤ ϕ ≤ π − h

2
.

Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ϕ π − h
2 ≤ ϕ ≤ 2π − h

2 âûïîëíÿåòñÿ ïðî-
òèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (13)

I≤ ln 2n sin
h

2
+

1
2π

[π−h/2∫

−h/2

ln
∣∣1+eiϕ

∣∣n−1
dϕ+

2π−h/2∫

π−h/2

ln
∣∣∣1+ei(ϕ+h)

∣∣∣
n−1

dϕ

]
.

Óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ðàâåí äðóã äðóãó. Ïîýòîìó

I ≤ ln 2n sin
h

2
+

n− 1
π

π−h/2∫

−h/2

ln
∣∣1 + eiϕ

∣∣ dϕ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðà-
ëà

π∫
0

ln
∣∣1 + eiϕdϕ

∣∣:

π−h/2∫

−h/2

ln
∣∣1 + eiϕ

∣∣ dϕ =

0∫

−h/2

ln
∣∣1 + eiϕ

∣∣ dϕ−
π∫

π−h/2

ln
∣∣1 + eiϕ

∣∣ dϕ =

=

h/2∫

0

ln
∣∣1 + eiϕ

∣∣ dϕ−
0∫

−h/2

ln
∣∣1− eiϕ

∣∣ dϕ =

h/2∫

0

ln
∣∣∣∣
1 + eiϕ

1− eiϕ

∣∣∣∣ dϕ =
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=

h/2∫

0

ln
cos ϕ

2

sin ϕ
2

dϕ ≤ −2

h/4∫

0

ln sinϕdϕ.

Äàëåå ïðîäîëæàåì îöåíêó I ïðè ïîìîùè (14):

I ≤ ln 2n sin
h

2
+

n− 1
π

· h

2

(
− ln sin

h

4
+ 2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖Qn‖0 ≤ 2n sin
h

2
· en−1

π h ·
(

sin
h

4

)−n−1
π ·h

2

è (10) äîêàçàíî. Îòìåòèì, ÷òî âñþäó â äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî ñ÷è-
òàòü 0 < h < π.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå (11). Ñîõðàíÿÿ ïðåäûäóùèé ñïîñîá ðàññóæ-
äåíèé, îïóñòèì íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè.

Êîìïîçèöèÿ Ñåãå è òåîðåìà A ïðèâîäÿò ê íàõîæäåíèþ ìåðû ïî-
ëèíîìà Qn (z) = (1 + z)n− (1 + rz)n =

n∑
k=0

Ck
n

(
1− rk

)
zk. Òàê êàê âñå

êîýôôèöèåíòû Qn äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî â îïðåäåëåíèè ìåðû
Qn äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ ïðîìåæóòêîì [0, π].

Îïðåäåëèì ϕ, ïðè êîòîðûõ
∣∣1 + reiϕ

∣∣ ≤ ∣∣1 + eiϕ
∣∣. Èç íåðàâåíñòâà

(1− r)2 +4r cos2 ϕ
2 ≤ 4 cos2 ϕ

2 âûòåêàåò, ÷òî cos ϕ
2 ≥

√
1−r
2 . Îáîçíà÷èì

α = 2 arccos
√

1−r
2 . Òîãäà

∣∣1 + reiϕ
∣∣ ≤ ∣∣1 + eiϕ

∣∣ , 0 ≤ ϕ ≤ α,

∣∣1 + eiϕ
∣∣ ≤ ∣∣1 + reiϕ

∣∣ ≤ √
1− r, α ≤ ϕ ≤ π.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I =
1
π

π∫

0

lnmax
(∣∣1 + eiϕ

∣∣n−1
,
∣∣1 + reiϕ

∣∣n−1
)

dϕ =

=
1
π

α∫

0

ln
(∣∣1 + eiϕ

∣∣n−1
)

dϕ +
1
π

π∫

α

ln
(∣∣1 + reiϕ

∣∣n−1
)

dϕ
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è
π

n− 1
I ≤

π∫

α

ln
(√

1− r
)
dϕ−

π∫

α

ln 2 cos
ϕ

2
dϕ =

= (π − α) ln
√

1− r − (π − α) ln 2−
π∫

α

ln cos
ϕ

2
dϕ =

=(π−α) ln
√

1−r

2
−2

π−α
2∫

0

ln sin ϕdϕ≤ (π−α)
[
ln
√

1−r

2
− ln cos

α

2
+1

]
=

= π − α = 2
(

π

2
− arccos

√
1− r

2

)
= 2 arcsin

√
1− r

2
.

Òàêèì îáðàçîì,

‖Qn‖0 ≤ n (1− r) sin
h

2
· e 2(n−1)

π arcsin
√

1−r
2

è (11) äîêàçàíî.
Âîïðîñ îá îêîí÷àòåëüíîñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ìîæíî ðå-

øèòü ñðàâíåíèåì (10) è (11) ñ (8) è (9) ïðè h = π
n è 1− r = 4 sin2 π

n .
Åñëè h = π

n , òî êîýôôèöèåíò â (8) ðàâåí 2
√

n. Ïóñòü h = π
n−1 ,

êîýôôèöèåíò â (10) íå ïðåâîñõîäèò 2e · n sin π
2(n−1)

√
2 (n− 1), ò.å.

ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî nîäèí è òîò æå.
Ïðè 1−r = 4 sin2 π

n êîýôôèöèåíò â (11) n (1− r) sin h
2 ·e

2(n−1)
π ·π

n ≤
e2n (1− r), ò.å. îòëè÷àåòñÿ îò êîýôôèöèåíòà â (9) íà ìíîæèòåëü e2.

Òàêîå ñðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî íàø ìåòîä âïîëíå óäî-
âëåòâîðèòåëüíûé â ñìûñëå òî÷íîñòè.

5. Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 1. Çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ îöåíêè ìåðû
ïîëèíîìà Qn ñíèçó. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì

|an − bn| ≥ |a− b| · n inf
(
|a|n−1

, |b|n−1
)

, n ∈ N

è îïðåäåëÿòü inf ïî àíàëîãèè ñ sup, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû, òî inf = (sup)−1. Ïîýòîìó íàèëó÷øàÿ îöåíêà ‖Qn‖0 áåç
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ó÷åòà ìíîæèòåëÿ |a− b| ·n áóäåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà h èëè 1− r âû-
áðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû inf è sup ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé h
èëè 1− r íå çàâèñèëè îò n.

Íàïðèìåð, â îöåíêå (10) ìíîæèòåëü
(
sin h

4

)−n−1
π ·h

2 íå çàâèñèò îò
n, åñëè h = π

(n−1) ln n , è òîãäà

C1n sin
h

2
≤ ‖Qn‖0 ≤ C2n sin

h

2
.

Îöåíêè C3 ≤ ‖Qn‖0 ≤ C4 âîçìîæíû è ïðè áîëåå ìåäëåííîì óáû-
âàíèè h = π

(n−1)
√

ln n
.

Î÷åâèäíî, ïðè 1− r = 4 sin2 π
n

n (1− r) ≤ ‖Qn‖0 ≤ e2n (1− r) ,

à åñëè 1 − r =
(

ln n−2 ln ln n
n

)2, òî ‖Qn‖0 îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó
êîíñòàíòîé.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîëèíîì [Pn, z]mh íà îñíîâà-
íèè ðàâåíñòâà (7) îáðàçóåò êîìïîçèöèþ ñ ïîëèíîìàìè Pn è

Qn=
n∑

k=m

Ck
n

(
1−eikh

)
. . .

(
1−ei(k−m+2)h

)(
1−ei(k−m+1)h

)
zk= [(1+z)n

, z]mn ,

è ïî òåîðåìå A ‖[Pn, z]mh ‖0 ≤ ‖Qn‖0 · ‖Pn‖0.
Âû÷èñëÿòü ìåðó ‖Qn‖0 áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì

òåîðåìû B è ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî ìåðà ïîëèíîìà íå èçìåíÿåòñÿ,
åñëè åãî ðàçäåëèòü èëè óìíîæèòü íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü z.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà zm−1 ïîëèíîì Qn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïåðâóþ ðàçíîñòü ïîëèíîìà

Rn−m+1 =
n∑

k=m−1

Ck
n

(
1− eikh

)
. . .

(
1− ei(k−m+2)h

)
zk−m+1,

è òîãäà ïî òåîðåìå B

‖Qn‖0 =
∥∥z−m+1Qn

∥∥
0

=
∥∥∥[Rn−m+1, z]1h

∥∥∥
0
≤
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≤2
(

(n−m + 1) sin
(n−m + 1) h

2

) 1
2

‖Rn−m+1‖0 , h≤ π

n−m+1
.

Òåïåðü ïîëèíîì zRn−m+1 ïðåäñòàâëÿåò ïåðâóþ ðàçíîñòü ïîëèíîìà

Sn−m+2 =
n∑

k=m−2

Ck
n

(
1− eikh

)
. . .

(
1− ei(k−m+3)h

)
zk−m+2,

è ïîýòîìó
‖Rn−m+1‖0 = ‖zRn−m+1‖0 =

∥∥∥[Sn−m+2, z]1h
∥∥∥

0
≤

≤2
(

(n−m + 2) sin
(n−m + 2) h

2

) 1
2

‖Sn−m+2‖0 , h≤ π

n−m + 2
.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèäåì ê ïî-
ëèíîìó

Un−1 =
n∑

k=1

Ck
n

(
1− eikh

)
zk,

êîòîðûé êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ðàçíîñòüþ (1 + z)n. Çíà÷èò,

‖Un−1‖0 =
∥∥∥[(1 + z)n

, z]1h
∥∥∥

0
≤ 2

(
n sin

nh

2

) 1
2

, h ≤ π

n
.

Ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ìåðû è âûáèðàÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
h ≤ π

n , ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó (12).
Âìåñòî òåîðåìû B ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 (îöåíêó 10).

Òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ ‖[Pn, z]mh ‖0 ñ áîëåå ãðîìîçäêèì êî-
ýôôèöèåíòîì

(
2 sin

h

2

)m m−1∏

k=0

(n− k) ·
(

e sin−
1
2

h

4

) h
π

m−1P
k=0

(n−k−1)

=

=
(

2 sin
h

2

)m m−1∏

k=0

(n− k) ·
(

e sin−
1
2

h

4

)hm
π (n−m−1

2 )
, 0 < h < π.

7. Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ
ïîëèíîìà Pn âäîëü íåêîòîðîãî ðàäèóñà è ðàçíîñòü ïîðÿäêà m çàäàòü
ñóììîé (ñîõðàíÿÿ äëÿ íå¼ ïðåæíåå òðåóãîëüíîå îáîçíà÷åíèå):
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∆m
1−rPn (z) =

m∑

k=0

Ck
m (−1)k

Pn (z (1− k (1− r))).

Òàêèå ðàçíîñòè áûëè ââåäåíû À.Â. Òîâñòîëèñîì è Ð.Ì.Òðèãóáîì
[9] äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ ìîäóëåé ãëàäêîñòè â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Hp, p > 0. Êàê è ðàçíîñòè (3) îíè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:
∆m

1−rPn (z) = ∆1
1−r∆

m−1
1−r Pn (z) è àííóëèðóþò ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè

íå âûøå m− 1.
Ïîýòîìó ìåòîä èíäóêöèè ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ (9) è (1) äàåò

äâå îöåíêè

∥∥∆m
1−rPn (z)

∥∥
0
≤ (1− r)m

m−1∏

k=0

(n− k) ‖Pn‖0 , 1− r ≤ 4 sin2 π

n
,

∥∥∆m
1−rPn (z)

∥∥
0
≤

≤ (1− r)m
m−1∏

k=0

(n− k) · e 2m
π (n−m−1

2 ) arcsin
√

1−r
2 · ‖Pn‖0 , 0 < r < 1.
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