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ÏIÄÑÓÌÎÂÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄÎÌ ÒÈÏÓ
ÀÁÅËß�ÏÓÀÑÑÎÍÀ ÐßÄIÂ ÇÀ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ
ÔÀÁÅÐÀ ÄÐÓÃÎÃÎ ÐÎÄÓ Â IÍÒÅÃÐÀËÜÍIÉ ÌÅÒÐÈÖI
Ïîêàçàíî, ùî â îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ çi ñïðÿìëþâàíèìè æîðäàíîâèìè
ìåæàìè çà ïåâíèõ óìîâ íà ãëàäêiñòü ìåæi, ñåðåäíi ðîçêëàäó â ðÿä çà
ìíîãî÷ëåíàìè Ôàáåðà äðóãîãî ðîäó ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Ñìiðíîâà E1(Ω),
ùî áóäóþòüñÿ çà ìåòîäîì òèïó Àáåëÿ�Ïóàññîíà çáiãàþòüñÿ â iíòå-
ãðàëüíié ìåòðèöi äî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨.

1. Îçíà÷åííÿ i ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé Ω � îäíîçâ'ÿçíà îá-
ëàñòü â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C çi ñïðÿìëþâàíîþ æîðäàíîâîþ ìå-
æåþ Γ = ∂Ω, Φ � ôóíêöiÿ, ÿêà êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹
îáëàñòü Ω− := C \ Ω íà îáëàñòü D− := {w ∈ C : |w| > 1} òàê, ùî
Φ(∞) = ∞, Φ′(∞) > 0 i Ψ := Φ−1 � ôóíêöiÿ îáåðíåíà äî Φ .

Ïðîñòið Ñìiðíîâà E1(Ω) (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 422]) � öå ïðî-
ñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ â Ω ôóíêöié f , äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ çíàéäåòü-
ñÿ ïîñëiäîâíiñòü {Ωj}j≥1 îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé çi ñïðÿìëþâàíèìè
æîðäàíîâèìè ìåæàìè ∂Ωj , ÿêà âè÷åðïó¹ çñåðåäèíè îáëàñòü Ω, òàêà,
ùî

sup
j

∫

∂Ωj

|f(w)||dw| < ∞. (1)

×åðåç E∞(Ω) ïîçíà÷èìî ïðîñòið îáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ â Ω
ôóíêöié.

Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 422]), ùî êîæíà ôóíêöiÿ
f ∈ E1(Ω) ìà¹ ìàéæå ñêðiçü íà ìåæi Γ êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ, ÿêi
ïîçíà÷àòèìåìî òi¹þ ñàìîþ ëiòåðîþ f . Äî òîãî æ, f ∈ L1(Γ), òîáòî
‖f‖

1
:=

∫
Γ
|f(ζ)||dζ| < ∞.

Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞. p-Ôàáåðîâèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ k, k =
0, 1, . . . , (äèâ., íàïðèêëàä, [2 � 4]) äëÿ îáëàñòi Ω íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî-
÷ëåí Fk,p, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ ðîçêëàäó ôóíêöi¨
Φk ·(Φ′)1/p â ðÿä Ëîðàíà â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè. Òàêèì
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÷èíîì,
F0,p(z) = Φ′(∞), z ∈ Ω−,

i

Fk,p(z) = Φk(z) · (Φ′(z))1/p −Qk,p(z), k = 1, 2, . . . , z ∈ Ω−,

äå Qk,p � ïåâíà ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà â îáëàñòi Ω− i òàêà, ùî
Qk,p(∞) = 0.

Ïîçíà÷èìî ΓR := {z ∈ C : |Φ(z)| = R}, ΩR := int ΓR i Ω−R :=
ext ΓR, R ≥ 1.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ p�ôàáåðîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ çà òåîðåìîþ
Êîøi âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

1
2πi

∫

ΓR

Φk(ζ) (Φ′(ζ))1/p dζ

ζ − z
=

Rk+1

2πi

∫

T

ζk(Ψ′(Rζ))1−1/p

Ψ(Rζ)− z
dζ =

(2)

=





0, z ∈ ΩR, k = −1,−2, . . . ,

Fk,p(z), z ∈ ΩR, k = 0, 1, 2, . . . ,

−Φk(z) · (Φ′(z))1/p, z ∈ Ω−R, k = −1,−2, . . . ,

Fk,p(z)− Φk(z) · (Φ′(z))1/p, z ∈ Ω−R, k = 0, 1, 2, . . . ,

â ÿêèõ R ≥ 1, à iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó.
Çàçíà÷èìî ùî ïðè R = 1 ïiä Ψ′(ζ), ζ ∈ T, ðîçóìi¹ìî êóòîâi ãðàíè÷íi
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ψ′, ÿêi âíàñëiäîê ñïðÿìëþâàíîñòi êðèâî¨ Γ iñíóþòü
ìàéæå â êîæíié òî÷öi êîëà T.

Îñêiëüêè äàëi áóäåìî ìàòè ñïðàâó òiëüêè ç ìíîãî÷ëåíàìè Fk,1 i
Fk,∞, òî çàðàäè ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ïîêëàäà¹ìî Fk,∞ := Fk. Íàãà-
äà¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåíè Fk,1 íàçèâàþòü òàêîæ ìíîãî÷ëåíàìè Ôàáåðà
äðóãîãî ðîäó, à ìíîãî÷ëåíè Fk � ìíîãî÷ëåíàìè Ôàáåðà ïåðøîãî ðîäó
àáî ïðîñòî ìíîãî÷ëåíàìè Ôàáåðà.

Ç ðiâíîñòi (2) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ëîðàíà

Ψ′(w)
Ψ(ζ)−Ψ(w)

=
∞∑

k=0

Fk,1(Ψ(w))Ψ′(w)− wk

ζk+1
−

∞∑

k=1

ζk−1

wk
, (3)
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ÿêèé äëÿ äàíîãî ôiêñîâàíîãî w ∈ D− çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i àáñî-
ëþòíî âiäíîñíî ζ â îáëàñòi {ζ : 1 < |ζ| < |w|}. Äî òîãî æ, äëÿ ζ ∈ T,
òîáòî êîëè ζ = eit, t ∈ [0, 2π], ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (3) ¹ ðÿäîì Ôóð'¹
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ eit 7→ Ψ′(w)/(Ψ(eit)−Ψ(w)).

ßêùî ôóíêöiÿ f ∈ E1(Ω), òî ìîæíà îçíà÷èòè ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

f̂k,1 :=
1

2πi

∫

T
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)ζ−k−1dζ, k ∈ Z, (4)

à ÿêùî æ f ∈ E∞(Ω), òî ðàçîì iç (4) ìîæíà îçíà÷èòè i ïîñëiäîâíiñòü
÷èñåë

f̂k :=
1

2πi

∫

T
f(Ψ(ζ))ζ−k−1dζ, k ∈ Z.

Ïîñëiäîâíîñòi {f̂k,1}∞k=−∞ i {f̂k}∞k=−∞ � öå ïîñëiäîâíîñòi êîåôi-
öi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöié f ◦ Ψ · Ψ′ i f ◦ Ψ âiäïîâiäíî, âèçíà÷åíèõ òà
ñóìîâíèõ íà êîëi T := {w ∈ C : |w| = 1}.

Êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ E1(Ω) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ôîðìàëüíèé
ðÿä

∑∞
k=0 f̂k,1Fk,1, òîáòî

f(z) ∼
∞∑

k=0

f̂k,1Fk,1(z), z ∈ Ω.

Öåé ðÿä íàçèâàþòü 1�ôàáåðîâèì ðÿäîì àáî ðÿäîì çà ìíîãî÷ëåíà-
ìè Ôàáåðà äðóãîãî ðîäó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f . Àíàëîãi÷íî, ÿêùî
ôóíêöiÿ f ∈ E∞(Ω), òî ¨é ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ðÿä

f(z) ∼
∞∑

k=0

f̂kFk(z), z ∈ Ω, (5)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôàáåðà ôóíêöi¨ f .
Çàäà÷à ïðî ïiäñóìîâóâàííÿ ìåòîäîì Àáåëÿ �Ïóàññîíà ðÿäó Ôàáå-

ðà (5) ôóíêöi¨, ÿêà ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi Ω i íåïåðåðâíîþ â çà-
ìêíåíié îáëàñòi Ω ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòi [5]. À ñàìå, òàì äî-
âåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà A [5]. Íåõàé Ω � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü çi ñïðÿìëþâàíîþ
æîðäàíîâîþ ìåæåþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêà ¹ àíàëiòè÷-
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íîþ â îáëàñòi Ω i íåïåðåðâíîþ â çàìêíåíié îáëàñòi Ω ñïðàâäæó¹òü-
ñÿ ðiâíiñòü

lim
%→1−

∞∑

k=0

%kf̂kFk(z) = f(z) ∀ z ∈ Ω.

Öå òâåðäæåííÿ ¹ ñóìiæíèì ç òåîðåìîþ 3 ç ìîíîãðàôi¨ [6, ãë.IX,
§3] ïðî ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôàáåðà âñåðåäèíi îáëàñòi ìåòîäàìè, ùî
ïîðîäæóþòüñÿ δ�ïîäiáíèìè ÿäðàìè.

Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîñëiäæåííÿ ðÿäiâ âèãëÿäó

A%(f)(w) := Ψ′(w/%)
∞∑

k=0

%2kf̂k,1Fk,1(Ψ(w/%)), w ∈ T, (6)

íà ïðåäìåò ¨õ çáiæíîñòi ïðè % → 1− äî ôóíêöi¨ f ◦Ψ·Ψ′ â ñåðåäíüîìó
íà êîëi T.

ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî % ∈ [0, 1) ðÿä,
ÿêèì âèçíà÷à¹òüñÿ âåëè÷èíà A%(f)(w) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì âiäíîñíî
w ∈ T, à îòæå, âèçíà÷à¹ äåÿêó ôóíêöiþ çìiííî¨ w ñóìîâíó íà êîëi
T.

Ó âèïàäêó, êîëè Ω = D, Ψ(w) = w, Fk,1(Ψ(w)) = wk, ïðîñòið
Ñìiðíîâà E1(Ω) çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì Ãàðäi H1, f̂k,1 = f̂k äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H1, à ñóìà (6) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∞∑

k=0

%kf̂kwk, w ∈ T,

òîáòî çáiãà¹òüòñÿ ç ñåðåäíiìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà ðÿäó Ôóð'¹ ãðàíè÷íî¨
ôóíêöi¨ f(eit), t ∈ [0, 2π].

Ç îãëÿäó íà öå, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E1(Ω) ñïðàâä-
æó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
%→1−

∫

T

∣∣∣∣f(Ψ(w))Ψ′(w)−Ψ′(w/%)
∞∑

k=0

%2kf̂k,1Fk,1(Ψ(w/%))
∣∣∣∣|dw|=0, (7)

òî áóäåìî êàçàòè, ùî ðÿä çà ìíîãî÷ëåíàìè Ôàáåðà äðóãîãî ðîäó ïiä-
ñóìîâó¹òüñÿ ìåòîäîì òèïó Àáåëÿ�Ïóàññîíà â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi.
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2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ìiñòèòüñÿ â íàñòóïíîìó òâåð-
äæåííi.

Òåîðåìà. Íåõàé Ω � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü çi ñïðÿìëþâàíîþ æîð-
äàíîâîþ ìåæåþ i

A := lim
R→1+

sup
ζ∈T

∫

T

∣∣∣∣
Ψ′(Rw)

Ψ(Rw)−Ψ(ζ)
− 1

Rw − ζ

∣∣∣∣ |dw| < ∞. (8)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E1(Ω) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (7).
Íàâåäåìî ïðèêëàä îáëàñòi, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8). Äëÿ

öüîãî íàãàäà¹ìî òàêå îçíà÷åííÿ.
Íåõàé θ(s) � êóò ìiæ äîäàòíèì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi i äîòè÷-

íîþ äî ãëàäêî¨ êðèâî¨ Γ â òî÷öi M , ÿêà ïî äîâæèíi äóãè íà êðèâié Γ
çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi s âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè êðèâî¨. Ñïðÿìëþâàíà
ãëàäêà êðèâà Γ íàçèâà¹òüñÿ êðèâîþ Àëüïåðà, ÿêùî ìîäóëü íåïåðå-
ðâíîñòi ω(t, θ) ôóíêöi¨ θ(·) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∫ 1

0

ω(t, θ)
1
t

ln
1
t
dt < ∞. (9)

Òâåðäæåííÿ. ßêùî Ω � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, ìåæà ÿêî¨ ¹ çà-
ìêíåíîþ êðèâîþ Àëüïåðà, òî óìîâà (8) âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Â [7], [8] (äèâ. òàêîæ, [9, ãë. VII, §1]) ïîêàçàíî, ùî
äëÿ îáëàñòi, ìåæà ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9), ïîõiäíà Ψ′ ¹ íåïåðå-
ðâíîþ i âiäìiííîþ âiä íóëÿ â çàìêíåíié îáëàñòi D− ∪ T, à ¨¨ ìîäóëü
íåïåðåðâíîñòi â öié çàìêíåíié îáëàñòi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∫ 1

0

ω(t,Ψ′)
t

dt < ∞. (10)

Çðîçóìiëî, ùî âíàñëiäîê öüîãî iñíóþòü äâi ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî

0 < C1 ≤ |Ψ′(w)| ≤ C2 < ∞ ∀ w ∈ D− ∪ T. (11)

Çâiäñè çà òåîðåìîþ 3 ç [6, ãë. IX, §4] âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü äâi ñòàëi
C3 i C4 òàêi, ùî

0 < C3 ≤ |Ψ(w)−Ψ(ζ)|
|w − ζ| ≤ C4 < ∞ ∀ w, ζ ∈ D− ∪ T. (12)
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Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ w, ζ ∈ T i R > 1
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ψ′(Rw)(Rw − ζ)− (Ψ(Rw)−Ψ(ζ)) =

=
∫ Rw

ζ

(Ψ′(Rw)−Ψ′(τ))dτ =
(∫

γ

+
∫

I

)
(Ψ′(Rw)−Ψ′(τ))dτ =

=
∫

γ

(Ψ′(w)−Ψ′(τ))dτ +
∫

I

(Ψ′(Rw)−Ψ′(τ))dτ+

+(Ψ′(Rw)−Ψ′(w))(w − ζ),

â ÿêié iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ âçäîâæ êðèâî¨, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
ìåíøî¨ äóãè γ := ˜(z1, z2) êîëà T , ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z1 = ζ i z2 = w òà
âiäðiçêà I := I[z2, z3], ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z2 i z3 = Rw. Íà îñíîâi öi¹¨
ðiâíîñòi òà ñïiââiäíîøåíü (11) i (12) äëÿ ôóíêöi¨

F (w, ζ) :=
Ψ′(w)

Ψ(w)−Ψ(ζ)
− 1

w − ζ
, w, ζ ∈ D− ∪ T,

äëÿ áóäü-ÿêèõ w, ζ ∈ T i R ∈ (1, 2] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|F (Rw, ζ)| = |Ψ′(Rw)(Rw − ζ)− (Ψ(Rw)−Ψ(ζ))|
|Rw − ζ|2

|Rw − ζ|
|Ψ(Rw)−Ψ(ζ)| ≤

≤ 1
C3

|Ψ′(Rw)(Rw − ζ)− (Ψ(Rw)−Ψ(ζ))|
|Rw − ζ|2 ≤

≤ 1
C3|w − ζ|2

∫

γ

|Ψ′(w)−Ψ′(τ)||dτ |+

+
2C2

C3

R− 1
|Rw − ζ|2 +

|Ψ′(Rw)−Ψ′(w)|
C3|Rw − ζ| ≤

≤ ω (|w − ζ|, Ψ′)
C3|w − ζ| +

6C2

C3

R2 − 1
|Rw − ζ|2 +

ω(R− 1, Ψ′)
C3|Rw − ζ| .

Îòæå, ∫

T
|F (Rw, ζ)||dw| ≤ 1

C3

∫

T

ω (|w − ζ|, Ψ′)
|w − ζ| |dw|+
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+
6C2

C3

∫

T

R2 − 1
|Rw − ζ|2 |dw|+ 1

C3
ω(R− 1, Ψ′)

∫

T

|dw|
|Rw − ζ| =:

=: B1(R) + B2(R) + B3(R).

Ïåðøèé äîäàíîê B1(R) íå çàëåæèòü âiä R i ¹ îáìåæåíèì âíàñëi-
äîê (10). Äðóãèé äîäàíîê B2(R) ÿâëÿ¹ ñîáîþ iíòåãðàë âiä ÿäðà Ïóàñ-
ñîíà, à îòæå, B2(R) = 12πC2/C3. Äëÿ îöiíêè òðåòüîãî äîäàíêà B3(R)
çàóâàæèìî, ùî (äèâ., íàïðèêëàä, [9, ñ. 219])

∫

T

|dw|
|Rw − ζ| ≤ 2π ln

R + 1
R− 1

∀ R > 1, ζ ∈ T.

Òîìó, âíàñëiäîê (10)

lim
R→1+

B3(R) ≤ 2π

C3
lim

R→1+
ω(R− 1, Ψ′) ln

R + 1
R− 1

=

=
2π

C3
lim

t→0+
ω(t,Ψ′) ln

1
t

= 0.

Îá'¹äíàâøè âèùåíàâåäåíi ôàêòè, ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî

A = lim
R→1+

sup
ζ∈T

∫

T
|F (Rw, ζ)||dw| < ∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Âiçüìåìî R > 1 i w ∈ T. Òîäi çãiäíî ç (3)
ìà¹ìî ðiâíiñòü

Fk,1(Ψ(Rw))Ψ′(Rw) = Rkwk−

− 1
2πi

∫

T
ζk

(
Ψ′(Rw)

Ψ(Rw)−Ψ(ζ)
− 1

Rw − ζ

)
dζ, k = 0, 1, 2, . . . .

Âiçüìåìî r > 0 òàêå, ùî r < 1/R. Òîäi ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹
ôîðìóëà

Ψ′(Rw)
∞∑

k=0

rkf̂k,1Fk,1(Ψ(Rw)) =
∞∑

k=0

rkRkf̂k,1w
k−

− 1
2πi

∫

T

( ∞∑

k=0

rkf̂k,1ζ
k

) (
Ψ′(Rw)

Ψ(Rw)−Ψ(ζ)
− 1

Rw − ζ

)
dζ.
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Çðîçóìiëî, ùî âíàñëiäîê àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îáîõ ðÿäiâ ó ïðàâié
÷àñòèíi (13) (âîíè ìàæîðóþòüñÿ ðÿäàìè ‖f‖

1

∑∞
k=0(rR)k), àáñîëþò-

íî çáiãàòèìåòüñÿ é ðÿä ó ëiâié ÷àñòèíi.
Âðàõóâàâøè òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ E1(Ω) çãiäíî ç

òåîðåìîþ Êîøi (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 423])
∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∫

T
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)

dζ

Ψ(ζ)−Ψ(Rw)
= 0, z = Ψ(Rw),

i çãiäíî ç (3)

1
2πi

∫

T

( −1∑

k=−∞
r|k|f̂k,1ζ

k

) (
Ψ′(Rw)

Ψ(Rw)−Ψ(ζ)
− 1

Rw − ζ

)
dζ = 0,

îñòàííþ ôîðìóëó ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

Ψ′(Rw)
∞∑

k=0

rkf̂k,1Fk,1(Ψ(Rw)) =

=
∞∑

k=0

Rkrkf̂k,1w
k +

1
2πi

∫

T
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)

dζ

Rw − ζ
+

+
1

2πi

∫

T

(
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)−

∞∑

k=−∞
r|k|f̂k,1ζ

k

)
×

×
(

Ψ′(Rw)
Ψ(Rw)−Ψ(ζ)

− 1
Rw − ζ

)
dζ. (13)

Ïîçíà÷èìî

(f ◦Ψ ·Ψ′)%(w) :=
1

2πi

∫

T
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)

1− %2

|1− %wζ|
dζ

ζ
.

Íåõàé r = 1/R2 i ïîêëàäåìî % := 1/R. Òîäi r = %2. Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ
ôîðìóëà (13) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Ψ′(w/%)
∞∑

k=0

%2kf̂k,1Fk,1(Ψ(w/%)) =
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= (f ◦Ψ ·Ψ′)%(w) +
1

2πi

∫

T

(
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)− (f ◦Ψ ·Ψ′)%2(ζ)

)×

×
(

Ψ′(w/%)
Ψ(w/%)−Ψ(ζ)

− 1
w/%− ζ

)
dζ

Ôóíêöiÿ (f ◦Ψ·Ψ′)%(·) � öå iíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f ◦Ψ·Ψ′, ÿêà
¹ ñóìîâíîþ íà êîëi T. Òîìó çà âiäîìîþ òåîðåìîþ (äèâ., íàïðèêëàä
[10, ãë. 2])

lim
%→1−

∫

T
|f(Ψ(w))Ψ′(w)− (f ◦Ψ ·Ψ′)%(w)| |dw| = 0. (14)

Îòæå,

lim
%→1−

∫

T

∣∣∣∣∣f(Ψ(w))Ψ′(w)−Ψ′(w/%)
∞∑

k=0

%2kf̂k,1Fk,1(Ψ(w/%))

∣∣∣∣∣ |dw| =

= lim
%→1−

∫

T

∣∣∣∣
∫

T

(
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)− (f ◦Ψ ·Ψ′)%2(ζ)

)×

×
(

Ψ′(w/%)
Ψ(w/%)−Ψ(ζ)

− 1
w/%− ζ

)
dζ

∣∣∣∣ |dw|. (15)

Çãiäíî ç óìîâîþ (8) iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
ìîæíà îöiíèòè òàê

∫

T

∣∣∣∣
∫

T

(
f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)− (f ◦Ψ ·Ψ′)%2(ζ)

) ×

×
(

Ψ′(w/%)
Ψ(w/%)−Ψ(ζ)

− 1
w/%− ζ

)
dζ

∣∣∣∣ |dw| ≤

≤
∫

T

∣∣(f(Ψ(ζ))Ψ′(ζ)− (f ◦Ψ ·Ψ′)%2(ζ)
∣∣ |dζ|×

× sup
ζ∈T

∫

T

∣∣∣∣
Ψ′(w/%)

Ψ(w/%)−Ψ(ζ)
− 1

w/%− ζ

∣∣∣∣ |dw|.

Ïiäñòàâèâøè öþ îöiíêó â (15), âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (8) i (14),
îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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