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ÐÀÇËÈ×ÈÅ ÌÅÆÄÓ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ È
ÎÄÍÎÐÎÄÍÎ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÌÅÐÀÌÈ
ÍÀ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÏÎËÓÎÑÈ

Ïîñòðîåí ïðèìåð ìåðû èç ìíîæåñòâà detS \ det h S, ãäå detS îáî-
çíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ìåð, îïðåäåëåííûõ â ñìûñëå Ñòèëòüåñà,
det h S : =

˘
µ ∈M∗(R+) | Γβµ ∈ detS äëÿ âñåõ β ∈ π∞

¯
, Γβµ(A) :=Pn

k=1 µ(A/βk), A ∈ B(R), π∞ : = {(β1, β2, ..., βn) | 0 < β1 ≤ β2 ≤ ... ≤
βn < ∞ , 1 ≤ n < ∞}, B(R) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîä-
ìíîæåñòâ R è M∗(R+) � ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà R+ ñî
âñåìè êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè.

1. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM∗(R+) èM∗(R) ìíî-
æåñòâà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà R ñî âñåìè êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè
sn(µ) :=

∫
R xndµ(x), n ∈ N0 := {0, 1, 2, ...}, è ñ íåïóñòûì íîñèòåëåì

suppµ :={x ∈ R|∀ε>0 :µ((x−ε, x+ε))>0}, ñîäåðæàùèìñÿ â R+ è R,
ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîé ìåðå µ ∈ M∗(R) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî Vµ

(V +
µ ) âñåõ òåõ ìåð ν ∈ M∗(R) (M∗(R+)), äëÿ êîòîðûõ sn(ν) = sn(µ)

äëÿ âñåõ n ∈ N0.
Ìåðà µ ∈ M∗(R) (M∗(R+)) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé â ñìûñ-

ëå Ãàìáóðãåðà (Ñòèëòüåñà) (ñîêðàùåííî: µ ∈ indetH (indetS)), åñëè
Vµ \ {µ} 6= ∅ (V +

µ \ {µ} 6= ∅), è îïðåäåëåííîé â ñìûñëå Ãàìáóðãå-
ðà (Ñòèëòüåñà) (ñîêðàùåííî: µ ∈ detH (detS)), åñëè Vµ(V +

µ ) = {µ}.
Ìåðû èç ìíîæåñòâà detS ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëåííûìè
íà R+.

Îïðåäåëèì èíäåêñ îïðåäåëåííîñòè ïðîèçâîëüíîé ìåðû µ ∈ detH
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ind(µ) := sup {k ∈ N0 | µk ∈ detH} ,

ãäå dµs(x) := (x2 + 1) sdµ(x), s ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî ind(µ) ñîâïàäàåò
ñ èíäåêñîì indiµ, ââåäåííûì â ðàáîòå [3, p.2795]. Ïóñòü
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π∞ : = {(β1, β2, ..., βn) | 0 < β1 ≤ β2 ≤ ... ≤ βn < ∞ , 1≤n<∞} .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû µ ∈ M∗(R+) è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà β : =
(β1, β2, ..., βn) ∈ π∞ îáîçíà÷èì ÷åðåç Γβµ ìåðó ñëåäóþùåãî âèäà

Γβµ(A) :=
n∑

k=1

µ(A/βk), A ∈ B(R) ,

ãäå B(R) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ R. Ìå-
ðû èç ìíîæåñòâà

det h S : =
{
µ ∈M∗(R+) | Γβµ ∈ detS äëÿ âñåõβ ∈ π∞

}
(1)

áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíî îïðåäåëåííûìè íà R+. Î÷åâèäíî, ÷òî

det h S ⊂ detS ,

è

M∗(R+) ∩ detH ⊂ detS .

Òàê êàê èç µ ∈ M∗(R+) âûòåêàåò µs ∈ M∗(R+) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
s ∈ R, òî èç µk ∈ detH áóäåò ñëåäîâàòü µk ∈ detS, è çíà÷èò,

ind(µ) ≤ sup {k ∈ N0 | µk ∈ detS } , µ ∈M∗(R+) .

Â ðàáîòå [2] ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 áûëî óêàçàíî, ÷òî
ìíîæåñòâî detS \ det h S ñîäåðæèò ìåðû µ ∈ M∗(R+) ñî ñâîéñòâîì
ind(µ) : = +∞. È â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ìåðû áûëà áåç äîêàçà-
òåëüñòâà ïðèâåäåíà ìåðà dµ(x) =

∑
k≥1 e−1,5k 2

δ(x− e k). Öåëüþ íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òàêîãî áîëåå îáùåãî ôàêòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äèñêðåòíàÿ ìåðà µ ∈ M∗(R+) îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâîì

dµ(x) =
∑

k≥1

e−1,5k 2
δ( x− e k) , x ∈ R . (2)
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Òîãäà

( Γ(1,0.75)µ )−n /∈ detS ∀ n ≥ 0 ,

íî

µn ∈ detH ∀ n ≥ 0 ,

òî åñòü ind(µ) := +∞.

Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâà ìåð µ è Γ(1,0.75)µ ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì, è ïîýòîìó òðåáîâàíèå
îäíîðîäíîé îïðåäåëåííîñòè íà R+ ñóùåñòâåííî ñèëüíåå òðåáîâàíèÿ
îïðåäåëåííîñòè íà R+.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Äëÿ ρ > 0 ââåäåì

Λ ρ :=
{
{λk}k≥1 |λ1 ≥ 1 + ρ, λk+1 − λk ≥ ρλk, k ≥ 1

}
, (3)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ò.å. ïîëèíîìîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, ÷åðåç W ∗(R) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó
ôóíêöèé w : R → R+, óäîâëåòâîðÿþùèõ ‖xn ‖w < ∞ ∀ n ≥ 0,
ãäå || f ||w := supx∈R w(x) | f(x) |, ÷åðåç W ∗

1 (R) � ìíîæåñòâî òàêèõ
ôóíêöèé w ∈ W ∗(R), ÷òî P ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå C0

w, îïðåäå-
ëåííîì êàê ìíîæåñòâî âñåõ f : R → R, íåïðåðûâíûõ íà R è ñ
lim| x |→∞ w(x)f(x) = 0, ñíàáæåííîå ïîëóíîðìîé ‖ · ‖w.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [5, Th.17] õàðàêòåðèçóåò ñïåöèàëüíûå äèñ-
êðåòíûå âåñà.
Teoðeìà A. Ïóñòü ρ > 0, {λk}k≥1 ∈ Λ ρ , h ∈ W ∗ (R) è Sh := {x ∈
R |h(x) > 0 } = {λk}k≥1, ò.å.

h(x) =
∑

k≥1

hk · χ{λk}(x) , x ∈ R , hk > 0 ∀ k ≥ 1 ,

è lim
k→∞

hkλm
k = 0 äëÿ êàæäîãî m ≥ 0.

Îáîçíà÷èì

ε1(h) := λ1 , εk(h) := λ1 · λ2 · ... · λk−1 · λ 2−k
k , k ≥ 2 .
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Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. Åñëè lim

k→∞
hk

εk(h)
= 0 òî h ∈ W ∗

1 (R).

2. Åñëè
∑

k≥1

εk(h)
hk

< ∞ òî h /∈ W ∗
1 (R).

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ cëåäñòâèå 2.1 èç [1, p.39].
Teoðeìà B. Ìåðà µ ∈ M ∗(R) ïîðîæäàåò îïðåäåëåííóþ ïðîáëå-
ìó ìîìåíòîâ Ãàìáóðãåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

µ(A) =
∫

A

w(x)2

1 + x2
dν(x) ∀ A ∈ B(R) , (4)

ãäå w ∈ W ∗
1 (R) è ν ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé

áîðåëåâñêîé ìåðîé íà R .
Íàïîìíèì òàêæå, èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ì.Ðèññà èç [6] óòâåðæäàåò,

÷òî P ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L2(R, (1 + x2)dµ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà µ ∈ detH .

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
3.1. Ðàññìîòðèì âåñ

ω(x) =
∑

k≥1

e−0.75k2 · χ{ek}(x) , x ∈ R.

Ïóñòü

ρ(x) := ω(x) + ω(x/0.75) =
∑

k≥1

e−0.75k2 · χ{ek}(x)+

∑

k≥1

e−0.75k2 · χ{ek}(x/0.75) =
∑

k≥1

e−0.75k2 · χ{ek}(x)+

∑

k≥1

e−0.75k2 · χ{0.75·ek}(x) =:
∑

k≥1

ρk · χ{µk} ,

ãäå äëÿ k ≥ 1

µ2k−1 = 0.75 · ek , µ2k = ek , ρ2k−1 = ρ2k = e−0.75k2
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k ≥ 1

µ2k+2 =ek+1 >µ2k+1 =0.75ek+1 >µ2k =ek >µ2k−1 =0.75 · ek,

µ2k−µ2k−1 =0.25 · µ2k−1, µ2k+1−µ2k =(0.75e−1)µ2k >µ2k,

îòêóäà

{µk}k≥1 ∈ Λ0.25 , {ek}k≥1 ∈ Λ1 .

Áîëåå òîãî,

εk(ω) = e−
k2

2 +
3k
2 , ε2k(ρ) =

0.75k

ek
· εk(ω)2 = 0.75k · e−k2+2k ,

ε2k+1(ρ) =
εk(ω)2

0.75k−1ek+1
= 0.751−ke−k2+2k−1 .

Íî ïî òåîðåìå À äëÿ n ≥ 0

lim
k→∞

(1 + e2k)n · e−0.75k2

εk(ω)
= lim

k→∞
(1 + e2k)n · e−0.75k2

e−
k2

2 +
3k
2

= 0 ,

∑

k≥2

(1 + µ2
k)n · εk(ρ)
ρk

=
∑

k≥1

(1 + µ2
2k)n · ε2k(ρ)
ρ2k

+

∑

k≥1

(1 + µ2
2k+1)

n · ε2k+1(ρ)
ρ2k+1

=
∑

k≥1

(1 + e2k)n · 0.75k · e−k2+2k

e−0.75k2 +

∑

k≥1

(1 + 0.75e2k+2)n · 0.751−ke−k2+2k−1

e−0.75(k+1)2
< ∞ ,

îòêóäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 0

(1 + x2)n · ω ∈ W ∗
1 (R), (1 + x2)−n · ρ /∈ W ∗

1 (R) . (5)

3.2. Ââåäåì íà R òàêèå äèñêðåòíûå ìåðû:

dδλ(x) =
∑

k≥1

δ(x− ek) , dδµ(x) =
∑

k≥1

δ(x− µk) ,
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Òîãäà äëÿ ìåðû µ, îïðåäåëåííîé â (2), èìååì:

(1 + x2)2ndµ(x) =
∑

k≥1

(1 + e2k)2ne−1,5k 2
δ( x− e k) =

=
(1 + x2)2n+2ω(x)2

1 + x2
·
(

dδλ(x)
1 + x2

)
,

ò.å. ïî òåîðåìå B è (5): µ ∈ detH, ind(µ) : = +∞.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå öå-

ëîå ÷èñëî n, ÷òî ìåðà:

(1 + x2)−2n (dµ(x) + dµ(x/0.75)) = (1 + x2)−2nρ(x)2 dδµ(x) =

=
∑

k≥1

ρ2
k

(1 + µ2
k)2n

δ(x− µk) ,

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé ïî Ñòèëòüåñó. Ïî òåîðåìå B ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò âåñ

h(x) =
∑

k≥1

hk · χ{µk}(x) ∈ W ∗
1 (R) (6)

è êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà

dθ(x) =
∑

k≥1

θk · δ(x− µk) , α2 :=
∑

k≥1

θk < ∞ ,

òàêèå, ÷òî

h2
kθk =

ρ2
k

(1 + µ2
k)2n

, k ≥ 1 ,

îòêóäà

h2
k ≥

ρ2
k

α2 · (1 + µ2
k)2n

,

è ïîòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà, ïðåäøåñòâóþùåìó (5), èìååì
∑

k≥2

εk(h)
hk

≤
∑

k≥2

α · (1 + µ2
k)n · εk(ρ)

ρk
< ∞.
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Ïîýòîìó ïî òåîðåìå A: h /∈ W ∗
1 (R), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (6). Òàêèì

îáðàçîì

( Γ(1,0.75)µ )−2n /∈ detH ∀ n ≥ 0 .

Ïî âûøåóïîìÿíóòîé òåîðåìå Ì.Ðèññà èç [6] àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî-
÷ëåíû íåïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå

L2

(
R,

d Γ(1,0.75)µ(x)
(1 + x2)2n−2

)
∀ n ≥ 0 ,

è ïî òåîðåìå 3.8 èç [4, p.219], óòâåðæäàþùåé, ÷òî ìåðà µ ∈ M∗(R+)

ïðèíàäëåæèò detS òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðàè÷åñêèå ïîëè-
íîìû P ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ L2(R, (1+x)dµ) è L2(R, x(1+x)dµ),
ìû ïîëó÷èì

( Γ(1,0.75)µ )−n /∈ detS ∀ n ≥ 0 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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