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ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ ÔÓÐ'� ÍÀ
ÊËÀÑÀÕ ÔÓÍÊÖIÉ, ËÎÊÀËÜÍÎ IÍÒÅÃÐÎÂÍÈÕ
ÍÀ ÄIÉÑÍIÉ ÎÑI
Äëÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü îïåðàòîðîâ Ôóð'¹ íà êëàñàõ bLψβ â
ìåòðèöi ïðîñòîðiâ bLp, 1 ≤ p ≤ ∞, çíàõîäÿòüñÿ îöiíêè çâåðõó, ÿêi íà
ïåâíèõ ïiäìíîæèíàõ ôóíêöié ¹ òî÷íèìè.

Íåõàé ψ(v) � íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0 ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ìàéæå
ïðè âñiõ t ∈ R iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ

ψ̂(t) = ψ̂β(t) =
1
π

∞∫

0

ψ(v) cos
(
vt+

βπ

2

)
dv, (1)

â ÿêîìó β � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî.
Íåõàé, äàëi, L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞ � ìíîæèíà ôóíêöié ϕ, çàäàíèõ íà

äiéñíié îñè R (i íå îáîâ'ÿçêîâî ïåðiîäè÷íèõ), ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó
íîðìó

‖ϕ‖bp =





sup
a∈R

(
a+2π∫
a

|ϕ(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1;∞),

ess sup
t∈R

|ϕ(t)|, p = ∞.

Òîäi ÷åðåç L̂ψβ , íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ [1, ñ. 168], ïîçíà÷àþòü
ìíîæèíó ôóíêöié f ∈ L̂1, ÿêi ìàéæå ïðè âñiõ x ∈ R ïîäàþòüñÿ
çãîðòêîþ

f(x) = A0 +

∞∫

−∞
ϕ(x+ t)ψ̂(t) dt, (2)

äå A0 � äåÿêà ñòàëà, ϕ ∈ L̂1, a iíòåãðàë ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ èíòå-
ãðàëó ïî ñèìåòðè÷íèì ïðîìiæêàì, ùî ðîçøèðþþòüñÿ. ßêùî f ∈ L̂ψβ
i ïðè öüîìó ϕ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç L̂1, òî ïîêëàäàþòü
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f ∈ L̂ψβN. Ôóíêöiþ ϕ(·) ó çîáðàæåííi (2) íàçèâàþòü (ψ, β)-ïîõiäíîþ
ôóíêöi¨ f(·) i äëÿ íå¨ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ ϕ(·) = fψβ (·). Ó
òîé æå ÷àñ, ôóíêöiþ f(·) íàçèâàþòü (ψ, β)-iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ ϕ(·) i
ïîçíà÷àþòü J ψ

β (ϕ; ·).
Ó ðîáîòi [1, ñ. 169] âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ìíîæèíàìè L̂ψβ i âiäïî-

âiäíèìè ìíîæèíàìè 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié Lψβ , ðàíiøå ââåäåíèìè
Î.I. Ñòåïàíöåì (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòó [2, c. 131]). Çîêðåìà, ïî-
êàçàíî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ ψ(v) íåïåðåðâíà ïðè âñiõ v ≥ 0, β ∈ R,
ïåðåòâîðåííÿ ψ̂(t) = ψ̂β(t) âèãëÿäó (1) ¹ ñóìîâíèì íà âñié äiéñíié
îñi, òî

L̂ψβL
0
1 = L̂ψβ , L̂ψβN = LψβN, N ⊂ L0

1,

äå L0
1 � ìíîæèíà 2π-ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ íà ïåðiîäi ôóíêöié ϕ,

äëÿ ÿêèõ
π∫

−π
ϕ(t) dt = 0.

Çà íàáëèæàþ÷i àãðåãàòè äëÿ ôóíêöié f ∈ L̂ψβN áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè îïåðàòîðè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, îçíà÷åíi â ðîáîòi [1, ñ.
176] òàêèì ÷èíîì

F ∗σ (f ;x) = A0 +

∞∫

−∞
fψβ (x+ t)

(
ψ̂λσ

)
(t;β) dt, (3)

äå
(
ψ̂λσ

)
(t;β) � ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (1) äîáóòêó ψ(v)λσ(v), ó ÿêî-

ìó

λσ(v) =





1, 0 ≤ v ≤ σ − 1,
1− (v − σ + 1)ψ(σ)

ψ(v) , σ − 1 ≤ v ≤ σ,
0, σ ≤ v.

ßê ïîêàçàíî â [1, ñ. 181], ÿêùî f ∈ LψβN, äå LψβN � ïiäìíîæèíà
2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ç L̂ψβN, ôóíêöiÿ ψ(v) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè âñiõ
v ≥ 0, ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ ψ̂(t) âèãëÿäó (1) ¹ ñóìîâíèì íà âñié äiéñíié
îñi R i σ − 1 ∈ [n− 1;n), n ∈ N, òî

F ∗σ (f ;x) = Sn−1(f ;x),
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äå Sn−1(f ;x) � ÷àñòèííà ñóìà ïîðÿäêó n−1 ðÿäó Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(·).
Ó çâ'ÿçêó ç öèì îïåðàòîðè F ∗σ (f ;x) íàçèâàþòü îïåðàòîðàìè Ôóð'¹.

Ó öié ðîáîòi âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî îöiíîê íîðì âåëè÷èí

ρσ(f ;x) = f(x)− F ∗σ (f ;x), f ∈ L̂ψβ , (4)

ó ïðîñòîðàõ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞, ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ íàëåæàòü äî
ìíîæèíè Dα, ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íàñëiäóþ÷è Î.I. Ñòåïàíöÿ (äèâ., íàïðèêëàä [1, c. 193]), ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç M ìíîæèíó îïóêëèõ äîíèçó ïðè âñiõ v ≥ 1 ôóíêöié ψ(v),
äëÿ ÿêèõ lim

v→∞
ψ(v) = 0. Êîæíó ôóíêöiþ ψ ∈ M ïðîäîâæèìî íà ïðî-

ìiæîê [0; 1) òàê, ùîá îòðèìàíà ôóíêöiÿ (ÿêó, ÿê i ðàíiøå, áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç ψ(·)) áóëà íåïåðåðâíîþ ïðè âñiõ v ≥ 0, ψ(0) = 0 i
¨¨ ïîõiäíà ψ′(v) = ψ′(v + 0) ìàëà îáìåæåíó âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó
[0;∞). Ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ÷åðåç A. Íåõàé, äàëi, A∗

� ïiäìíîæèíà ôóíêöié ψ ∈ A ó ÿêèõ, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî v0, iñíó¹
ñêií÷åííà ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó ψ′′(v). Òîäi ïîêëàäåìî

Dα =
{
ψ ∈ A∗ : lim

v→∞
ψ′′(v)
ψ′(v)

= −α, α > 0
}
. (5)

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ψ ∈ Dα, òî âíàñëiäîê ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ

lim
v→∞

ψ′(v)
ψ(v)

= lim
v→∞

ψ′′(v)
ψ′(v)

= −α, α > 0. (6)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÿêùî ψ ∈ Dα, òî ïîñëiäîâíiñòü ψk = ψ(k),
k = 1, 2, . . . , ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè Dq ç ðîáîòè [3]:

Dq =
{
ψk : lim

k→∞
ψ(k + 1)
ψ(k)

= q, q = e−α, α > 0
}
.

Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíà-
êîì iíòåãðàëó i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6), çíàõîäèìî

lim
k→∞

ψ(k + 1)
ψ(k)

= lim
k→∞

eln
ψ(k+1)
ψ(k) =

= e
lim
k→∞

k+1R
k

ψ′(v)
ψ(v) dv

= e
lim
k→∞

1R
0

ψ′(v+k)
ψ(v+k) dv

= e−α = q.
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Ó ðîáîòi [3] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî çàäà÷i ïðî îòðèìàííÿ àñèìïòî-
òè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èí

E(LψβN;Sn)p = sup
f∈LψβN

||f(x)− Sn(f ;x)||p, 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dq, (7)

ìîæóòü áóòè çâåäåíèìè äî àíàëîãi÷íèõ çàäà÷ äëÿ âåëè÷èí
E(LqβN;Sn)p, äå LqβN � ìíîæèíè iíòåãðàëiâ Ïóàññîíà (äèâ., íàïðè-
êëàä, ðîáîòó [2, c. 301]). Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ
âåëè÷èí âåðõíiõ ìåæ âiäõèëåíü ñóì Ôóð'¹ íà êëàñàõ iíòåãðàëiâ Ïóàñ-
ñîíà [4 � 5], â ðÿäi âàæëèâèõ âèïàäêiâ äëÿ âåëè÷èíè (7) áóëè çíàéäåíi
àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi. Ó öié ðîáîòi ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3] ðîçïîâñþä-
æóþòüñÿ ç ïåðiîäè÷íîãî âèïàäêó íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ îïåðàòîðà-
ìè F ∗σ (t) êëàñiâ L̂ψβ . Ïðè öüîìó, äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ôîð-
ìóë âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [6], äå âèâ÷àëèñü àïðîêñè-
ìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ F ∗σ (t) íà êëàñàõ L̂ψβ ó âèïàäêó, êîëè

ψ(v) =
{
ψ1(v), v ∈ [0; 1),
e−αv, v ≥ 1,

äå α > 0 � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ψ1(v) � äåÿêà àáñîëþòíî íåïåðå-
ðâíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ïîõiäíó ψ′1(v) îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà âiäðiçêó
[0; 1], i òàêà, ùî ψ1(0) sin βπ

2 = 0 i ψ1(1) = e−α. Â öüîìó âèïàäêó ìíî-
æèíè L̂ψβ ïîçíà÷àþòüñÿ L̂αβ , à (ψ;β)-ïîõiäíà i (ψ;β)-iíòåãðàë � fαβ i
J α
β âiäïîâiäíî.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêå ìà¹ äîïîìiæíèé õàðàêòåð i

¹ íåïåðåðâíèì àíàëîãîì ëåìè 1 ç ðîáîòè [3].
Ëåìà 1. Íåõàé ψ ∈ Dα. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà σ > 0 âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∞∫

σ

ψ(v) cos(vt+
βπ

2
)dv=ψ(σ)

[
eασ

∞∫

σ

e−αv cos(vt+
βπ

2
)dv+rσ(t)

]
, (8)

ïðè÷îìó, äëÿ âåëè÷èíè rσ(t) = rσ(ψ;α;β; t), ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî σ0,
ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|rσ(t)| ≤ εσ
α(α− εσ)

, ∀t ∈ R, (9)
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|rσ(t)| ≤ 1
t2

(2α+ 1)εσ
α− εσ

, ∀t ∈ R, (10)

äå

εσ= max{ε(1)σ , ε(2)σ }, ε(1)σ = sup
t≥σ

∣∣∣ψ
′(t)
ψ(t)

+ α
∣∣∣, ε(2)σ = sup

t≥σ

∣∣∣ψ
′′(t)
ψ(t)

− α2
∣∣∣. (11)

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî
∞∫

σ

ψ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv =

∞∫

0

ψ(v + σ) cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv =

= ψ(σ)
( ∞∫

0

e−αv cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv + rσ(t)

)
,

äå

rσ(t) =

∞∫

0

(ψ(v + σ)
ψ(σ)

− e−αv
)

cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv. (12)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (9). Ìà¹ìî

|rσ(t)| ≤
∞∫

0

∣∣∣ψ(v + σ)
ψ(σ)

− e−αv
∣∣∣ dv. (13)

ßêùî ψ(v+σ)
ψ(σ) ≥ e−αv, òî

∣∣∣ψ(v + σ)
ψ(σ)

− e−αv
∣∣∣ =

ψ(v + σ)
ψ(σ)

− e−αv =

= e

σ+vR
σ

ψ′(x)
ψ(x) dx − e−αv ≤ e(−α+ε(1)σ )v − e−αv.

ßêùî æ ψ(v+σ)
ψ(σ) < e−αv, òî áåðó÷è äî óâàãè îïóêëiñòü ôóíêöi¨ eλt,

îòðèìó¹ìî

∣∣∣ψ(v + σ)
ψ(σ)

− e−αv
∣∣∣ = e−αv − ψ(v + σ)

ψ(σ)
= e−αv − e

σ+vR
σ

ψ′(x)
ψ(x) dx ≤
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≤ e−αv − e(−α−ε
(1)
σ )v ≤ e(−α+ε(1)σ )v − e−αv.

Îòæå, çàâæäè
∣∣∣ψ(v + σ)

ψ(σ)
− e−αv

∣∣∣ ≤ e(−α+ε(1)σ )v − e−αv. (14)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (5) i (11) âåëè÷èíà ε(1)σ > 0 ìîíîòîííî
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ →∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêî-
ãî σ0, áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü −α+ ε

(1)
σ < 0. Òîìó, âðàõîâóþ÷è

îöiíêè (13) i (14), çíàõîäèìî

|rσ(t)| ≤
∞∫

0

(e(−α+ε(1)σ )v − e−αv) dv =
ε
(1)
σ

α(α− ε
(1)
σ )

,

i, îñêiëüêè ε(1)σ < εσ, òî íåðiâíiñòü (9) âèêîíó¹òüñÿ.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ íàðåøòi ó ñïðàâåäëèâîñòi íåðiâíîñòi (10). Äâi÷i

iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

rσ(t) =
1
t2

(ψ′(σ)
ψ(σ)

+ α
)

cos(σt+
βπ

2
)−

− 1
t2

∞∫

0

(ψ′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
)

cos((v + σ)t+
βπ

2
) dv ≤

≤ 1
t2

∣∣∣ψ
′(σ)
ψ(σ)

+ α
∣∣∣ +

1
t2

∞∫

0

∣∣∣ψ
′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
∣∣∣ dv. (15)

Îñêiëüêè ψ ∈ Dα, òî lim
t→∞

ψ′′(t)
ψ(t) = α2. Äiéñíî, âðàõîâóþ÷è (6),

çíàõîäèìî
lim
t→∞

ψ′′(t)
ψ(t)

= lim
t→∞

ψ′′(t)
ψ′(t)

ψ′(t)
ψ(t)

= α2. (16)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé äîäàíîê iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíî-
øåííÿ (15). ßêùî ψ′′(σ+v)

ψ(σ) ≥ α2e−αv, òî áåðó÷è äî óâàãè (11), îäåð-
æó¹ìî ∣∣∣ψ

′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
∣∣∣ =

ψ′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv =
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=
ψ′′(σ + v)
ψ(σ + v)

e

σ+vR
σ

ψ′(x)
ψ(x) dx − α2e−αv ≤ (α2 + ε(2)σ )e(−α+ε(1)σ )v − α2e−αv ≤

≤ (α2 + εσ)e(−α+εσ)v − α2e−αv.

ßêùî æ ψ′′(σ+v)
ψ(σ) < α2e−αv, òî, âðàõîâóþ÷è îïóêëiñòü ôóíêöi¨ eλt,

îòðèìó¹ìî
∣∣∣ψ

′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
∣∣∣ = α2e−αv − ψ′′(σ + v)

ψ(σ)
=

= α2e−αv − ψ′′(σ + v)
ψ(σ + v)

e

σ+vR
σ

ψ′(x)
ψ(x) dx≤ α2e−αv − (α2 − ε(2)σ )e(−α−ε

(1)
σ )v≤

≤ α2(e−αv− e(−α−ε(1)σ )v) + ε(2)σ e(−α−ε
(1)
σ )v≤ (α2 + εσ)e(−α+εσ)v−α2e−αv.

Îòæå, çàâæäè
∣∣∣ψ

′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
∣∣∣ ≤ (α2 + εσ)e(−α+εσ)v − α2e−αv. (17)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (6), (11) i (16) âåëè÷èíà εσ > 0 ìîíî-
òîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè σ →∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è
ç äåÿêîãî σ0, áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü −α + εσ < 0. Áåðó÷è äî
óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (17), îòðèìó¹ìî
∞∫

0

∣∣∣ψ
′′(σ + v)
ψ(σ)

− α2e−αv
∣∣∣ dv ≤

∞∫

0

[(α2 + εσ)e(−α+εσ)v − α2e−αv] dv =

= − α2 + εσ
−α+ εσ

− α =
α+ 1
α− εσ

εσ. (18)

Çiñòàâëÿþ÷è òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ (15) i (18), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî,
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî σ0, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (10). Ëåìà äîâåäåíà.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi çà äîïîìîãîþ ëåìè 1 âñòàíîâëþ¹òüñÿ
çâ'ÿçîê ìiæ íîðìàìè ó ïðîñòîðàõ L̂p âåëè÷èí ρσ(f ; ·), f ∈ L̂ψβ L̂p,

ψ ∈ Dα, îçíà÷åíèõ ó ñïiââiäíîøåííi (4), i âåëè÷èí ρσ(J α
β (fψβ ); ·).
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Íåõàé

Eσ(ϕ)bp = inf
u∈W 2

σ

‖ϕ(·)− u(·)‖bp, W 2
σ =

{
u ∈ Eσ :

∞∫

−∞

u2(t)
1 + t2

dt <∞
}
,

äå Eσ � ìíîæèíà öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ùî íå ïå-
ðåâèùó¹ σ. Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dα i âåëè÷èíà εσ îçíà÷åíà
ó ñïiââiäíîøåííÿõ (11). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p ïðè
σ →∞

‖ρσ(f ; ·)‖p̂ = ψ(σ)
[
eασ‖ρσ(J α

β (fψβ ); ·)‖p̂+

+O(1)
(2α2 + α+ 2)εσ

α(α− εσ)
Eσ−1(f

ψ
β )p̂

]
, (19)

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ
σ, p, α, ψ i β.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ L̂ψβ L̂p, 1 ≤ p ≤ ∞. Çi ñïiââiäíîøåíü (2) i
(3) âèïëèâà¹, ùî ìàéæå ñêðiçü

ρσ(f ; ·) = f(x)− F ∗σ (f ;x) =

∞∫

−∞
fψβ (x− t)d̂σ(t) dt, (20)

äå

d̂σ(t) =
1
π

∞∫

0

dσ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv,

dσ(v) = (1− λσ(v))ψ(v) =

{ 0, 0 ≤ v ≤ σ − 1,
(v − σ + 1)ψ(σ), σ − 1 < v < σ,
ψ(v), σ ≤ v.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W 2
τ , τ ≤ σ − 1 âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [1, c. 186])
∞∫

−∞
ϕ(x− t)d̂σ(t) ≡ 0,
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òî, ïîêëàäàþ÷è h(x− t) = fψβ (x− t)− ϕ(x− t), ∀ϕ ∈ W 2
τ , τ ≤ σ − 1,

ñïiââiäíîøåííÿ (19) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ρσ(f ; ·) = f(x)− F ∗σ (f ;x) =

∞∫

−∞
h(x− t)d̂σ(t) dt. (21)

Íåõàé òåïåð

q̂σ(t) =
1
π

∞∫

0

qσ(v) cos(vt+
βπ

2
) dv,

qσ(v) =

{ 0, 0 ≤ v ≤ σ − 1,
(v − σ + 1)e−ασ, σ − 1 < v < σ,
e−αv, σ ≤ v.

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (8) i (21) îòðèìó¹ìî, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ x

ρσ(f ;x) =

∞∫

−∞
ψ(σ)

[
eασ q̂σ(t) + rσ(t)

]
h(x− t) dt =

= ψ(σ)
(
eασ

∞∫

−∞
h(x− t)q̂σ(t) dt+Rσ(f ;x)

)
=

= ψ(σ)
(
eασρσ(J α

β ;x) +Rσ(f ;x)
)
, (22)

äå

Rσ(f ;x) =

∞∫

−∞
h(x− t)rσ(t) dt,

à ôóíêöiÿ rσ(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (12).
Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî, îòðèìó¹ìî

‖Rσ(f ;x)‖p̂ = sup
a∈R

(

a+2π∫

a

|
∞∫

−∞
h(x− t)rσ(t) dt|p dx)1/p ≤
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≤
∞∫

−∞
|rσ(t)| sup

a∈R
(

π∫

−π
|h(x+ a− t)|p dx)1/p dt = ‖h‖p̂‖rσ‖1,

äå

‖h‖p̂ = ‖fψβ − ϕ‖p̂, ‖rσ‖1 =

∞∫

−∞
|rσ(t)| dt.

Ðîçãëÿäàþ÷è òåïåð íèæíþ ãðàíü ïðè ϕ ∈W 2
σ−1, îäåðæó¹ìî

‖Rσ(f ;x)‖p̂ ≤ Eσ−1(f
ψ
β )p̂‖rσ‖1. (23)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (9) i (10), çíàõîäèìî

‖rσ‖1 =
∫

|t|≤1

|rσ(t)| dt+
∫

|t|≥1

|rσ(t)| dt ≤

≤ 2εσ
α(α− εσ)

+
(2α+ 1)εσ
α− εσ

≤ 2α2 + α+ 2
α(α− εσ)

εσ, (24)

äå âåëè÷èíà εσ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (11).
Çi ñïiââiäíîøåíü (22)�(24) îäåðæó¹ìî ôîðìóëó (19). Òåîðåìà äî-

âåäåíà.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð òåîðåìó 1 ðîáîòè [6, ñ. 363], ç òåîðåìè 1

îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 1. Â óìîâàõ òåîðåìè 1 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L̂ψβ L̂p

ïðè σ →∞

‖ρσ(f ;x)‖p̂ ≤ ψ(σ)
( 4
π2
I(α)+O(1)

(α+ 1
ασ

+
2α2 + α+ 2
α(α− εσ)

εσ

))
Eσ−1(f

ψ
β )p̂,

äå

I(α)=

∞∫

0

√(1− cos t
t2

+
α

t2 + α2

)2

+
( t− sin t

t2
− t

t2 + α2

)2

, (25)

a O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ
σ, p, α, ψ i β. Äëÿ âåëè÷èíè I(α) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

max{π; ln
α2 + 1
α

− 0, 65903} < I(α) < 3, 72695 + ln
α2 + 1
α

.
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Íåõàé

Ŝp =
{
f ∈ L̂p : ‖f‖p̂ ≤ 1

}
, L̂ψβ Ŝp = L̂ψβ,p.

Ðîçãëÿäàþ÷è âåðõíi ìåæi îáîõ ÷àñòèí ôîðìóëè (19) ïî êëàñàõ
L̂ψβ,p i âðàõîâóþ÷è, ùî

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂

df= sup
f∈bLψβ,p

‖ρσ(f ; ·)‖p̂ = sup
‖ϕ‖p̂≤1

‖ρσ(J ψ
β (ϕ); ·)‖p̂,

îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, ψ ∈ Dα i âåëè÷èíà εσ îçíà÷åíà
ó ñïiââiäíîøåííÿõ (11). Òîäi ïðè σ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà
ôîðìóëà

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ = ψ(σ)

(
eασE(L̂αβ,p;F

∗
σ )p̂ +O(1)

(2α2 + α+ 2)
α(α− εσ)

εσ

)
,

äå O(1) � âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ
σ, p, α, ψ i β.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð òåîðåìîþ 1′ ðîáîòè [6, c. 364], ç òåîðåìè 2
îäåðæó¹ìî íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ äîâiëüíîãî êëàñó L̂ψβ,p, ψ ∈ Dα, β ∈ R, p ∈ [1;∞)
ïðè σ →∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

E(L̂ψβ,p;F
∗
σ )p̂ ≤ 4ψ(σ)

π2

(
I(α) +O(1)

[α+ 1
ασ

+
2α2 + α+ 2
α(α− εσ)

εσ

])
,

ÿêå ïðè p = ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ðiâíiñòü

E(L̂ψβ,∞;F ∗σ )c∞ =
4ψ(σ)
π2

(
I(α) +O(1)

[α+ 1
ασ

+
2α2 + α+ 2
α(α− εσ)

εσ

])
,

äå âåëè÷èíà I(α) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (25), à O(1) � âå-
ëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ σ, p, α, ψ i β.
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