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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÖÅÍÊÀÕ
ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÈÕ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÎÂ
ÊËÀÑÑÎÂ ÊÐÀÒÍÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ ÏÓÀÑÑÎÍÀ
Íàéäåíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé èç íèõ, è
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâåðòêè ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà
Lp(Td) ñ êðàòíûì ÿäðîì Ïóàññîíà.

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñëàáàÿ àñèìïòîòèêà M -ïîïåðå÷íèêîâ ïî
Êîëìîãîðîâó êëàññîâ Aρ

p,β ñâåðòîê ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
ñ ìíîãîìåðíûì ÿäðîì Ïóàññîíà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå
M -ìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
Lq(Td), 1≤q≤∞, èçìåðèìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé ôóíêöèé f(x) = f(x1, . . . , xd) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

||f ||p =
(

(2π)−d

∫

Td

|f(x)|pdx

)1/p

ïðè 1 ≤ p < ∞
è

||f ||∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)| ïðè p = ∞.

Çäåñü Td:=
d∏

j=1

[−π, π)={x∈Rd : x=(x1, . . . , xd), xj∈[−π, π), j=1, d}.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖X , F �

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî â X.
Îïðåäåëåíèå. M -ìåðíûì ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó (êîëìî-

ãîðîâñêèì M -ïîïåðå÷íèêîì) ìíîæåñòâà F â ïðîñòðàíñòâå X íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà

dM (F ; X) = inf
LM⊂X

sup
x∈F

inf
u∈LM

‖x− u‖X ,

ãäå âíåøíèé èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ëèíåéíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâàì LM â X, dim LM = M.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà X ðàññìàòðèâàåòñÿ Lq(Td), à â êà÷åñòâå
àïïðîêñèìèðóåìîãî ìíîæåñòâà F � ìíîæåñòâî ôóíêöèé

Aρ
p,β={f : f(x)=(2π)−d

∫

Td

ϕ(y)P (ρ; β; x−y)dy, ϕ∈Lp(Td), ‖ϕ‖p≤1},

ãäå P (ρ; β; t) := 2d
∑

k∈Nd

d∏
j=1

ρkj cos(kjtj − βjπ
2 ), 0 < ρ < 1,

β = (β1, . . . , βd) ∈ Rd.
Êëàññû Aρ

p,β ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ñïåêòðà ìíîæåñòâ

Ar,α
p,β={f : f(x)=(2π)−d

∫

Td

ϕ(y)P r,α
p,β (x−y)dy, ϕ∈Lp(Td), ‖ϕ‖p≤1},

P r,α
p,β (t)=2d

∑

k∈Nd

d∏

j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj−βjπ

2
), αj>0, rj>0, βj∈R.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà. Ïóñòü 2 ≤ q ≤ p < ∞. Òîãäà 1

dM (Aρ
p,β ; Lq(Td)) ³ ρ

1
2 (d!M)1/d

, d! = 1 · 2 · 3 · . . . · d.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå d = 1 â [1] íàéäåíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó
çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íèêîâ dM (Ar,α

p, β ; Lq(Td)) ïðè ëþáûõ 1 ≤ p, q ≤ ∞ è
r ≥ 1.

Îöåíêè êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ Ar,α
p, β , 0 < r < 1,

(êëàññ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé) â ñëó÷àå d = 1 ïî-
ëó÷åíû äëÿ ìíîãèõ, íî íå äëÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè
p è q, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (ñì. [2,3], à òàêæå [4] � îöåíêè ñíèçó è
[1,5] � îöåíêè ñâåðõó).

Âñþäó â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:
Rd � d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, Zd � öåëî÷èñëåííàÿ ðå-
øåòêà â Rd, Zd

0 = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd :
d∏

j=1

kj 6= 0},

1Çàïèñü α(M) ³ β(M) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α(M) è β(M)
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ∈ N
α(M) ≤ Cβ(M) (ïèøåì α(M) ¿ β(M)) è α(M) ≥ 1

C
β(M) (ïèøåì α(M) À

β(M)).
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Nd = {k = (k1, . . . , kd) : kj = 1, 2, . . . , j = 1, d} (ïðè d = 1 ïèøåì
ñîîòâåòñòâåííî R, Z, Z0 è N); äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Zd ÷åðåç
|Ω| îáîçíà÷àåì êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà Ω.

Õàðàêòåðèñòèêè ïîäìíîæåñòâ â Rd è íåêîòîðûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ íèõ. Ïóñòü ôóíêöèÿ γ : Rd → R òàêîâà, ÷òî γ(t) =
d∑

i=1

|ti|. Îáîçíà÷èì

∆(m) = {k ∈ Zd
0 : γ(k) ≤ m, m ∈ N}

è

θ(m) = {k ∈ Zd
0 : γ(k) = m, m ∈ N}.

Ïîíÿòíî, ÷òî θ(m) = Ø ïðè m < d è ∆(m) =
m⋃

l=d

θ(l).

Ëåìà À. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(i) |θ(m)| = 2dCd−1
m−1,

(ii) Mm := |∆(m)| = 2dCd
m, m ≥ d,

ãäå ÷åðåç Ck
m îáîçíà÷åíû áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû:

Ck
m = m!

k!(m−k)! .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (i) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåøåíèÿ

êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è î êîëè÷åñòâå öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ k1 + . . . + kd = m, m ≥ d (ñì., íàïðèìåð, [6,
c. 158]).

Ðàâåíñòâî (ii) � òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé
|∆(m)| =

m∑
l=d

|θ(l)|, Cn
n+i = Cn+1

n+i+1 − Cn+1
n+i è (i).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Îöåíêè ñâåðõó âåëè÷èí
dM (Aρ

p,β ;Lq(Td)) óñòàíàâëèâàþòñÿ èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ â [7]
ïîðÿäêîâûõ îöåíîê

E4(n)(A
ρ
p,β)q ³ ρn, 1 < q ≤ p < ∞,

ãäå
E4(n)(A

ρ
p,β)q := sup

f∈Aρ
p,β

‖f(x)− S4(n)(f ; x)‖q =
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= sup
f∈Aρ

p,β

‖f(x)−
∑

k∈4(n)

ck(f)ei(k,x)‖q

� òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé Aρ
p,β âåëè÷èí èõ

ïðèáëèæåíèé â ïðîñòðàíñòâå Lq(Td) 4(n)-ñóììàìè Ôóðüå.
À èìåííî, ïóñòü M ≥ 2d = Md � çàäàíî. Îïðåäåëèì n ≥ d èç

óñëîâèÿ Mn ≤ M < Mn+1. Òîãäà 2d n!
d!(n−d)! ≤ M < 2d (n+1)!

d!(n+1−d)! ,

ò.å. n!
(n−d)! ≤ d!M

2d < (n+1)!
(n+1−d)! èëè (n − d + 1)d ≤ d!M

2d < (n + 1)d.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(d!M)1/d

2
− 1 < n ≤ (d!M)1/d

2
+ d− 1, (1)

è ïðè 1 < q ≤ p < ∞
dM (Aρ

p,β ; Lq(Td)) ≤ E4(n)(A
ρ
p,β)q ¿ ρn ¿ ρ

1
2 (d!M)1/d

. (2)

Îöåíêà ñíèçó. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ‖ · ‖q À ‖ · ‖2 ïðè 2 ≤ q ≤
∞, à îöåíêà ñíèçó â òåîðåìå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q, òî äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü å¼ äëÿ ñëó÷àÿ q = 2 (ïðè ëþáîì 1 ≤ p ≤ ∞).

Ïåðâûì øàãîì íà ýòîì ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñëåäóþùåãî
ðåçóëüòàòà.

Ëåììà Ò ([8, c. 70]). Ïóñòü B ⊂ H � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è F ⊂ B. Òîãäà

dn(F ; B) = dn(F ;H).

Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ

dM (Aρ
p,β ; L2(Td)) ≥

≥ dM (Aρ
p,β

⋂
T (4(n + 2)); L2(Td)

⋂
T (4(n + 2))), (3)

ãäå M è n ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1) è äëÿ Ω ⊂ Zd � T (Ω) =
{t : t(x) = t(x1, . . . , xd) =

∑
k∈Ω akei(k,x), ak ∈ C} è äàëüíåéøàÿ

îöåíêà ñíèçó ïðàâîé ÷àñòè (3) áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîñòðîåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé èç Aρ

p,β

⋂
T (4(n + 2)), ò.å. ìíîæåñòâà

W ⊂ Aρ
p,β

⋂
T (4(n + 2)) òàêîãî, ÷òî

dM (W ; L2(Td)
⋂

T (4(n + 2))) À ρ
1
2 (d!M)1/d

.
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Ïóñòü τ = {τs}Mn+2
s=1 � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

â L2(Td)
⋂

T (4(n + 2)); (f ; τs) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f
ïî ñèñòåìå τ, ò.å. (f ; τs) := (2π)−d

∫
Td

f(t)τs(t)dt. Òîãäà

ek(t) := ei(k,t) =
Mn+2∑
s=1

(ek; τs)τs(t), k ∈ 4(n + 2),

τs(t) =
∑

k∈4(n+2)

(τs; ek)ek(t), s = 1,Mn+2,

è
∑

k∈4(n+2)

|ak
s |2 =

Mn+2∑
s=1

|ak
s |2 = 1, ak

s := (ek; τs). (4)

Äàëåå, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç SM (ϕ(·); τ) ÷àñòíóþ ñóììó Ôóðüå ïîðÿäêà
M ïî ñèñòåìå τ, èìååì (ïðè k∈4(n+2))

‖ek(·)−SM (ek(·); τ)‖22=‖
Mn+2∑

s=M+1

ak
sτs(·)‖22=

Mn+2∑

s=M+1

|ak
s |2. (5)

Ïóñòü k0 = (k0
1, . . . , k

0
d) ∈ θ(m) � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå;

40(m):={k=(k1, . . . , kd)∈4(m) : ki=k0
i , i=1, d−1 è 1 ≤ kd ≤ k0

d},

fk0(d) =
∑

k∈40(n+2)

ρnei(k,t).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì C > 0 ôóíêöèÿ Cfk0(d) ∈
Aρ

p,β , 1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ Rd, ïðè ëþáîì k0 ∈ θ(n + 2) (äàëåå, ÷òîáû
íå ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
C = 1).

Èñïîëüçóÿ (5), ìîæåì çàïèñàòü

σk0(d) := (2π)−d

∫

Td

‖fk0(d)(·+ ω)− SM (fk0(d)(·+ ω); τ)‖22dω =

= (2π)−d

∫

Td

‖
∑

k∈40(n+2)

ρnei(k,ω)

Mn+2∑

s=M+1

ak
sτs(·)‖22dω =
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= (2π)−d

∫

Td

Mn+2∑

s=M+1

∣∣∣∣
∑

k∈40(n+2)

ρnak
sei(k,ω)

∣∣∣∣
2

dω =

= ρ2n

Mn+2∑

s=M+1

∑

k∈40(n+2)

|ak
s |2. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî k0 ∈ θ(n + 2)

σk0(d) ≥ Cρ(d!M)1/d

. (7)

Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñ îäíîé ñòîðîíû (ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå (4))

∑

k0∈θ(n+2)

( Mn+2∑

s=M+1

∑

k∈40(n+2)

|ak
s |2

)
=

Mn+2∑

s=M+1

∑

k∈4(n+2)

|ak
s |2 =

= Mn+2 −M À nd−1,

à ñ äðóãîé �

∑

k0∈θ(n+2)

( Mn+2∑

s=M+1

∑

k∈40(n+2)

|ak
s |2

)
=

∑

k0∈θ(n+2)

σk0(d)ρ
−2n

(a)

≤

≤ C
∑

k0∈θ(n+2)

ρ(d!M)1/d

ρ−2n ¿ C|θ(n + 2)| ¿ Cnd−1

(íåðàâåíñòâî (à) çàïèñàíî íà îñíîâàíèè ïðåäïîëîæåíèÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ê (7)).

Âèäèì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó ïðè âûáî-
ðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî C > 0.

Èç ñîîòíîøåíèé (6) è (7) ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðà-
ëîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ω∗ ∈ Td (ïðè îïðåäåëåííîì k0 ∈ θ(n+2))
òàêîå, ÷òî

‖fk0(d)(·+ ω∗)− SM (fk0(d)(·+ ω∗); τ)‖2 À ρ
1
2 (d!M)1/d

,
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à ýòî, â èòîãå, âëå÷åò îöåíêó

dM (Aρ
p,β ; L2(Td)) À ρ

1
2 (d!M)1/d

, 1 ≤ p ≤ ∞,

à çíà÷èò è îöåíêó

dM (Aρ
p,β ;Lq(Td)) À ρ

1
2 (d!M)1/d (8)

ïðè âñåõ 2 ≤ q < ∞, 1 ≤ p ≤ ∞.
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî îöåíêè ñâåðõó (2) è ñíèçó (8) ñîâïàäàþò

ïðè 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.
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