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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ B r

p, θ

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎÃÈÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ Lq

Ïîëó÷åíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé èçîòðîï-
íûõ êëàññîâ Áåñîâà B r

p, θ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñî ñïåêòðîì â êóáè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñòàíîâëåí ïîðÿäîê âåðõíåé ãðàíè óêëîíåíèÿ ÷àñò-
íûõ ñóìì Ôóðüå ôóíêöèé èç êëàññîâ B r

1, θ â ïðîñòðàíñòâå L1.

1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èçîòðîïíûõ êëàññîâ Î.Â. Áåñîâà B r

p, θ è Ñ.Ì.
Íèêîëüñêîãî H r

p ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ïðî-
ñòðàíñòâå L q, 1 ≤ p, q ≤ ∞. Â êà÷åñòâå àïïàðàòà ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé èç íàçâàííûõ êëàññîâ èñïîëüçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëè-
íîìû ñî ñïåêòðîì èç êóáè÷åñêèõ îáëàñòåé.

Êðîìå òîãî, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîðÿäîê âåðõ-
íåé ãðàíè óêëîíåíèÿ ÷àñòíûõ ñóìì Ôóðüå ôóíêöèé èç êëàññîâ B r

1, θ

â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L1.
Ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè áóäóò

îïðåäåëåíû íèæå, à ñíà÷àëà ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è
îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü R d, d ≥ 1, îáîçíà÷àåò d-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýëåìåíòàìè
x = (x1, . . . , xd), è Lp(πd), πd =

d∏
j=1

[−π;π], � ïðîñòðàíñòâî 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ

||f ||p =
(

(2π)−d

∫

πd

|f(x) |pdx
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)| <∞.

c© À.C. Ðîìàíþê, 2008
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Ïóñòü äàëåå k ∈ N è h ∈ Rd. Äëÿ f ∈ Lp(πd) îáîçíà÷èì

4hf(x) = f(x+ h)− f(x)

è îïðåäåëèì êðàòíóþ ðàçíîñòü ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x ñ
øàãîì h ïî ôîðìóëå

∆k
hf(x) = ∆h∆k−1

h f(x), ∆0
hf(x) = f(x).

Êðàòíóþ ðàçíîñòü ∆k
hf(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

∆k
hf(x) =

k∑

l=0

(−1)l+kC l
kf(x+ lh).

Îòïðàâëÿÿñü îò êðàòíîé ðàçíîñòè ∆k
hf(x), îïðåäåëèì ìîäóëü k-ãî

ïîðÿäêà ôóíêöèè f ∈ Lp(πd) (êîòîðûé îáîçíà÷èì ωk(f, t)) ïî ôîð-
ìóëå

ωk(f, t) = sup
|h|≤t

‖ ∆k
hf ‖p,

ãäå |h| � åâêëèäîâà íîðìà h.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ Lp(πd) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó Br
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ ∞, r > 0, åñëè

( ∞∫

0

(t−rωk(f, t))θ dt

t

)1/θ

<∞ ïðè 1 ≤ θ <∞

è
sup
t>0

ωk(f, t)t−r <∞ ïðè θ = ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì ñîîòíîøåíèå
k > r. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Br

p,θ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

‖f‖Br
p,θ

= ‖f‖p +
( ∞∫

0

(t−rωk(f, t))θ dt

t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞

è
‖f‖Br

p,∞ = ‖f‖p + sup
t>0

ωk(f, t)t−r. (1)
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Ïðîñòðàíñòâà B r
p, θ ââåäåíû Î.Â. Áåñîâûì [1] è B r

p,∞ = H r
p , ãäå

H r
p � ïðîñòðàíñòâà, ââåäåííûå Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì [2]. Òàêèì îáðàçîì,

äàëåå B r
p, θ � ýòî êëàññ ôóíêöèé f ∈ Lp(πd), äëÿ êîòîðûõ ‖f‖Br

p,θ
≤ 1.

Â ïðîâîäèìûõ íèæå ðàññóæäåíèÿõ íàì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòü-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûì (ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ) îïðå-
äåëåíèåì íîðìû ïðîñòðàíñòâ B r

p, θ.
Ïóñòü Vm(t), m ∈ N, îáîçíà÷àåò ÿäðî Âàëëå Ïóññåíà âèäà :

Vm(t) = 1 + 2
m∑

k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt.

Òîãäà ìíîãîìåðíîå ÿäðî Vm(x), m ∈ N, x ∈ πd, îïðåäåëèì ñîãëàñíî
ôîðìóëå

Vm(x) =
d∏

j=1

Vm(xj).

Ïóñòü Vm � îïåðàòîð, êîòîðûé çàäàåò ñâåðòêó ôóíêöèè f ∈ Lp(πd)
ñ ìíîãîìåðíûì ÿäðîì Vm(x), ò.å.

Vmf(x) df= f(x) ∗ Vm(x) = Vm(f, x).

Ïîëîæèì äëÿ f ∈ L1(πd)

σ0(f, x) = V1(f, x), σs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s = 1, 2, . . . .

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, r > 0 (ñ òî÷íîñòüþ äî àá-
ñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ) êëàññû B r

p, θ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [3]):

B r
p, θ =

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||B r

p, θ
≤ 1

}
,

ãäå

||f ||B r
p, θ

=
( ∑

s∈Z+

2s r θ ||σs(f, x)|| θp
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||B r
p,∞ = sup

s∈Z+

2s r ||σs(f, x)||p, θ = ∞.

(2)
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñëó÷àå 1 < p < ∞ ìîæíî çàïèñàòü ýêâè-
âàëåíòíûå (ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ) îïðåäåëåíèÿ,
èñïîëüçóÿ â (2) âìåñòî σs(f, x) äâîè÷íûå "áëîêè" ðÿäà Ôóðüå ôóíê-
öèè f(x).

Äëÿ f ∈ Lp(πd) è s ∈ Z+ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f0(x) = f̂(0), fs(x) =
∑

2s−1≤max |kj |<2s

j=1,d

f̂(k)ei(k, x), s = 1, 2, . . . ,

ãäå (k, x) = k1 x1 + . . .+ kd xd è

f̂(k) = (2π)−d

∫

πd

f(t) e−i(k, t)dt

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x).
Òîãäà ïðè 1 < p <∞ è r > 0

B r
p, θ =

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||B r

p, θ
≤ 1

}
,

ãäå

||f ||B r
p, θ

=
( ∑

s∈Z+

2s r θ ||fs(x)|| θp
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||B r
p,∞ = sup

s∈Z+

2s r ||fs(x)||p, θ = ∞.

(2 ′)

Îòìåòèì, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà θ êëàññû B r
p, θ ñóæàþòñÿ,

ò.å. ïðè 1 ≤ θ ≤ θ′ ≤ ∞ èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ

B r
p, 1 ⊂ B r

p, θ ⊂ B r
p, θ′ ⊂ B r

p,∞ = Hr
p .

2. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ B r
p, θ â ïðîñòðàíñòâå

Lq. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âåëè÷èíû, êîòîðûå çäåñü áóäóò èññëåäîâàòü-
ñÿ. Äëÿ f ∈ L1(πd) è n ∈ N ÷åðåç Sn(f, x) îáîçíà÷èì êðàòíóþ ñóììó
Ôóðüå

Sn(f, x) =
∑

|kj |<2n

j=1,d

f̂(k)ei(k, x),
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êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçûâàòü êóáè÷åñêîé ñóììîé Ôóðüå ôóíêöèè
f(x). Çàìåòèì, ÷òî â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ñóììó Sn(f, x)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Sn(f, x) =
n∑

s=0

fs(x).

Èòàê, äëÿ f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, îáîçíà÷èì

En(f)q = ‖ f(x)− Sn(f, x) ‖q

è åñëè F ⊂ Lq(πd) � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ, òî ïîëîæèì

En(F )q = sup
f∈F

En(f)q.

Ïóñòü Tn � ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ t(x) âèäà

t(x) =
∑

k∈K(n)

ck e
i(k, x),

ãäå K(n) = { k = (k1, . . . , kd) : |kj | < 2n, j = 1, d }.
Äëÿ f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, ïîëàãàåì

En(f)q = inf
t∈Tn

||f − t||q

è äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà F ⊂ Lq(πd) �

En(F )q = sup
f∈F

En(f)q.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïî-
ðÿäêîâûõ ñîîòíîøåíèé. Äëÿ ôóíêöèé ν1(N) è ν2(N) çàïèñü
ν1 ¿ ν2 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî
ν1(N) ≤ Cν2(N). Ñîîòíîøåíèå ν1 ³ ν2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
ν1 ¿ ν2 è ν1 À ν2. Âñå ïîñòîÿííûå Ci, i = 1, 2, . . . , êîòîðûå áóäóò
âñòðå÷àòüñÿ â ðàáîòå, ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò òåõ ïàðàìåòðîâ, êî-
òîðûå ñîäåðæàòñÿ â îïðåäåëåíèÿõ êëàññîâ, ìåòðèêè è ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà Rd.
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ è ïðè ýòîì

(p, q) 6= (1, 1), (∞,∞). Òîãäà ïðè r > d
(

1
p − 1

q

)
+

ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ

En(B r
p, θ)q ³ En(B r

p, θ)q ³ 2−n(r−d( 1
p− 1

q )+), (3)

ãäå a+ = max{a; 0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì â (3) îöåíêó ñâåðõó. Ïðè

ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê, äîêàçàííîå
Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì. Äëÿ óäîáñòâà ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà À [2]. Ïóñòü n = (n1, . . . , nd), nj ∈ N, j = 1, d, è

t(x) =
∑

|kj |≤nj

ck e
i (k, x).

Òîãäà ïðè 1 ≤ q < p ≤ ∞ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|| t ||p ≤ 2 d
d∏

j=1

n
( 1

q− 1
p )

j || t || q.

Èòàê, ïîñêîëüêó B r
p, θ ⊂ H r

p , 1 ≤ θ < ∞, òî èñêîìóþ îöåíêó
ñâåðõó äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü äëÿ âåëè÷èíû En(H r

p )q. Äàëåå áóäåì
ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðà-
ìåòðàìè p è q.

à) Ïóñòü ñíà÷àëà 1≤p<q≤∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qo íåêîòîðîå ÷èñ-
ëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ p < qo < q . Ïîñêîëüêó äëÿ f ∈ H r

p

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ‖σs(f, x)‖p ≤ 2−s r, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
Ìèíêîâñêîãî è íåðàâåíñòâó ðàçíûõ ìåòðèê Íèêîëüñêîãî ìîæåì çà-
ïèñàòü

‖ f(x)− Sn(f, x) ‖q = ‖
∞∑

s=n+1

fs(x) ‖q ≤
∞∑

s=n+1

‖ fs(x) ‖q¿

¿
∞∑

s=n+1

2s d( 1
qo
− 1

q )‖ fs(x) ‖qo
³

∞∑
s=n+1

2s d( 1
qo
− 1

q )‖ σs(f, x) ‖qo
¿
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¿
∞∑

s=n+1

2s d( 1
qo
− 1

q ) 2s d( 1
p− 1

qo
) ‖ σs(f, x) ‖p=

∞∑
s=n+1

2s d( 1
p− 1

q )×

× ‖ σs(f, x) ‖p≤
∞∑

s=n+1

2−s d( r
d− 1

p + 1
q ) ¿ 2−n(r−d( 1

p− 1
q )).

á) Ïóñòü 1 < p = q < ∞. Òîãäà äëÿ f ∈ Hr
p â ñèëó íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî è ñîîòíîøåíèÿ (2 ′) áóäåì èìåòü

‖ f(x)− Sn(f, x) ‖q = ‖
∞∑

s=n+1

fs(x) ‖p≤
∞∑

s=n+1

‖ fs(x) ‖p ≤

≤
∞∑

s=n+1

2−s r ¿ 2−n r. (4)

â) Â ñëó÷àå 1 ≤ q < p < ∞ îöåíêà ñâåðõó âåëè÷èíû En(H r
p )q

ñëåäóåò èç (4) ñîãëàñíî âëîæåíèþ H r
p ⊂ H r

q , 1 < q <∞,

En(H r
p )q ≤ En(H r

q )q ¿ 2−n r. (5)

È ïðè 1 ≤ q < ∞, p = ∞ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì (5) â ñèëó âëîæåíèÿ H r

∞ ⊂ H r
p .

Îöåíêè ñâåðõó äëÿ âåëè÷èí En(B r
p, θ)q, è ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íàè-

ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé En(B r
p, θ)q, âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ òåîðå-

ìû äîêàçàíû.
Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó â (3) îöåíêè ñíèçó, îòìåòèì, ÷òî â

êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ñëó÷àåâ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îöåíîê áóäåò áàçèðîâàòüñÿ íà ïîñòðîåíèè ýêñòðåìàëüíûõ
ôóíêöèé. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, 1 ≤
q ≤ p ≤ ∞ è (p, q) 6= (1, 1), (∞,∞) èñêîìûå îöåíêè ñíèçó ñëåäóþò
èç îöåíîê íàèëó÷øèõm-÷ëåííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé
êëàññîâ B r

p, θ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðå-
çóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [4], ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü f ∈ Lq(πd) è {kj}m

j=1
� ïðîèçâîëüíûé íàáîð d-ìåðíûõ âåê-

òîðîâ kj = (kj
1, . . . , k

j
d) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.
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Âåëè÷èíà

em(f)q = inf
kj , cj

∥∥f(x)−
m∑

j=1

cj e
i(kj ,x)

∥∥
q
,

ãäå cj � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì m-÷ëåííûì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâå
Lq. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà F ⊂ Lq(πd) ïîëàãàåì

em(F )q = sup
f∈F

em(f)q.

Èç îïðåäåëåíèé âåëè÷èí En(f)q è em(f)q ïðè 2nd ³ m ñëåäóåò ñîîò-
íîøåíèå

En(f)q À em(f)q. (6)

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà em(f)2 äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé áû-
ëà ââåäåíà Ñ.Á.Ñòå÷êèíûì [5] ïðè ôîðìóëèðîâêå êðèòåðèÿ àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå. Çàòåì âåëè÷èíû em(f)q è em(F )q, 1 ≤
q ≤ ∞, äëÿ ôóíêöèé êàê îäíîé òàê è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ èñ-
ñëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ñ ñîîòâåòñòâóþùåé áèáëèîãðàôèåé
ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [6]. Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óòâåð-
æäåíèå, â êîòîðîì ïîëó÷åíû ïîðÿäêè âåëè÷èí em(B r

p, θ)q.
Òåîðåìà Á [4]. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ p, θ ≤ ∞ è

r(p, q) =





d

(
1
p − 1

q

)

+

, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 èëè 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

max{d
p ; d

2}, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà äëÿ r > r(p, q)

em(B r
p, θ)q ³ m

− r
d +

(
1
p−max{ 1

q ; 12}
)
+ .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 èëè 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ è
(p, q) 6= (1, 1), (∞,∞), òî ïðè 2n d ³ m èç òåîðåìû Á ñîãëàñíî (6)
ïîëó÷àåì èñêîìûå îöåíêè ñíèçó â (3).

Ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ, ïðåäâàðèòåëüíî
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âëîæåíèÿ B r

p,1 ⊂ B r
p, θ, 1 < θ ≤ ∞, äîñòàòî÷íî
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ïîëó÷èòü èñêîìûå îöåíêè ñíèçó äëÿ En(B r
p,1)q. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ïðè 1 < q <∞ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3, ëåììà 3])

En(f)q ³ En(f)q

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îöåíêè ñíèçó äëÿ âåëè÷èí

‖ f(x)− Sn(f, x) ‖q , f ∈ B r
p,1.

Äàëåå, ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2 ≤ p ≤ q < ∞ èëè
1 < p ≤ 2 < q <∞.Äëÿ f ∈ B r

p,1 â ñèëó ñëåäñòâèÿD1.2 (ñì. [7, c. 392])
ìîæåì çàïèñàòü

‖ f(x)− Sn(f, x) ‖q = sup
g:‖g‖

q
′≤1

∣∣∣∣
∫

πd

(f(x)− Sn(f, x))g(x)dx
∣∣∣∣, (7)

ãäå 1
q + 1

q′
= 1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Fn(x) =
d∏

j=1

2n+1−1∑

|kj |=2n

ei kj xj .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
∥∥∥∥

2n+1−1∑

|kj |=2n

ei kj xj

∥∥∥∥
p

³ 2n(1− 1
p ), 1 < p <∞, (8)

áóäåì èìåòü

‖Fn‖B r
p,1

=
∑

s

2s r‖(Fn)s‖p ³ 2(n+1)r‖Fn‖p ³

³ 2n r · 2n d(1− 1
p ) = 2n d( r

d +1− 1
p ). (9)

Ðàññìàòðèâàÿ (9), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ôóíêöèÿ

f1(x) = C1 2−n d( r
d +1− 1

p )Fn(x),
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ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïîñòîÿííîé C1 > 0, ïðèíàäëåæèò êëàññó
B r

p,1.
Äàëåå, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (8)

‖Fn‖q′ ³ 2
n d
q
, 1 < q <∞,

òî ôóíêöèÿ
g1(x) = C2 2−

n d
q Fn(x)

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòîÿííîé C2 > 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
‖g1‖

q
′ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, âîñïîëüçîâàâøèñü (7) ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì
f1(x) è g1(x), áóäåì èìåòü

‖ f1(x)− Sn(f1, x) ‖q À 2−n d( r
d +1− 1

p ) 2−
n d
q 2n d = 2−n(r−d( 1

p− 1
q )).

Ïóñòü òåïåðü p ∈ [1,∞) è q = ∞.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f2(x) = C3 2−n d( r
d +1− 1

p ) υn+1(x), C3 > 0,

ãäå

υn+1(x) =
d∏

j=1

(V
2n+1 (xj)− V2n (xj)).

Ïîñêîëüêó (ñì., íàïðèìåð, [8, ñ. 66])

‖υn+1‖p ³ 2n d(1− 1
p ), 1 ≤ p ≤ ∞, (10)

òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f2(x) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòîÿí-
íîé C3 > 0 , ïðèíàäëåæèò êëàññó B r

p,1. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2)
èìååì

‖f2‖B r
p,1

=
∑

s

2s r‖σs(f2, x)‖p ³ 2−n d( r
d +1− 1

p )×

×2(n+1)r‖υn+1‖p ¿ 2−n d(1− 1
p ) · 2n d(1− 1

p ) = 1,

ò.å. f2 ∈ B r
p,1.
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Äàëåå, ïóñòü
t∗n(x) =

∑

k∈K(n)

c∗ke
i(k,x)

� ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f2(x) â ïðîñòðàíñòâå
L∞. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ
vn+1(x) íå ñîäåðæèò ãàðìîíèê ñ �íîìåðàìè� èç ìíîæåñòâà K(n), ìî-
æåì çàïèñàòü

(
(f2−t∗n),vn+1

)
=(f2,vn+1)³2−nd( r

d +1− 1
p )‖vn+1‖22³2−nd( r

d− 1
p ). (11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è îöåíêè (10), áóäåì
èìåòü

(
(f2 − t∗n),vn+1

)≤‖f2 − t∗n‖∞‖vn+1‖1¿‖f2 − t∗n‖∞=En(f2)∞. (12)

Ñîïîñòàâèâ (11) è (12), ïðèõîäèì ê îöåíêå

En(f2)∞ À 2−n(r− d
p ).

Îòñþäà ñëåäóþò èñêîìûå îöåíêè ñíèçó äëÿ âåëè÷èí En(B r
p,1)∞ è

En(B r
p,1)∞.

Íàêîíåö, ïóñòü p = 1 è q ∈ (1,∞). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå q ∈ (1, 2]
èñêîìàÿ îöåíêà ñíèçó ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû À è ïîýòîìó
îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé q ∈ (2,∞) è p = 1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
îöåíêè ñíèçó â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (7). Â
êà÷åñòâå ôóíêöèé f(x) è g(x) â ýòîì ñîîòíîøåíèè âîçüìåì ôóíêöèè
f2(x) è

g2(x) = C4 2
−n d

q
υn+1(x), C4 > 0,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó â ñèëó (10)

‖g2‖q′ ³ 2−n d(1− 1
q′ )‖υn+1‖q′ ³ 2−

n d
q 2n d(1− 1

q′ ) = 1,

òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñòîÿííîé C4 > 0 ôóíêöèÿ g2(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖g2‖q′ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Sn(f2, x) = 0, è èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (7), áóäåì èìåòü

‖ f2(x)− Sn(f2, x) ‖q À 2−n r 2−
n d
q ‖υn+1‖

2

2
³
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³ 2−n d( r
d + 1

q ) 2n d = 2−n(r−d(1− 1
q )).

Îöåíêè ñíèçó âî âñåõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïîëó÷àåì ïîðÿäîê âåëè÷èíû

En(B r
p,θ)q â ñëó÷àÿõ (p, q) = (1, 1), (∞,∞).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞. Òîãäà ïðè p = 1,∞

En(B r
p, θ)p ³ 2−n r. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêó ñâåðõó â (13) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
äëÿ êëàññîâ B r

p,∞ = H r
p . Ðàññìîòðèì äëÿ f ∈ Hr

p ïðèáëèæàþùèé
ïîëèíîì âèäà

tn(f, x) =
n∑

s=0

σs(f, x). (14)

Ïîñêîëüêó äëÿ f ∈ Hr
p âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ‖σs(f, x)‖p ≤ 2−s r,

p = 1,∞, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêîãî ìîæåì çàïèñàòü

En(f)p ≤ ‖ f(x)− tn(f, x) ‖p =
∥∥∥∥

∞∑
s=n+1

σs(f, x)
∥∥∥∥

p

≤

≤
∥∥∥∥

∞∑
s=n+1

σs(f, x)
∥∥∥∥

p

¿
∞∑

s=n+1

2−s r ¿ 2−n r.

Îöåíêà ñâåðõó â (13) óñòàíîâëåíà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ñíè-
çó â (13) ñëåäóåò èç òåîðåìû À.

Çàìå÷àíèå. Ïîðÿäîê âåëè÷èí En(B r
p, θ)p, p = 1,∞, â ìíîãîìåð-

íîì ñëó÷àå íàì íåèçâåñòåí.

3. Ïðèáëèæåíèå êëàññîâ B r
1, θ ñóììàìè Ôóðüå â ìåòðèêå

L1. Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá îöåíêàõ âåëè÷èí
EN (B r

1, θ)1 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü f ∈ L1[−π; π] è

S
N

(f, x) =
N∑

k=−N

ck e
i k x
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� ÷àñòíàÿ ñóììà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïîðÿäêà N.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü d = 1 è r > 0. Òîãäà ïðè 1 ≤ θ <∞

sup
f∈B r

1, θ

‖f(x)− S
N

(f, x)‖1 ³ N−r logN. (15)

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, îòìåòèì, ÷òî
ïîðÿäîê âåëè÷èíû sup

f∈Hr
1

‖f(x) − S
N

(f, x)‖1 èçâåñòåí (ñì., íàïðèìåð,

[9](Òåîðåìà 3.8)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Br

1, θ ⊂ Hr
1 , 1 ≤ θ <∞, òî îöåíêà

ñâåðõó â (15) ñëåäóåò èç [9](Òåîðåìà 3.8), ãäå äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå

sup
f∈H r

1

‖f(x)− SN (f, x)‖1 ³ N−r logN. (16)

Ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó ñíèçó â (15) äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ïðè
θ = 1, ïîñêîëüêó B r

1, 1 ⊂ B r
1, θ, 1 < θ ≤ ∞. Êðîìå òîãî, êàê áóäåò

âèäíî èç ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé, íàì áóäåò óäîáíî ïîëàãàòü, ÷òî
N = 3 · 2m, m = 1, 2, . . . .

Ïóñòü Kl(x) îáîçíà÷àåò ÿäðî Ôåéåðà ïîðÿäêà l:

Kl(x) =
∑

|k|≤l

(
1− |k|

l

)
ei k x.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g3(x) = C5 2−m r ei(2m+2m+1)xK2m(x), C5 > 0,

è ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïîñòîÿííîé C5 > 0 ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó B r

1, 1. Îáîçíà÷èì

ψ(x) = ei(2m+2m+1)xK2m(x)

è çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð ïîëèíîìà ψ(x) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[ 2m+1; 2m+2 ]. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ñîîòíî-
øåíèå

σs(ψ, x) = σs(x) ∗ (ψs(x) + ψs+1(x)), (17)
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ãäå σs(x) = V2s(x)−V2s−1(x), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî çà èñêëþ÷åíè-
åì σm+1(ψ, x) è σm+2(ψ, x) äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ σs(ψ, x) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî σs(ψ, x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (17) ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ:

σm+1(ψ, x) = σm+1(x) ∗ ψm+2(x);

σm+2(ψ, x) = σm+2(x) ∗ ψm+2(x).

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ‖σm+1(x)‖1≤6 è ‖K2m(x)‖1=1,
íàõîäèì

‖σm+1(ψ, x)‖1 ≤ ‖σm+1(x)‖1 ‖ψm+2(x)‖1 ≤ 6 ‖ψm+2(x)‖1 =

= 6‖ei(2m+2m+1)x ∗K2m(x)‖1 = 6‖K2m(x)‖1 = 6. (18)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ σm+2(ψ, x) èìååì

‖σm+2(ψ, x)‖1 ≤ 6. (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (18) è (19), ïîëó÷àåì

‖ψ‖Br
1, 1

=
∑

s

2s r‖σs(ψ, x)‖1 = 2(m+1)r‖σm+1(ψ, x)‖1+

+2(m+2)r‖σm+2(ψ, x)‖1 ≤ 6 · 2m r(2r + 22r) = C(r) 2m r.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ g3(x) ïðè
C5 = C−1(r) = 1

6 (2 r + 2 2r)−1 ïðèíàäëåæèò êëàññó B r
1, 1.

Èòàê, äëÿ çàäàííîãî m ïîäáèðàåì N ïî ôîðìóëå N = 3 · 2m è
ðàññìàòðèâàåì ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ψ(x) åå ÷àñòíîé ñóììîé Ôó-
ðüå SN (ψ, x). Ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî

ψ(x)− SN (ψ, x) =
2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
ei(k+2m+2m+1)x,

è ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü

‖ψ(x)− SN (ψ, x)‖1 =
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
ei k x

∥∥∥∥
1

=
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=
∥∥∥∥i

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
cos k x−

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

≥

≥
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

− 1
2

∥∥∥∥
2 m∑

k=−2m

(
1− |k|

2m

)
ei k x

∥∥∥∥
1

+
1
2

=

=
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

− 1
2

∥∥∥∥K2m(x)
∥∥∥∥

1

+
1
2

=

=
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

. (20)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü îöåíêó (20) îáîçíà÷èì

F (x) =
2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g4(x) =
∞∑

k=1

sin k x
k

.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî g4(x) = π−x
2 , x ∈ (0, 2π).

Ïóñòü
J = (F, g4).

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

J =
2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
1
k

=
2 m−1∑

k=2

1
k
. (21)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ìîæåì çàïèñàòü

J ≤‖ F ‖1 ‖g4‖∞ =
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

∥∥∥∥
π − x

2

∥∥∥∥
∞
¿
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¿
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

. (22)

Ñîïîñòàâèâ (21) è (22), ïðèõîäèì ê îöåíêå
∥∥∥∥

2 m∑

k=1

(
1− k

2m

)
sin k x

∥∥∥∥
1

À
2 m−1∑

k=2

1
k
> ln 2m−1 À m ³ logN. (23)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (20) è (23) ìîæåì çàïèñàòü

‖ψ(x)− SN (ψ, x)‖1 À logN. (24)

Íàêîíåö, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè g4(x), â ñèëó
(24) íàõîäèì

‖g4(x)− SN (g4, x)‖1 À N− r logN.
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