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Òåìàòèêà íàñòîÿùåé ðàáîòû òåñíî ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèÿìè çàäà÷ ýêñ-
òðåìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè.

Â 1965 ã. Þ.Í.Ñóááîòèí [8] íàøåë òî÷íîå ðåøåíèå çà-
äà÷è èíòåðïîëÿöèè â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ ôóíêöèÿìè îä-
íîé ïåðåìåííîé ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ðàâíîìåðíîé íîð-
ìû ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà m íà êëàññå èíòåðïîëèðóåìûõ äàí-
íûõ ñ îãðàíè÷åííûìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè m-ãî ïîðÿäêà. Ïîç-
æå ýòà çàäà÷à îáîáùàëàñü è ìîäèôèöèðîâàëàñü â íåñêîëüêèõ
íàïðàâëåíèÿõ: ðàâíîìåðíûå íîðìû áûëè çàìåíåíû Lp-íîðìàìè
(1 ≤ p <∞) [9], èíòåðïîëÿöèÿ â òî÷êàõ � èíòåðïîëÿöèåé â ñðåäíåì
[10-12], ïðîèçâîäíàÿ � ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü ñïåöèàëüíî âû-
áðàííûì ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì [13-15]. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èñ-
ñëåäîâàíèé è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå àâòîðà
[4].

Äðóãèì è, âîçìîæíî, íàèáîëåå âàæíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ
ïðîáëåìàòèêè ýêñòðåìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Ïåðâûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è ýêñòðåìàëü-
íîé èíòåðïîëÿöèè â ïðîñòðàíñòâå Rn(n ≥ 2) ïîëó÷åí Þ.Í.Ñóááî-
òèíûì [9]. Èì áûëî íàéäåíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Lp-íîðìû (1 ≤
p ≤ ∞) ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé Dm= ∂m1+m2+...+mn

∂x
m1
1 ∂x

m2
2 ...∂xmn

n
èíòåðïîëÿí-

òà íà êëàññå èíòåðïîëèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îãðàíè÷åí-
íûì çíà÷åíèåì lp-íîðìû èõ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìî-
ãî êàê ñóïåðïîçèöèÿ n îäíîìåðíûõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîðÿäêîâ
m1,m2, . . . ,mn ñîîòâåòñòâåííî. Ñ.È.Íîâèêîâ è Â.Ò.Øåâàëäèí [5]
çàìåíèëè ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì, äîïóñêàþùèì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n îä-
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íîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííû-
ìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xj ñâîé
îïåðàòîð ïîðÿäêà mj , j = 1, 2, . . . , n). Ðàçíîñòíûé àíàëîã äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà áûë ïîñòðîåí â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñïåöèàëüíî
âûáðàííûõ îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â Rn (n ≥ 2), êîòîðûå íåâîç-
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè n îäíîìåðíûõ, ýêñòðåìàëü-
íàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíóþ
ïðîáëåìó. Îäíèì èç òàêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ . . .+
∂2

∂x2
n

.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4] è ññûëêè â ýòîé ðàáîòå), ÷òî ïðè îòñóò-
ñòâèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé â êëàññå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ðàçðåøèìà ëþáàÿ (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) èíòåðïîëÿöèîí-
íàÿ çàäà÷à. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çàäà÷à ýêñòðå-
ìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, åñëè åå ôîðìóëèðîâàòü ïî àíàëîãèè ñ òåì,
êàê ýòî äåëàëîñü âî âñåõ ðàíåå èññëåäîâàííûõ ñëó÷àÿõ, èìååò òðè-
âèàëüíîå (íóëåâîå) ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèòåëüíî ê îïå-
ðàòîðó Ëàïëàñà çàäà÷à äîëæíà áûòü ïîñòàâëåíà èíà÷å. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê.

Ïóñòü n ≥ 2, |x| = (x2
1+x2

2+. . .+x2
n)1/2 � ìîäóëü âåêòîðà x ∈ Rn,

Bn
R(0) = {x ∈ Rn : |x| < R}

� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
Bn

R(0) � åãî ñòàíäàðòíîå çàìûêàíèå.
Îïðåäåëÿåì êëàññ èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ:

M∞ =
{
z : z = {zj}N

j=1, ‖z‖lN∞ ≤ 1
}
,

ãäå ‖z‖lN∞ = max{|zj | : j = 1, 2, . . . , N}.
Ýòè äàííûå áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü â êîíå÷íîì ÷èñëå N òî÷åê

{x(s)}N−1
s=0 ⊂ Bn

R(0). Ïóñòü

YN (z) =
{
f ∈ C2(Bn

R(0))
⋂
C(Bn

R(0)) : f ||x|=R = 0,

f(x(s)) = zs+1, s = 0, 1, . . . , N − 1
}
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� êëàññ èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé.
Êàæäîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f ∈ C(Bn

R(0)) ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå åå íîðìó

‖f‖∞ = max
{|f(x)| : x ∈ Bn

R(0)
}
.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñëåäóþùåé âå-
ëè÷èíû:

AN
∞(Bn

R(0)) = sup
z∈M∞

inf
f∈YN (z)

‖∆f‖∞,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìó îïåðàòîðà Ëàïëàñà "íàèëó÷øåé"
èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè èç YN (z) äëÿ "íàèõóäøåãî" íàáîðà èí-
òåðïîëèðóåìûõ äàííûõ èç êëàññà M∞.

Ýòà çàäà÷à ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê èíòåðïîëÿöèè
âíóòðè øàðà Bn

R(0) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà òî÷êè èíòåðïîëÿöèè ðàñïîëîæåíû íà ðàâ-
íîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ñôåðè÷åñêèõ îðáèòàõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè N ≥ 2 è òî÷êè èíòåðïîëÿöèè âûáðàíû òàê,
÷òî |x(s)| = R( s

N ), s = 0, 1, . . . , N − 1, òî ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà

C1
N

R2
≤ AN

∞(Bn
R(0)) ≤ C2

N2

R2
,

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå
îò N è R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë.5]), ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

{
∆f = −ϕ
f ||x|=R = 0

â êëàññå ôóíêöèé C2(Bn
R(0))

⋂
C(Bn

R(0)) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèþ Ãðèíà G(x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
∫

Bn
R(0)

G(x, y) ϕ(y) dy.

Îòñþäà
f(x) = −

∫

Bn
R(0)

G(x, y) ∆f(y) dy.
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Çà ñ÷åò èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷à-
åì N ðàâåíñòâ

zj = −
∫

Bn
R(0)

G(x(j−1), y) ∆f(y) dy, j = 1, 2, . . . , N.

Òåïåðü êàæäîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ óìíîæàåì íà íåêîòîðûé âåùåñòâåí-
íûé êîýôôèöèåíò αj è ðåçóëüòàòû ñêëàäûâàåì:

N∑

j=1

αjzj = −
∫

Bn
R(0)

( N∑

j=1

αjG(x(j−1), y)
)

∆f(y) dy.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíîå ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíê-
öèè Ãðèíà (ñì., íàïðèìåð, [2, ãë.5]), ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣
N∑

j=1

αjzj

∣∣∣ ≤
( ∫

Bn
R(0)

N∑

j=1

|αj | G(x(j−1), y) dy
)
‖∆f‖∞.

Îòñþäà

‖∆f‖∞ ≥

∣∣∣
N∑

j=1

αjzj

∣∣∣
N∑

j=1

|αj |
∫

Bn
R(0)

G(x(j−1), y) dy
. (1)

Èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëèì â ÿâíîì âèäå.
Äëÿ ýòîãî â êëàññå ôóíêöèé C2(Bn

R(0))
⋂
C(Bn

R(0)) ðàññìîòðèì êðà-
åâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆F = 1, F ||x|=R = 0.

×åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà åå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

F (x) = −
∫

Bn
R(0)

G(x, y) dy.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èùåì ðåøåíèå â âèäå F (x) = cR2 + a|x|2, ãäå a
è c íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû. Ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè íàõîäèì,
÷òî ∆F = 2an, îòñþäà a = 1/2n. Òåïåðü óäîâëåòâîðÿåì ãðàíè÷íîìó
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óñëîâèþ F ||x|=R = 0. Â ðåçóëüòàòå èìååì a+c = 0, ò.å. c = −(1/2n) è
F (x) = (1/2n)(|x|2−R2). Áëàãîäàðÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Bn

R(0)∫

Bn
R(0)

G(x, y) dy =
R2 − |x|2

2n
. (2)

Ó÷èòûâàÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê èíòåðïîëÿöèè, èç (1) è (2) èìååì

‖∆f‖∞ ≥ 2n
R2

∣∣∣
N∑

j=1

αjzj

∣∣∣
N∑

j=1

|αj |
(
1− ( j−1

N )2
) .

Ïîñêîëüêó
N∑

s=1
|αs| 6= 0, äåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè

íà âåëè÷èíó
N∑

s=1
|αs| è, îáîçíà÷èâ

aj =
αj

N∑
s=1

|αs|
, j = 1, 2, . . . , N,

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖∆f‖∞ ≥ 2n
R2

∣∣∣
N∑

j=1

ajzj

∣∣∣
N∑

j=1

|aj | − 1
N2

N∑
j=1

|aj |(j − 1)2
.

Çàìåòèâ, ÷òî
N∑

j=1

|aj | = 1,

ïîëó÷åííóþ îöåíêó çàïèñûâàåì â âèäå

‖∆f‖∞ ≥ 2n
R2

∣∣∣∣∣
N∑

j=1

ajzj

∣∣∣∣∣

1− 1
N2

N∑
j=1

|aj |(j − 1)2
. (3)
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F(a1, a2, . . . , aN ) =

∣∣∣∣∣
N∑

j=1

ajzj

∣∣∣∣∣

1− 1
N2

N∑
j=1

|aj |(j − 1)2
, (4)

è ïóñòü SN =
{
a ∈ RN :

N∑
j=1

|aj | = 1
}

� åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðîñòðàí-

ñòâà lN1 . Ïîêàæåì, ÷òî íà SN ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ

F(a1, a2, . . . , aN ) = C N,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ N è
R.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F(a1, a2, . . . , aN ) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà SN , ïîñêîëüêó

N∑

j=1

|aj |(j − 1)2 ≤ (N − 1)2
N∑

j=1

|aj | = (N − 1)2 < N2

è ïîòîìó äëÿ âñåõ òî÷åê ñôåðû SN çíàìåíàòåëü â (4) íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü.

Âûáèðàåì zj = 1, j = 1, 2, . . . , N . ßñíî, ÷òî ýòè äàííûå ëåæàò
â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå M∞. Ïðè âûáðàííûõ {zj}N

j=1 âû÷èñëÿ-
åì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F(a1, a2, . . . , aN ) â äâóõ êîíêðåòíûõ òî÷êàõ,
ëåæàùèõ íà ñôåðå SN :

F(1, 0, . . . , 0, 0) = 1,

F(0, 0, . . . , 0, 1) =
N2

2N − 1
.

Ïîñêîëüêó ïðè N > 1 ñôåðà SN ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì,
òî ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó [3, ñ.41-42] íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ F(a1, a2, . . . , aN ) ïðèíèìàåò íà SN âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷å-
íèÿ, ëåæàùèå ìåæäó 1 è N2

2N−1 . Ïîýòîìó íàéäåòñÿ âåêòîð â =
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(â1, â2, . . . , âN ) ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî

F(â1, â2, . . . , âN ) = C N, (5)

ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò N è R.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî íàáîðà äàííûõ ẑ ∈

M∞ ñïðàâåäëèâà ýëåìåíòàðíàÿ îöåíêà

AN
∞(Bn

R(0)) ≥ inf
f∈YN (bz)

‖∆f‖∞. (6)

Ñîïîñòàâëåíèå (6), (3) è (5) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó.
Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó.
Îáîçíà÷àåì r = |x|. Îãðàíè÷èâàåìñÿ òàê íàçûâàåìûìè ðà-

äèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ò.å. òàêèìè ôóíêöèÿìè f ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ f(x1, x2, . . . , xn) = f(r). ßñíî, ÷òî ðàäè-
àëüíûå ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé r. Âû÷èñëèâ âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(r) ïî ïåðåìåííûì
xj (j = 1, 2, . . . , n), íàõîäèì

∆f =
d2f(r)
dr2

+
(
n− 1
r

)
df(r)
dr

. (7)

Â ïðàâîé ÷àñòè (7) ñòîèò ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî r =
0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé.

Â êà÷åñòâå èíòåðïîëÿíòà âûáèðàåì êóáè÷åñêèé ñïëàéí
S(r; z) ≡ S(r) äåôåêòà 1 ñ óçëàìè "ñêëåéêè" è èíòåðïîëÿöèè
â òî÷êàõ {jR/N, j = 0, 1, . . . , N} :

S

(
j
R

N

)
= zj+1, j = 0, 1, . . . , N − 1, S(R) = 0

è ñëåäóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

S′(0) = S′(R) = 0.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà èç-
âåñòíû [1, ãë.2]. Ñïëàéí S(r) ïðè âûáðàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ ìîæ-
íî ïðîäîëæèòü ÷åòíûì îáðàçîì ñ îòðåçêà [0, R] íà [−R, 0], ïîëî-
æèâ S(−r) = S(r). Â ñèëó ÷åòíîñòè ïðîäîëæåíèÿ S(−R) = S(R)
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è S′′(−R) = S′′(R), à áëàãîäàðÿ âûáðàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì
S′(−R) = S′(R) = 0. Ïîýòîìó, ìîæíî ïåðèîäè÷åñêè (ñ ïåðèîäîì
2R) ïðîäîëæèòü ñïëàéí S(r) ñ îòðåçêà [−R,R] íà âñþ âåùåñòâåííóþ
îñü, íå óâåëè÷èâ ïðè ýòîì åãî äåôåêò. Ñîõðàíÿåì çà ïîëó÷åííûì â
ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ñïëàéíîì îáîçíà÷åíèå S(r).

Äëÿ ñïëàéíà S(r) áóäåì îöåíèâàòü íîðìó ïðàâîé ÷àñòè (7) îïè-
ðàÿñü íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñïëàéíîâ [1,7]. Îáîçíà÷èì
h = R/N, rj = jR/N, j = 0, 1, . . . , N. Çàïèñûâàåì ñïëàéí S(r) ÷å-
ðåç ïàðàìåòðû {mj} � çíà÷åíèÿ åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â óçëàõ
mj = S′(rj) (ñì., íàïðèìåð, [7, ãë.2, �4]). Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæ-
äîãî r ∈ [rj−1, rj ] èìååì

S(r) = mj−1
(rj−r)2 (r−rj−1)

h2 −mj
(r−rj−1)

2 (rj−r)
h2 +

+ zj−1
(rj−r)2 [2(r−rj−1)+h]

h3 + zj
(r−rj−1)

2 [2(rj−r)+h]
h3 .

(8)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ñïëàéíà, ïðåäñòàâëåííîãî â ôîðìå (8), íà-
õîäèì

S′(r) =
mj−1

h2
ψ1,j(r)− mj

h2
ψ2,j(r) +

zj − zj−1

h3
φj(r), (9)

ãäå ψ1,j(r) = (rj−r)(rj+2rj−1−3r), ψ2,j(r) = (r−rj−1)(2rj+rj−1−3r),
φj(r) = 6(rj − r)(r − rj−1).
Èç (9) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀r ∈ [rj−1, rj ]

|S′(r)| ≤ |mj−1|
h2 max

r∈[rj−1,rj ]
|ψ1,j(r)| + |mj |

h2 max
r∈[rj−1,rj ]

|ψ2,j(r)|+
+ |zj−1|+|zj |

h3 max
r∈[rj−1,rj ]

|φj(r)|.

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

max
r∈[rj−1,rj ]

|ψ1,j(r)| = max
r∈[rj−1,rj ]

|ψ2,j(r)| = h2,

max
r∈[rj−1,rj ]

|φj(r)| = 3
2
h2.

Èç êðàåâûõ óñëîâèé è íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé
ñïëàéíà â óçëàõ âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî {mj} c âåêòîðîì ïðàâûõ ÷àñòåé
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c = {cj}, ãäå cj = 3
2h (zj+1 − zj−1). Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû èìååò äî-

ìèíèðóþùóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü ñ êîýôôèöèåíòîì äîìèíàíòíîñòè
ðàâíûì åäèíèöå, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(ñì., íàïðèìåð, [7, ãë.1, �3])

‖m‖lN∞ ≤ ‖c‖lN∞ ,

èç êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ cj ïîëó÷àåì íåðàâåí-
ñòâî

‖m‖lN∞ ≤ 3
h
‖z‖lN∞ . (10)

Åñëè j > 1, òî áëàãîäàðÿ îöåíêå (10) ïðè âñåõ r ∈ [rj−1, rj ]
∣∣∣∣
S′(r)
r

∣∣∣∣ ≤
|S′(r)|
rj−1

≤ C ‖z‖lN∞

h2
≤ C

N2

R2
, (11)

ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Òåïåðü ïóñòü j = 1. Èç (9) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî m0 = S′(0) = 0, äëÿ

âñåõ r ∈ (0, r1] èìååì
S′(r)
r

= −mj

h2
(2h− r) +

6(zj − zj−1)
h3

(r − h).

Èñïîëüçóÿ (10), îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣∣∣
S′(r)
r

∣∣∣∣ ≤ A
N2

R2
(12)

ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé A.
Îöåíèâàåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ñïëàéíà. Äèôôåðåíöèðóÿ (9),

èìååì

S′′(r) =
mj−1

h2
ψ′1,j(r)−

mj

h2
ψ′2,j(r) −

zj − zj−1

h3
φ′j(r).

Âíîâü èñïîëüçóÿ îöåíêó (10) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò
ψk,j(r), (k = 1, 2), φj(r) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è ïîòîìó
äîñòèãàþò ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîìåæóòêîâ, ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé B > 0:

|S′′(r)| ≤ B
N2

R2
. (13)
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Òåïåðü îáðàùàåìñÿ ê (7) è ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâà (11)-(13). Â
ðåçóëüòàòå ∀z ∈ M∞ ïîëó÷àåì

‖∆S(·; z)‖C[0,R] ≤ max
r∈[0,R]

|S′′(r)| + (n− 1) max
r∈[0,R]

∣∣∣∣
S′(r)
r

∣∣∣∣ ≤
C2

h2
.

Îòñþäà

AN
∞(Bn

R(0)) ≤ sup
z∈M∞

‖∆S(·; z)‖∞ ≤ C2
N2

R2
,

ãäå C2 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N è
R.

Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 äàåò ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû

AN
∞(Bn

R(0)) ïî ðàäèóñó ñôåðû R, íî ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê èíòåðïîëÿ-
öèè N ïîëó÷åííûå â òåîðåìå îöåíêè ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîðÿäîê: ñâåð-
õó N2, â òî âðåìÿ êàê ñíèçó N. Îäíàêî, íàëàãàÿ äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê èíòåðïîëÿöèè (êðîìå
òîãî, ÷òî òî÷êè èíòåðïîëÿöèè íàõîäÿòñÿ íà ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò
äðóãà êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåðàõ), ìû ìîæåì äîáèòüñÿ îäèíàêîâîãî
ïîðÿäêà èññëåäóåìîé âåëè÷èíû ïî N .

Òåîðåìà 2. Åñëè N äîñòàòî÷íî âåëèêî è òî÷êè èíòåðïîëÿöèè
âûáðàíû òàê, ÷òî |x(s)| = R( s

N ), s = 0, 1, . . . , N−1, ïðè÷åì (N−2)-ÿ
è (N −1)-ÿ òî÷êè ëåæàò íà ëó÷å, âûõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò
è ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò íåãî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N0, ÷òî ïðè âñåõ N ≥ N0 âûïîëíÿåòñÿ

C1
N2

R2
≤ AN

∞(Bn
R(0)) ≤ C2

N2

R2
,

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå
îò N è R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó. Ïóñòü n = 2; äëÿ n ≥
3 ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, à íåêîòîðûå íåçíà÷èòåëüíûå
ðàçëè÷èÿ áóäóò îòìå÷åíû íèæå.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (N − 1)-ÿ è (N − 2)-ÿ òî÷êè,
îáîçíà÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç F è D, ëåæàò íà ïîëîæèòåëüíîé
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÷àñòè îñè àáñöèññ, ò.å.

F =
(

(N − 1)R
N

, 0
)
, D =

(
(N − 2)R

N
, 0

)
.

Âûáèðàåì â øàðå B2
R(0) òî÷êè A,B,E ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.

ðèñ.):

A =
(
(N − 1) R

N ,−R
N

√
2N − 1

)
, B =

(
(N − 1) R

N ,
R
N

√
2N − 1

)
,

E = (R, 0) .

Ðèñ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òî÷êè A,B,E ëåæàò íà ãðàíèöå øàðà
|x| = R è ïîòîìó â ýòèõ òî÷êàõ ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà YN (z)
îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïóñòü δk, ν � ñèìâîë Êðîíåêåðà è ïóñòü
z∗ = {δj,N−1}N

j=1 � íàáîð èíòåðïîëèðóåìûõ äàííûõ èç êëàñ-
ñà M∞, à ôóíêöèÿ u(x) ∈ YN (z∗) èíòåðïîëèðóåò åäèíèöó â



Èíòåðïîëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì . . . 259

(N − 1)-é òî÷êå è ðàâíà íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ èíòåðïîëÿ-
öèè, ò.å.

u(F ) = 1, u(A) = u(B) = u(D) = u(E) = 0.

Îáîçíà÷àåì h = R/N, h1 = |−→AF | = |−−→BF |. Ïîñêîëüêó |−−→DF | = =

|−−→EF | = h, |−−→OD| = (N−2)h, òî h1 =
√
|−−→OB|2 − |−−→OF |2 = = h

√
2N − 1

(ñì. ðèñ.).
Òåïåðü äëÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u(x)

ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, x2 îòíîñèòåëüíî òî÷êè F èìååì

u(Nh, 0)− 2u((N − 1)h, 0) + u((N − 2)h, 0)
h2

=

= u′′x1x1
((N − 1)h, 0) + h2 α1(h),

u((N − 1)h, h1)− 2u((N − 1)h, 0) + u((N − 1)h,−h1)
h2

1

=

= u′′x2x2
((N − 1)h, 0) + h2

1 α2(h1),

ãäå α1(h) è α2(h1) � íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè îò h è h1

ñîîòâåòñòâåííî. (Ïðè n ≥ 3 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ n
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó-
÷àåì

2
(

1
h2 + 1

h2
1

)
=

∣∣∣u(E)−2u(F )+u(D)
h2 + u(B)−2u(F )+u(A)

h2
1

∣∣∣ ≤

≤ ‖∆u‖∞ + h2 |α1(h)|+ h2
1 |α2(h1)|.

Ïîñêîëüêó h = R/N, h1 = R
N

√
2N − 1, òî

2
(

1
h2

+
1
h2

1

)
=

2N2

R2

(
1 +

1
2N − 1

)
>

2N2

R2
.

Òàêèì îáðàçîì,

‖∆u‖∞
N2

>
2
R2

− R2

N4

(
|α1(h)| + (2N − 1) |α2(h1)|

)
.
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Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè N → +∞, ïîëó÷àåì

lim
N→+∞

‖∆u‖∞
N2

≥ 2
R2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖∆u‖∞ ≥ C
N2

R2

ñ êîíñòàíòîé C = 2. Îáðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó (6), ïîëó÷àåì íóæíóþ
îöåíêó ñíèçó.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (N − 1)-ÿ è (N − 2)-ÿ òî÷êè
èíòåðïîëÿöèè ëåæàò íà ðàäèóñå ñôåðû, íå ñîâïàäàþùåì ñ îòðåçêîì
ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè àáñöèññ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûïîë-
íèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà íåêîòî-
ðûé óãîë α, êîòîðîå ïåðåâîäèò ëó÷, íà êîòîðîì ëåæàò (N − 1)-ÿ è
(N − 2)-ÿ òî÷êè èíòåðïîëÿöèè, â îòðåçîê ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè
àáñöèññ íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x̂1 = x1 cosα− x2 sinα, x̂2 = x1 sinα+ x2 cosα

ãäå x̂1, x̂2 � íîâûå êîîðäèíàòû, α � óãîë ïîâîðîòà. Ýòî ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì è ïîýòîìó ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ.
Òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ óðàâíåíèå îêðóæíîñòè |x| = R, â ÷åì íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé, à îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà, ò.å.
∆F (x̂) = ∆F (x).

Ïðè n ≥ 3 ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò,
îïðåäåëÿåìîå óãëàìè αk, k = 1, 2, . . . , n−1, çàäàåòñÿ êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöåé, âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû áëîêè

(
cosαk − sinαk

sinαk cosαk

)
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

à îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû � íóëåâûå. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé (ñì., íàïðèìåð, [6, ãë.4]), è âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà, âêëþ÷àÿ èíâàðèàíòíîñòü îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà, òàêæå èìåþò ìåñòî. Îöåíêà ñíèçó äîêàçàíà.



Èíòåðïîëÿöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì . . . 261

Â êà÷åñòâå îöåíêè ñâåðõó áåðåì ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó èç òåî-
ðåìû 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåðïîëÿöèè â îäíîé òî÷êå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âå-
ëè÷èíû A1

∞(Bn
R(0)) ðåøàåòñÿ òî÷íî.

Óòâåðæäåíèå 1. A1
∞(Bn

R(0)) = 2n
R2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðïîëèðóåì â íóëå çíà÷åíèå, ðàâíîå åäè-
íèöå. Èìååì

A1
∞(Bn

R(0)) ≥ inf
f∈Y1(1)

‖∆f‖∞.

Èç [16, �4] ñëåäóåò, ÷òî inf äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì èíòåðïîëÿí-
òå f̂ , ïðè÷åì |∆f̂ | èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå â Bn

R(0). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ýòèì èíòåðïîëÿíòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f̂(x) = 1−|x|2R−2,

äëÿ êîòîðîé |∆f̂(x)| = 2nR−2. Ñëåäîâàòåëüíî

A1
∞(Bn

R(0)) ≥ 2n
R2

. (14)

Ïóñòü òåïåðü |z1| ≤ 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè
f ∈ Y1(z1) âûáèðàåì f∗(x) = z1(1− |x|2

R2 ). Ïîñêîëüêó

|∆f∗(x)| = 2nR−2|z1| ≤ 2n
R2

,

òî
A1
∞(Bn

R(0)) ≤ sup
|z1|≤1

‖∆f∗(·, z1)‖ ≤ 2n
R2

. (15)

Ñîïîñòàâëåíèå (14) è (15) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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