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Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi iòåðàöié îïåðà-
òîðà ôðàêòàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ó ïðîñòîði ñåãìåíòíî íåïåðåðâíèõ ñåã-
ìåíòíîçíà÷íèõ ôóíêöié ç õàóñäîðôîâîþ ìåòðèêîþ. Äîâåäåíî îöiíêó ïî-
õèáêè õàóñäîðôîâîãî ôðàêòàëüíîãî íàáëèæåííÿ, ùî ¹ àíàëîãîì òåîðåìè
ïðî êîëàæ (íåðiâíiñòü òèïó Áàðíñëi).

Ïèòàííÿ çáiæíîñòi iòåðàöié ôðàêòàëüíîãî îïåðàòîðà äîñëiäæóâà-
ëîñÿ â ïðîñòîði îáìåæåíèõ ôóíêöié [1], íåïåðåðâíèõ [2],m ðàçiâ íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ [2], iíòåãðîâíèõ â ñòåïåíi p ïðè 1 ≤ p < +∞
[1] òà 0 < p < 1 [3], à òàêîæ â ñåíñi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi òà çáiæíî-
ñòi ìàéæå ñêðiçü [4]. Â äàíié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü iòåðàöié
ôðàêòàëüíîãî îïåðàòîðà ó ïðîñòîði ôóíêöié ç õàóñäîðôîâîþ ìåòðè-
êîþ.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ [5, 6]. Äëÿ ôóíêöi¨ f : I → R, îáìåæå-
íî¨ íà âiäðiçêó I = [a, b] ⊂ R (f ∈ B(I)), ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(f) ⊂ R2

¨¨ ðîçøèðåíèé ãðàôiê, òîáòî íàéìåíøó (â ñåíñi âêëþ÷åííÿ) çàìêíåíó
îïóêëó çà äðóãîþ êîîðäèíàòîþ ìíîæèíó, ùî ìiñòèòü ãðàôiê f :

G(f) :=
⋂

G⊃f,

G=G,
G∩{(x,y): x=const} � çâ'ÿçíà

G .

Åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì [5] ðîçøèðåíèé ãðàôiê âèçíà÷à¹òüñÿ é òàê:
G(f) := {(x, y) : y ∈ [I(f, x),S(f, x)], x ∈ I},

äå íèæíÿ òà âåðõíÿ ôóíêöi¨ Áåðà I(f, x) := limδ→+0 I(f, x, δ),
S(f, x) := limδ→+0 S(f, x, δ) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ðîçøèðåíi íèæíþ
òà âåðõíþ ôóíêöi¨ Áåðà I(f, x, δ) := inf |y−x|<δ f(y), S(f, x, δ) :=
sup|y−x|<δ f(y) âiäïîâiäíî.

Äàëi ôóíêöi¨ ç îäíàêîâèìè ðîçøèðåíèìè ãðàôiêàìè áóäåìî îòî-
òîæíþâàòè.

c© Ä.Þ. Ìiòií, Ì.Î. Íàçàðåíêî, 2008
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Õàóñäîðôîâîþ âiäñòàííþ ìiæ ôóíêöiÿìè f òà g, ïîðîäæåíîþ
ìåòðèêîþ íà ïëîùèíi

ρα(u,v) := max(α−1|u1−v1|, |u2−v2|), u = (u1, u2), v = (v1, v2), α > 0,

íàçèâà¹òüñÿ

hα(f, g) := max
(

sup
u∈G(f)

inf
v∈G(g)

ρα(u,v), sup
v∈G(g)

inf
u∈G(f)

ρα(u,v)
)
.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè α → 0+ õàóñäîðôîâà âiäñòàíü ïåðåõîäèòü ó ðiâ-
íîìiðíó.

Ïðîñòèé ïðèêëàä ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

fn(x) = nx1I[−1/n,1/n](x), x ∈ I = [−1, 1], n ≥ 1,

ïîêàçó¹, ùî ÿêùî íàêëàñòè óìîâó ïîâíîòè íà ìåòðè÷íèé ïðîñòið
ôóíêöié, òî öå ïðèçâåäå äî íåîáõiäíîñòi ðîçãëÿäàòè ñåãìåíòíîçíà÷-
íi ôóíêöi¨ f : I → [R], äå

[R] := {[y1, y2] : −∞ < y1 ≤ y2 < +∞}.

Òóò i íàäàëi 1IA(x) � iíäèêàòîðíà ôóíêöiÿ ìíîæèíè A.
Îçíà÷åííÿ I(f, x, δ), S(f, x, δ), I(f, δ), S(f, δ), G(f), hα(f, g) ïî-

øèðþþòüñÿ íà ñåãìåíòíîçíà÷íi ôóíêöi¨.
Ôóíêöiÿ f : I → [R] íàçèâà¹òüñÿ ñåãìåíòíî íåïåðåðâíîþ (f ∈

SC(I)), ÿêùî G(f) = f . Ìîòèâàöi¹þ òàêî¨ íàçâè ¹ òå, ùî åêâiâàëåíò-
íèì ÷èíîì ñåãìåíòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿì: S -limx→x0 f(x) ⊂ f(x0), äå S -lim � ñåãìåíòíà ãðàíèöÿ â
òî÷öi ñåãìåíòíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨:

S - lim
x→x0

f(x) :=
∨

{xn}⊂I
xn 6=x0

xn→x0, n→∞

S - lim
n→∞

f(xn) ,

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ñåãìåíòíó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi âiäðiçêiâ:

S - lim
n→∞

an :=
∞⋂

n=1

∞∨

k=n

ak .
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Òóò áóëî âèêîðèñòàíî îïåðàöiþ ñåãìåíòíîãî îá'¹äíàííÿ ñiì'¨ âiäðiç-
êiâ: ∨

τ∈T

aτ :=
⋂

a∈[R],
a⊃aτ , τ∈T

a ,

òîáòî öÿ îïåðàöiÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíîñòi âiäðiçêiâ
íàéìåíøèé âiäðiçîê, ùî ìiñòèòü ¨õ óñiõ.

Îòæå, ìà¹ìî: G(f) ∈ SC(I) äëÿ f ∈ SC(I). Âiäîìî, ùî SC(I) �
ïîïîâíåííÿ B(I) çà ìåòðèêîþ hα.

Äëÿ âiäðiçêà (÷è íàïiâiíòåðâàëà) J ⊂ I ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
G(f, J) := {(x, y) ∈ G(f) : x ∈ J} òà

hα,J (f, g) := max( sup
u∈G(f,J)

inf
v∈G(g,J)

ρα(u,v), sup
v∈G(g,J)

inf
u∈G(f,J)

ρα(u,v)).

Ââåäåìî ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà ôðàêòàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé
äàíî:

1) âiäðiçêè ÷è íàïiâiíòåðâàëè I1, . . . , In (òàê çâàíi ðåãiîíè) òà
I ′1, . . . , I

′
n (òàê çâàíi äîìåíè) òàêi, ùî:

⋃n
i=1 Ii = I, Ii ∩ Ij = ∅ (i 6= j),

I ′i ⊂ I;
2) ãîìåîìîðôiçìè Φi(x, y) = (ϕi(x), ψi(x, y)), x ∈ I ′i, y ∈ R,

ϕi(I ′i) = Ii, i = 1, . . . , n, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ:

|ϕi(x1)− ϕi(x2)| ≤ d′i|x1 − x2|,
|ψi(x1, y1)− ψi(x2, y2)| ≤ d′′i ρα((x1, y1), (x2, y2)),

x1, x2 ∈ I ′i, y1, y2 ∈ R, max(d′i, d
′′
i ) =: di.

Iñíóþòü ðiçíi êîíñòðóêöi¨ ôðàêòàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Â äàíié ðî-
áîòi ðîçãëÿíåìî òàêèé (âçàãàëi êàæó÷è, íåëiíiéíèé) îïåðàòîð ôðàê-
òàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ [6�8]:

(T (f))(x) :=
n∑

i=1

ψi(ϕ−1
i (x), f(ϕ−1

i (x)))1IIi(x), x ∈ I, f ∈ B(I). (1)

Çðîçóìiëî, ùî çà íàêëàäåíèõ óìîâ 1) òà 2): T (B(I)) ⊂ B(I). Ðîç-
ãëÿíåìî äàëi ìíîæèíó F ⊂ B(I) òàêó, ùî T (F) ⊂ F. Ïîçíà÷à¹ìî:

γi(F) := sup
f,g∈F
f 6=g

hα,I′i(f, g)
hα(f, g)

≤ +∞, i = 1, . . . , n.
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé γi(F) < +∞ äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n. Òîäi
îïåðàòîð T : F → F ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ìåòðèêè hα. Çà íåïåðå-
ðâíiñòþ îïåðàòîð T ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì íà F ⊂ SC(I).
Îïåðàòîð T âèçíà÷åíèé êîðåêòíî íà ôàêòîð-ìíîæèíi çà ââåäå-
íèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî, ÿêùî G(f) = G(g), òî
G(T (f)) = G(T (g)).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè G(T (g)) ⊃ G(T (g), Ii), ìà¹ìî:

A(u) := inf
v∈G(T (g))

ρα(u,v) ≤ inf
v∈G(T (g),Ii)

ρα(u,v) =: Ai(u).

Àíàëîãi÷íî:

B(v) := inf
u∈G(T (f))

ρα(u,v) ≤ inf
u∈G(T (f),Ii)

ρα(u,v) =: Bi(v).

Êðiì òîãî,

hα(T (f), T (g)) = max( sup
u∈G(T (f))

A(u), sup
v∈G(T (g))

B(v)) =

= max
1≤i≤n

max( sup
u∈G(T (f),Ii)

A(u), sup
v∈G(T (g),Ii)

B(v)).

Òîìó

hα(T (f), T (g)) ≤ max
1≤i≤n

max( sup
u∈G(T (f),Ii)

Ai(u), sup
v∈G(T (g),Ii)

Bi(v)) =

= max
1≤i≤n

hα,Ii(T (f)1IIi , T (g)1IIi). (2)

Äàëi, çà îçíà÷åííÿì:

Ai := sup
u∈G(T (f),Ii)

Ai(u) = sup
u∈G(T (f),Ii)

inf
v∈G(T (g),Ii)

ρα(u,v) =

= sup
u∈G(T (f),Ii)

inf
v∈G(T (g),Ii)

max(α−1|u1 − v1|, |u2 − v2|).

Îñêiëüêè Φi(x, y) = (ϕi(x), ψi(x, y)) � ãîìåîìîðôiçì, òî G(T (f), Ii) =
Φi(G(f, I ′i)). Òîìó:

Ai = sup
u∈G(f,I′i)

inf
v∈G(g,I′i)

max(α−1|ϕ(u1)−ϕ(v1)|, |ψ(u1, u2)−ψ(v1, v2)|) ≤
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≤ sup
u∈G(f,I′i)

inf
v∈G(g,I′i)

max(d′i ·α−1|u1− v1|, d′′i ·α−1|u1− v1|, d′′i |u2− v2|) ≤

≤ di · sup
u∈G(f,I′i)

inf
v∈G(g,I′i)

ρα(u,v).

Àíàëîãi÷íî:

sup
v∈G(T (g),Ii)

Bi(v) ≤ di · sup
v∈G(g,I′i)

inf
u∈G(f,I′i)

ρα(u,v).

Òîìó
hα,Ii(T (f)1IIi , T (g)1IIi) ≤ di · hα,I′i(f1II′i , g1II′i). (3)

Ç (2) òà (3) âèïëèâà¹:

hα(T (f), T (g)) ≤ max
1≤i≤n

di hα,I′i(f, g) ≤ (4)

≤ max
1≤i≤n

di γi(F) · hα(f, g) =: L1(T,F) · hα(f, g),

çâiäêè îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíiñòü T .
Îïåðàòîð T çà íåïåðåðâíiñòþ ïðîäîâæó¹òüñÿ íà F ⊂ SC(I) ¹äè-

íèì ÷èíîì: T (f) := limk→∞ T (fk) äëÿ B(I) ⊃ F 3 fk → f ∈
∈ F ⊂ SC(I), k →∞. Âêàçàíà ãðàíèöÿ iñíó¹, îñêiëüêè:

hα(T (fk), T (fm)) ≤ L1(T,F) · hα(fk, fm) → 0, k,m→∞,

à ïðîñòið ïîâíèé. Öå ïðîäîâæåííÿ ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè, ÿêùî F 3
fk → f ∈ F òà F 3 gk → f ∈ F, k →∞, òî

hα(T (fk), T (gk)) ≤ L1(T,F) · hα(fk, gk) → 0, k →∞.

Íåïåðåðâíiñòü ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi:

hα(T (f), T (g)) ≤ L1(T,F) · hα(f, g), f, g ∈ F,

ÿêó îòðèìó¹ìî çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ç òàêî¨ íåðiâíîñòi:

hα(T (fk), T (gk)) ≤ L1(T,F) · hα(fk, gk)

ïðè F 3 fk → f ∈ F òà F 3 gk → g ∈ F, k →∞.
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Îïåðàòîð T âèçíà÷åíèé êîðåêòíî íà ôàêòîð-ìíîæèíi ìíîæè-
íè SC(I) çà ââåäåíèì âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íå ðîçðiç-
íþ¹ ôóíêöi¨ ç îäíàêîâèìè ðîçøèðåíèìè ãðàôiêàìè, îñêiëüêè, ÿêùî
G(f) = G(g), òî G(f, I ′i) = G(g, I ′i) äëÿ âñiõ i, à òîìó, âðàõîâóþ÷è,
ùî Φi � ãîìåîìîðôiçì, ìà¹ìî G(T (f), Ii) = = G(T (g), Ii) äëÿ âñiõ i,
çâiäêè: G(T (f)) = G(T (g)).

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (1) çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi i äëÿ ïðîäîâ-
æåííÿ T íà F, ÿêùî ðîçóìiòè äi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ÿê òàêi,
ùî âèêîíóþòüñÿ íàä êîæíèì ÷èñëîâèì çíà÷åííÿì ñåãìåíòíîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨ f â äàíié òî÷öi x.

Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïîñëiäîâíîñòi iòåðà-
öié ôðàêòàëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ öüîãî ñôîðìóëþ¹ìî òàêå îçíà÷åí-
íÿ.

Åâåíòóàëüíî ñòèñêóþ÷èì îïåðàòîðîì íàçèâà¹òüñÿ òàêèé îïåðà-
òîð, ó ÿêîãî iñíó¹ éîãî ñòåïiíü, ùî ¹ îïåðàòîðîì ñòèñêó:

hα(T ◦k(f), T ◦k(g)) ≤ L
(k)
T · hα(f, g), 0 ≤ L

(k)
T < 1.

Íàéìåíøèé ïîêàçíèê òàêîãî ñòåïåíÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì åâåíòó-
àëüíî ñòèñêóþ÷îãî îïåðàòîðà.

Óìîâè ñòèñêó ôðàêòàëüíîãî îïåðàòîðà áóëî âñòàíîâëåíî â [6]
(äëÿ âèïàäêó ïðîñòîðó õàóñäîðôîâî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié òà îïå-
ðàòîðà äåùî áiëüø ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó). Çíàéäåìî óìîâè åâåíòó-
àëüíîãî ñòèñêó.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó F ⊂ SC(I) òàêó, ùî T (F) ⊂ F.
Ïîçíà÷èìî:

Lk(T,F) := max
1≤i1,...,ik≤n

di1 . . . dik
γi1,...,ik

(F) ≤ +∞,

äå

γi1,...,ik
(F) := sup

f,g∈F
f 6=g

hα, ϕ−1
i1

(Ii1∩ϕ−1
i2

(Ii2∩...ϕ−1
ik

(Iik
)...))(f, g)

hα(f, g)
≤ +∞.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé infk≥1 Lk(T,F) < 1. Òîäi îïåðàòîð T �
åâåíòóàëüíî ñòèñêóþ÷èé íà F.
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Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê äiÿëè ïðè äîâåäåííi òâåð-
äæåííÿ 1, ìà¹ìî ç (4):

hα(T ◦k(f), T ◦k(g)) ≤ max
1≤i≤n

di · hα,I′i(T
◦(k−1)(f), T ◦(k−1)(g)) ≤

≤ max
1≤i1≤n

di1 max
1≤i2≤n

di2 ·hα, ϕ−1
i2

(Ii2∩ϕ−1
i1

(Ii1 ))(T
◦(k−2)(f), T ◦(k−2)(g)) ≤

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

≤ max
1≤i1≤n

di1 . . . max
1≤ik≤n

dik
×hα, ϕ−1

ik
(Iik

∩ϕ−1
ik−1

(Iik−1∩...ϕ−1
i1

(Ii1 )...))(f, g) ≤
≤ max

1≤i1≤n
di1 . . . max

1≤ik≤n
dik

· γik,...,i1(F) hα(f, g) = Lk(T,F) · hα(f, g),

äå çàëèøèëîñÿ âèáðàòè òàêå k ≥ 1, ïðè ÿêîìó Lk(T,F) < 1.
Íàñëiäîê. Çà óìîâè, ùî îïåðàòîð T åâåíòóàëüíî ñòèñêóþ÷èé

íà F ⊂ SC(I), ó íüîãî iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà f∗T ∈ F ⊂ SC(I),
ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ F ìà¹ìî åêñïîíåíöiéíî øâèäêó çáiæ-
íiñòü: T ◦k(f) → f∗T , k →∞, ó SC(I).

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü çàñòîñóâàòè âiäîìå óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó
ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü (íà âèïàäîê âiäîáðàæåííÿ, ó ÿêîãî iñíó¹
éîãî ñòåïiíü, ùî ¹ ñòèñêóþ÷èì) äî ïîâíîãî ïðîñòîðó (F, hα).

×àñòî öÿ íåðóõîìà òî÷êà ¹ ôóíêöi¹þ, ãðàôiê ÿêî¨ ìà¹ äðîáîâó âè-
ìiðíiñòü (íàïðèêëàä, çà Õàóñäîðôîì�Áåçiêîâè÷åì) àáî ãðàôiêó ÿêî¨
ïðèòàìàííà ïåâíà âëàñòèâiñòü òèïó ñàìîïîäiáíîñòi. Öå ïîÿñíþ¹ âè-
êîðèñòàííÿ òåðìiíó ¾ôðàêòàëüíà àïðîêñèìàöiÿ¿.

Äîâåäåìî îäíó îöiíêó ïîõèáêè õàóñäîðôîâîãî ôðàêòàëüíî-
ãî íàáëèæåííÿ, ùî ¹ àíàëîãîì òåîðåìè ïðî êîëàæ (íåðiâíiñòü
òèïó Áàðíñëi) [7, 8]. Äëÿ çðó÷íîñòi ôîðìóëþâàííÿ ïîêëàäåìî:
Lk(T,F) =: Lk.

Òâåðäæåííÿ 3. Çà óìîâ, ùî îïåðàòîð T åâåíòóàëüíî ñòèñêó-
þ÷èé ïîðÿäêó m íà F ⊂ SC(I) òà Lk(T,F) < +∞ ïðè k = 1, . . . ,m,
ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:

hα(f, f∗T ) ≤ 1 + L1 + . . .+ Lm−1

1− Lm
hα(f, T (f)).

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî:

hα(f, f∗T ) ≤
m−1∑

k=0

hα(T ◦k(f), T ◦(k+1)(f)) + hα(T ◦m(f), f∗T ) ≤



Óìîâè çáiæíîñòi òà îöiíêè ïîõèáêè . . . 247

≤
m−1∑

k=0

Lk · hα(f, T (f)) + Lm · hα(f, f∗T ),

çâiäêè é îòðèìó¹ìî îöiíêó íà hα(f, f∗T ).
Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþþòüñÿ ó âèïàäêó õàóñäîðôîâî¨

àïðîêñèìàöi¨ ó ïðîñòîði õàóñäîðôîâî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié HC(I) ⊂
SC(I). Ïåðåâàãîþ öüîãî ïðîñòîðó íà âiäìiíó âiä SC(I) ¹ ìîæëèâiñòü
ââåäåííÿ íà íüîìó ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Ïðîòå ÷åðåç éîãî
íåïîâíîòó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü íàêëàäàòè äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà
ìíîæèíó F òèïó îäíîñòàéíî¨ õàóñäîðôîâî¨ íåïåðåðâíîñòi, òîáòî óìî-
âè ðiâíîìiðíîãî çà ôóíêöi¹þ ñiì'¨ F ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ òàê çâàíîãî
õàóñäîðôîâîãî ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ [6].

Êðiì òîãî, óçàãàëüíåííÿ äîâåäåíèõ òâåðäæåíü ñïðàâäæóþòüñÿ
äëÿ ñåãìåíòíîçíà÷íèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Îñîáëèâî öiêàâèì
ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü ¹ âèïàäîê ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ÷åðåç ìîæ-
ëèâiñòü éîãî çàñòîñóâàííÿ ó çàäà÷àõ ñòèñêó òà êîäóâàííÿ çîáðàæåíü
[8].
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