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ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
ÕÅÐÌÀÍÄÅÐÀ È ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
Îïèñàí êëàññ âñåõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ
ïàð ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Äîêàçàíî, ÷òî îí â òî÷íîñòè
ñîñòîèò èç èçîòðîïíûõ L2-ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà ñ âåñîâûìè ôóíê-
öèÿìè, RO-ìåíÿþùèìèñÿ íà∞. Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ èññëåäîâàíû ðàâ-
íîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â
Rn. Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà è èçó÷åíà âíóòðåííÿÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îïèñàí êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ íîðì â èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Õåðìàíäåðà.

1. Ââåäåíèå. Â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçâåñòíî [1, 2],
÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò íåêîòîðóþ ãëàäêîñòü s ∈ R â
øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, òî ðåøåíèå áóäåò èìåòü â ýòîé øêàëå
âíóòðåííþþ ãëàäêîñòü s+m, ãäå m � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Êðîìå òî-
ãî, ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð íåòåðîâ (èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ) â ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïàðå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ íà çàìêíóòîì
(êîìïàêòíîì) ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí
è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Óêàçàííûå ñâîéñòâà èìååò íå
âñÿêàÿ øêàëà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð [3, ñ. 74], èç
óñëîâèÿ ∆u ∈ C íå ñëåäóåò, ÷òî u ∈ C2.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè âñåõ (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì) èíòåðïîëÿöèîííûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ äëÿ ïàð ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà Hs0(Rn)
è Hs1(Rn), ãäå s0, s1 ∈ R è s0 < s1. Îêàçàëîñü, ÷òî êëàññ ýòèõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç èçîòðîï-
íûõ L2-ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà [4, 5] ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè, RO-
ìåíÿþùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé ââåäåí Àâà-
êóìîâè÷åì [6] â 1936 ã. è äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åí (ñì., íàïðèìåð, [7,
ñ. 86�99]). Ïîñêîëüêó ïðè èíòåðïîëÿöèè ñîõðàíÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è (ïðè íåèçìåííîì äåôåêòå) èõ íåòåðîâîñòü,
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ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà
ïàðû èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç 7 ïóíêòîâ. Â ïï. 2�3 ïðèâåäåíà íåîáõîäèìàÿ
èíôîðìàöèÿ î ïðàâèëüíî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèÿõ è î ñâîéñòâàõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ñòàòüè äîêàçàí â ï. 4 (òåîðåìû 1 è 2). Â ïï. 5�6 èçó÷åí ðàâíîìåð-
íî ýëëèïòè÷åñêèé â Rn ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (ÏÄÎ) â
ïàðàõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà. Äîêàçàíà àïðè-
îðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (òåî-
ðåìà 3) è èññëåäîâàíà åãî âíóòðåííÿ ãëàäêîñòü (òåîðåìà 4). Â ï. 7 ñ
ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ÏÄÎ ïîñòðîåíû ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Õåðìàíäåðà (òåîðåìû 5 è 6).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû íà çàìêíóòûõ (êîìïàêò-
íûõ) ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è áóäóò ïðèâåäåíû â äðóãîì ìåñòå. Äëÿ
áîëåå óçêîé øêàëû ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà (óòî÷íåííàÿ øêàëà) ýë-
ëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû è ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è èçó÷åíû â
ðàáîòàõ àâòîðîâ [8�15]. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ïðèâÿçàíû ê ïðîñòðàí-
ñòâàì Ñîáîëåâà ñ ïîìîùüþ ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå åñòü îêðóæíîñòü, ïðîñòðàíñòâà
Õåðìàíäåðà òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðîñòðàíñòâàìè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ââåäåííûõ äðóãèì ñïîñîáîì À. È. Ñòåïàíöîì [16].

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò èíòåðïîëÿöèîííûå íåãèëüáåðòî-
âû ïðîñòðàíñòâà äëÿ ïàðû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà
Hs0(Rn) è Hs1(Rn), íàïðèìåð [17, ñ. 223] áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà
Áåñîâà-Íèêîëüñêîãî Bs2,q(Rn), ãäå 1 ≤ q ≤ ∞ è q 6= 2. Â ìîíîãðà-
ôèÿõ Õ. Òðèáåëÿ [17, 18] ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è èçó÷åíû
â ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ øêàëàõ áàíàõîâûõ è áîëåå îáùèõ
ïðîñòðàíñòâ, ïàðàìåòðèçèðîâàííûõ ÷èñëîâûì íàáîðîì.

Ïðîñòðàíñòâà Õåðìàíäåðà è èõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ (ïðîñòðàí-
ñòâà îáîáùåííîé ãëàäêîñòè) ÿâëÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäìå-
òîì ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèé (ñì. îáçîð [19], íåäàâíþþ ðàáîòó [20]
è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ïîêàçà-
òåëÿ ãëàäêîñòè íå ÷èñëîâîãî íàáîðà, à ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà
ïîçâîëÿåò çà÷èòåëüíî òî÷íåå îïèñàòü ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Îòìå-
òèì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà ðÿäà ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé
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ãëàäêîñòè èçó÷åíû â [21, 22].
2. Ïðàâèëüíî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè.Ïðèâåäåì áàçèñíîå

äëÿ íàñ
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü RO � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî

Áîðåëþ ôóíêöèé ϕ : [1,∞) → (0,∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(∃ a > 1) (∃ c > 1) (∀ t ≥ 1) (∀ λ ∈ [1, a]) : c−1 ≤ ϕ(λt)/ϕ(t) ≤ c, (1)

ãäå ïîñòîÿííûå a è c çàâèñÿò îò ϕ. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò RO-
ìåíÿþùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè [7, ñ. 86].

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé êëàññà RO [7,
ñ. 87-89].

Ïðåäëîæåíèå 1. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO îãðàíè÷åíà è îòäå-
ëåíà îò íóëÿ íà êàæäîì îòðåçêå [1, b], ãäå 1 < b <∞.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îïèñàíèå êëàññà RO:

ϕ ∈ RO ⇔ ϕ(t) = exp
(
β(t) +

∫ t

1

ε(τ)
τ

dτ
)
, t ≥ 1,

ãäå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè β è ε èçìåðèìû ïî Áîðåëþ è îãðàíè÷åíû
íà ïîëóîñè [1,∞).

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíöèè ϕ : [1,∞) → (0,∞)
óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(∃ s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1) (∃ c ≥ 1) (∀ t ≥ 1) (∀ τ ≥ t) :

t−s0ϕ(t) ≤ c τ−s0ϕ(τ), τ−s1ϕ(τ) ≤ c t−s1ϕ(t).
(2)

Óñëîâèå (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ t−s0ϕ(t) ýêâèâàëåíòíà íåêî-
òîðîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè, à ôóíêöèÿ t−s1ϕ(t) ýêâèâàëåíòíà
íåêîòîðîé óáûâàþùåé ôóíêöèè íà ïîëóîñè [1,∞).1 Ïîëîæèâ λ :=
τ/t â óñëîâèè (2), ïåðåïèøåì åãî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

c−1λs0 ≤ ϕ(λt)/ϕ(t) ≤ cλs1 ∀ t ≥ 1, λ ≥ 1. (3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ RO îáîçíà÷èì:

σ0(ϕ) := sup {s0 ∈ R : âûïîëíÿåòñÿ (3)},
1Ýêâèâàëåòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå, à âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå � â

íåñòðîãîì ñìûñëå.
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σ1(ϕ) := inf {s1 ∈ R : âûïîëíÿåòñÿ (3)}.
Î÷åâèäíî, ÷òî −∞ < σ0(ϕ) ≤ σ1(ϕ) <∞.

Äîîïðåäåëèâ ϕ(t) := ϕ2(1)/ϕ(t−1) ïðè 0 < t < 1, ïîëó÷èì ïîëî-
æèòåëüíóþ íà ïîëóîñè (0,∞) ôóíêöèþ ϕ, äëÿ êîòîðîé (3) âëå÷åò
óñëîâèå

c−2λs0 ≤ ϕ(λt)/ϕ(t) ≤ c2λs1 ∀ t > 0, λ ≥ 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà σ0(ϕ) è σ1(ϕ) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî íèæ-
íåìó è âåðõíåìó ïîêàçàòåëÿì ðàñòÿæåíèÿ ôóíêöèè ϕ [23, ñ. 76]. Èõ
ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì [23, ñ. 75]

σ0(ϕ) = lim
λ→0+

logMϕ(λ)
log λ

, σ1(ϕ) = lim
λ→∞

logMϕ(λ)
log λ

, (4)

ãäå
Mϕ(λ) := sup

t>0

ϕ(λt)
ϕ(t)

, λ > 0,

� ôóíêöèÿ ðàñòÿæåíèÿ ôóíêöèè ϕ. Îòìåòèì [24], ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ôîðìóë (4) ðàâíû ïî îïðåäåëåíèþ íèæíåìó è âåðõíåìó èíäåêñàì
Áîéäà ôóíêöèè Mϕ.

Â âàæíîì ñëó÷àå σ0(ϕ) = σ1(ϕ) =: σ ÷èñëî σ íàçûâàþò ïîðÿäêîì
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ϕ. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ
ôóíêöèÿ ϕ : [1,∞) → (0,∞), ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ïî Êàðàìàòà
ïîðÿäêà íà áåñêîíå÷íîñòè [7, ñ. 9], à òàêæå îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåí-
íàÿ îò íóëÿ íà êàæäîì îòðåçêå [1, b], ãäå 1 < b < ∞, ïðèíàäëåæèò
êëàññó RO è èìååò ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ σ. Ýòî âûòåêàåò èç [7, ñ. 26 �
27] è ïðåäëîæåíèÿ 3.

Ëåììà 1. Ïóñòü ϕ ∈ RO. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(〈ξ〉), ãäå ξ ∈ Rn,
〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2, ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé â ñìûñëå Âîëåâè÷à�Ïàíåÿõà
[25, ñ. 9], ò. å.

(∃ c ≥ 1) (∃ l > 0) (∀ ξ, η ∈ Rn) : ϕ(〈ξ〉)/ϕ(〈η〉) ≤ c (1 + |ξ − η|l). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ, η ∈ Rn. Âîçâåäåíèåì â êâàäðàò
ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |〈ξ〉 − 〈η〉| ≤ | |ξ| − |η| |. Îòñþäà â ñëó÷àå
〈ξ〉 ≥ 〈η〉 ïîëó÷àåì, ÷òî

〈ξ〉/〈η〉 = 1 + (〈ξ〉 − 〈η〉)/〈η〉 ≤ 1 + |ξ| − |η| ≤ 1 + |ξ − η|.
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Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3

ϕ(〈ξ〉)/ϕ(〈η〉) ≤ c (〈ξ〉/〈η〉)s1 ≤ c (1 + |ξ − η|)max{0,s1}.

Åñëè æå 〈η〉 ≥ 〈ξ〉, òî

ϕ(〈ξ〉)/ϕ(〈η〉) ≤ c (〈ξ〉/〈η〉)s0 = c(〈η〉/〈ξ〉)−s0 ≤ c (1 + |ξ− η|)max{0,−s0}.

Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(〈ξ〉)/ϕ(〈η〉) ≤ c (1 + |ξ − η|)l ∀ ξ, η ∈ Rn,

ãäå l := max{0,−s0, s1}. Îòñþäà ñëåäóåò (5) (ñ èíîé ïîñòîÿííîé c).
3. Èíòåðïîëÿöèÿ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå íàì ôàêòû èç òåîðèè

èíòåðïîëÿöèè ïàð êîìïëåêñíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàì äî-
ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñåïàðàáåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó [X0, X1] ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ X0 è X1 íàçîâåì äîïóñòèìîé, åñëè ýòè ïðîñòðàíñòâà
ñåïàðàáåëüíû è ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå è ïëîòíîå âëîæåíèå X1 ↪→
X0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H íàçûâàåòñÿ èí-
òåðïîëÿöèîííûì äëÿ äîïóñòèìîé ïàðû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
[X0, X1], åñëè:

(i) ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ X1 ↪→ H ↪→ X0;

(ii) ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X0 → X0, îãðàíè÷åííûé
â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ X0 è X1, ÿâëÿåòñÿ òàêæå îãðàíè÷åííûì
îïåðàòîðîì â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H.

Èç óñëîâèÿ (ii) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖T‖H→H ≤ cmax
{ ‖T‖X0→X0 , ‖T‖X1→X1

}
,

ãäå ÷èñëî c > 0 íå çàâèñèò îò îïåðàòîðà T [23, ñ. 34].
Íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå èíòåðïîëÿöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûì

ïàðàìåòðîì. Îíî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî
èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Æ.-Ë. Ëèîíñà è Ñ. Ã. Êðåéíà [26, ãë. I],
[27, c. 250-255].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíê-
öèé ψ : (0,∞) → (0,∞), êîòîðûå îãðàíè÷åíû íà êàæäîì îòðåçêå
[a, b], ãäå 0 < a < b < ∞, è îòäåëåíû îò 0 íà êàæäîì ìíîæåñòâå
[r,∞), ãäå r > 0.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíî çàäàíû ôóíêöèÿ ψ ∈ B è äîïóñòèìàÿ ïàðà
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ X = [X0, X1]. Äëÿ ïàðû X ñóùåñòâóåò
èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì J : X1 ↔ X0 òàêîé, ÷òî J ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â ïðî-
ñòðàíñòâå X0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X1. Îïåðàòîð J íàçûâàåòñÿ
ïîðîæäàþùèì äëÿ ïàðû X. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé X
îäíîçíà÷íî.

Â ïðîñòðàíñòâå X0 îïðåäåëåí êàê áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ îò J
îïåðàòîð ψ(J). Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X0, X1]ψ èëè, êîðî÷å, Xψ îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ψ(J), íàäåëåííóþ ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì (u1, u2)Xψ := (ψ(J)u1, ψ(J)u2)X0 è ñîîòâåòñòâóþùåé íîð-
ìîé ‖u ‖Xψ = (u, u)1/2Xψ

. Ïðîñòðàíñòâî Xψ ñåïàðàáåëüíî è ïîëíî, ò. å.
ãèëüáåðòîâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ ψ ∈ B íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûì ïàðàìåòðîì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ ïàð X =
[X0, X1], Y = [Y0, Y1] ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è äëÿ ëþáîãî ëè-
íåéíîãî îòîáðàæåíèÿ T , çàäàííîãî íà X0, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå.
Åñëè ïðè j = 0, 1 ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ T íà ïðîñòðàíñòâî Xj ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì T : Xj → Yj , òî è ñóæåíèå îòîá-
ðàæåíèÿ T íà ïðîñòðàíñòâî Xψ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì
T : Xψ → Yψ.

Åñëè ôóíêöèÿ ψ � èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð, òî áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Xψ ïîëó÷åíî èíòåðïîëÿöèåé ïàðû X ñ ïà-
ðàìåòðîì ψ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå è ïëîòíûå
âëîæåíèÿ X1 ↪→ Xψ ↪→ X0. Ïðèâåäåì îïèñàíèå âñåõ èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ïàðàìåòðîâ â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ : (0,∞) → (0,∞)
íàçûâàåòñÿ ïñåâäîâîãíóòîé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, åñëè îíà
(ñëàáî) ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé âîãíóòîé ôóíêöèè ψ1 : (r,∞) →
(0,∞) íà ïîëóïðÿìîé (r,∞), ãäå ÷èñëî r äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ôóíêöèÿ ψ ∈ B ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûì ïàðàìåòðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïñåâäîâîãíóòà
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â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.
Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïèñàíèÿ êëàññà âñåõ èíòåðïîëÿöè-

îííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííîãî ß. Ïåòðå [28, 29, ñ. 153] (ñì., íàïðèìåð,
äîêàçàòåëüñòâî â [30, ï. 2.7]). Ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò ïðèíàä-
ëåæèò Â. È. Îâ÷èííèêîâó [31].

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü X = [X0, X1] � ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòè-
ìàÿ ïàðà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî H ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì äëÿ ýòîé ïàðû, òî ñóùåñòâó-
åò ïñåâäîâîãíóòàÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ ψ ∈ B
òàêàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà H è Xψ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ýê-
âèâàëåíòíîñòè íîðì.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, èíòåðïîëÿöèîííûõ äëÿ çàäàííîé äîïóñòèìîé ïàðû X, ñîâ-
ïàäàåò ñ êëàññîì ïðîñòðàíñòâ Xψ, ãäå ψ ∈ B � ïðîèçâîëüíàÿ ïñåâ-
äîâîãíóòàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.

4. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà Õåðìàíäåðà. Ïóñòü
öåëîå ÷èñëî n ≥ 1, à S ′(Rn) � òîïîëîãè÷åñêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà â Rn, à û � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈ S ′(Rn).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü ϕ(〈ξ〉) � âåñîâàÿ ïî Âîëåâè÷ó�Ïàíåÿõó
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà ξ ∈ Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hϕ(Rn) ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé u ∈ S ′(Rn) òàêèõ, ÷òî û ëîêàëüíî ñóì-
ìèðóåìî ïî Ëåáåãó â Rn è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∫

Rn
ϕ2(〈ξ〉) |û(ξ)|2 dξ <∞.

Â ïðîñòðàíñòâå Hϕ(Rn) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïðå-
äåëåíèé u1, u2 ïî ôîðìóëå

(u1, u2)ϕ :=
∫

Rn
ϕ2(〈ξ〉) û1(ξ) û2(ξ) dξ.

Îíî ïîðîæäàåò íîðìó ‖u‖ϕ := (u, u)1/2ϕ .
Â ñèëó ëåììû 1 ïðîñòðàíñòâîHϕ(Rn) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èçîòðîï-

íûì ãèëüáåðòîâûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ Ë. Õåðìàíäåðà [4, ñ. 54], [5,
ñ. 18], êîòîðûå îáîçíà÷åíû èì ÷åðåç B2, ϕ(〈·〉). Îòìåòèì, ÷òî â ãèëü-
áåðòîâîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Õåðìàíäåðà ñîâïàäàþò ñ ïðîñòðàí-
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ñòâàìè, ââåäåííûìè è èçó÷åííûìè Ë. Ð. Âîëåâè÷åì è Á. Ï. Ïàíå-
ÿõîì [25, ñ. 14], [32, ñ. 45].

Åñëè äëÿ ôóíêöèè ϕ ∈ RO îïðåäåëåí ïîðÿäîê èçìåíåíèÿ σ ∈ R,
òî óäîáíî îáîçíà÷åíèå Hϕ(Rn) =: Hσ,ϕ0(Rn), ãäå ϕ(t) = tσϕ0(t). Â
ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ϕ0 ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïî Êàðàìàòà íà áåñ-
êîíå÷íîñòè, ïðîñòðàíñòâî Hσ,ϕ0(Rn) èçó÷åíî àâòîðàìè â [9, 30]. Äëÿ
ñòåïåííîé ôóíêöèè ϕ(t) = tσ ïðîñòðàíñòâîHϕ(Rn) ñîâïàäàåò ñ ãèëü-
áåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà Hσ(Rn).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Hϕ(Rn), âûòåêà-
þùèå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà è
Âîëåâè÷à�Ïàíåÿõà.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü ϕ,ϕ1 ∈ RO. Òîãäà:

(i) Ïðîñòðàíñòâî Hϕ(Rn) � ñåïàðàáåëüíî.

(ii) Ìíîæåñòâî C∞0 (Rn) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ïëîòíî â Hϕ(Rn).

(iii) Ôóíêöèÿ ϕ(t)/ϕ1(t) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hϕ1(Rn) ↪→ Hϕ(Rn). Ýòî âëîæå-
íèå íåïðåðûâíîå è ïëîòíîå.

(iv) Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë s0 < σ0(ϕ) è s1 > σ1(ϕ)
ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå è ïëîòíûå âëîæåíèÿ Hs1(Rn) ↪→
Hϕ(Rn) ↪→ Hs0(Rn).

(v) Ïðîñòðàíñòâà Hϕ(Rn) è H1/ϕ(Rn) âçàèìíî äâîéñòâåííûå îò-
íîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L 2(Rn).

(vi) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî ÷èñëà k ≥ 0 íåðàâåíñòâî
∫ +∞

1

t2k+n−1ϕ−2(t) dt <∞ (6)

ðàâíîñèëüíî âëîæåíèþ Hϕ(Rn) ↪→ Ckb (Rn). Ýòî âëîæåíèå
íåïðåðûâíî. 2

2Çäåñü Ck
b (Rn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé u : Rn → C, èìåþùèõ

íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå â Rn ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî.
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Ñäåëàåì ðÿä ïîÿñíåíèé. Ñâîéñòâî (iv) ñëåäóåò èç (iii) è íåðàâåí-
ñòâà (3), â êîòîðîì ïîëàãàåì t := 1. Ïîñêîëüêó ϕ ∈ RO ⇔ 1/ϕ ∈ RO,
òî ïðîñòðàíñòâî H1/ϕ(Rn) èç ñâîéñòâà (v) êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
Ë. Õåðìàíäåðîì [4, ñ. 59] óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâî

∫

Rn
〈ξ〉2k ϕ−2(〈ξ〉) dξ <∞

ðàâíîñèëüíî âëîæåíèþ Hϕ(Rn) ↪→ Ckb (Rn). Ýòî âëîæåíèå íåïðåðûâ-
íî. Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî íåðà-
âåíñòâî ðàâíîñèëüíî (6), ò. å. ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî (vi).

Èçó÷èì èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà øêàëû ïðîñòðàíñòâ

{Hϕ(Rn) : ϕ ∈ RO}. (7)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè ϕ0, ϕ1 ∈ RO è ψ ∈ B. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ0/ϕ1 îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷-
íîñòè, à ψ � èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèì

ϕ(t) := ϕ0(t)ψ(ϕ1(t)/ϕ0(t)) ïðè t ≥ 1.

Òîãäà ϕ ∈ RO è

[Hϕ0(Rn),Hϕ1(Rn)]ψ = Hϕ(Rn) ñ ðàâåíñòâîì íîðì. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ϕ ∈ RO. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèÿ ϕ èçìåðèìà ïî Áîðåëþ íà ïîëóîñè [1,∞).
Ïðîâåðèì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Ïîñêîëüêó ϕ0, ϕ1 ∈
RO, òî

(∃a>1)(∃c>1)(∀t≥1)(∀λ∈[1, a])(∀j = 0, 1) : c−1 ≤ ϕj(λt)/ϕj(t) ≤ c.
(9)

Èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè ϕ0/ϕ1 â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè âû-
òåêàåò ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1, ÷òî

(∃ ε > 0) (∀ t ≥ 1) : ϕ1(t)/ϕ0(t) > ε. (10)

Äàëåå, òàê êàê ψ � èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð, òî â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 4 ôóíêöèÿ ψ ïñåâäîâîãíóòàÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.
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Òîãäà, êàê óñòàâëåíî â [30, c. 88] (ëåììû 2.1, 2.2), ôóíêöèÿ ψ ñëàáî
ýêâèâàëåíòíà âîãíóòîé ôóíêöèè íà ïîëóîñè (ε,∞), ÷òî ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ

(∃ c0 > 1) (∀ τ > ε) (∀ t > ε) : ψ(τ)/ψ(t) ≤ c0 max{1, τ/t}. (11)

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

ψ(t)/ψ(τ) ≥ c−1
0 min{1, t/τ} ∀ τ > ε, t > ε. (12)

Òåïåðü èç ôîðìóë (9), (10), (11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ≥ 1 è
λ ∈ [1, a]

ϕ(λt)
ϕ(t)

=
ϕ0(λt)
ϕ0(t)

· ψ(ϕ1(λt)/ϕ0(λt))
ψ(ϕ1(t)/ϕ0(t))

≤c · c0 max
{

1,
ϕ1(λt)/ϕ0(λt)
ϕ1(t)/ϕ0(t)

}
≤c3c0.

Àíàëîãè÷íî èç ôîðìóë (9), (10) è (12) âûòåêàåò, ÷òî

ϕ(λt)
ϕ(t)

≥ c−1c−1
0 min

{
1,
ϕ1(λt)/ϕ0(λt)
ϕ1(t)/ϕ0(t)

}
≥ c−3c−1

0 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) è ïîýòîìó
ϕ ∈ RO.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (8). Â ñèëó (iii) ïðåäëîæåíèÿ 6 ïàðà
[Hϕ0(Rn),Hϕ1(Rn)] � äîïóñòèìàÿ. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð ñ ñèìâîëîì ϕ1(〈ξ〉)/ϕ0(〈ξ〉), ãäå ξ ∈ Rn, ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäà-
þùèì îïåðàòîðîì J äëÿ ýòîé ïàðû. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå F : Hϕ0(Rn) ↔ L2(Rn, ϕ2

0(〈ξ〉) dξ) îïåðàòîð J ïðèâîäèòñÿ ê
óìíîæåíèþ íà ôóíêöèþ ϕ1(〈ξ〉)/ϕ0(〈ξ〉). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð
ψ(J) ïðèâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà ôóíêöèþ ψ(ϕ1(〈ξ〉)/ϕ0(〈ξ〉)) =
ϕ(〈ξ〉)/ϕ0(〈ξ〉). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C∞0 (Rn) ìîæåì çà-
ïèñàòü:

‖u‖2[Hϕ0 (Rn),Hϕ1 (Rn)]ψ
= ‖ψ(J)u‖2Hϕ0 (Rn) =

=
∫

Rn
ϕ2

0(〈ξ〉) |(ψ̂(J)u)(ξ)|2 dξ =
∫

Rn
ϕ2(〈ξ〉) |û(ξ)|2 dξ = ‖u‖2Hϕ(Rn).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ïðîñòðàíñòâ (8), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
C∞0 (Rn) ïëîòíî â êàæäîì èç íèõ. Ýòî âûòåêàåò èç (ii) ïðåäëîæå-
íèÿ 6 è ñâîéñòâà èíòåðïîëÿöèè [30, ñ. 82] (òåîðåìà 2.1), ñîãëàñíî
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êîòîðîìó ïðîñòðàíñòâî Hϕ1(Rn) íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî â
[Hϕ0(Rn),Hϕ1(Rn)]ψ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO è âåùåñòâåííûå
÷èñëà s0, s1 òàêèå, ÷òî s0 < σ0(ϕ) è s1 > σ1(ϕ). Ïîëîæèì

ψ(t) := t−s0/(s1−s0)ϕ(t1/(s1−s0)) ïðè t ≥ 1 è ψ(t) := ϕ(1) ïðè 0 < t < 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ ψ ∈ B ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì è

[Hs0(Rn),Hs1(Rn)]ψ = Hϕ(Rn) ñ ðàâåíñòâîì íîðì. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ(t) = ts0 ψ(ts1/ts0) ïðè t ≥ 1, òî
òåîðåìà 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 4, åñëè ìû äîêàæåì,
÷òî ôóíêöèÿ ψ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B è ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîâîãíó-
òîé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, ôóíêöèÿ
ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11) äëÿ ε = 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè t ≥ 1 è
τ ≥ 1, òî

ψ(τ)
ψ(t)

=
(τ
t

)−s0/(s1−s0) ϕ(τ1/(s1−s0))
ϕ(t1/(s1−s0))

≤

≤ (τ/t)−s0/(s1−s0)c max{(τ/t)s1/(s1−s0), (τ/t)s0/(s1−s0)}=cmax{τ/t, 1}.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ îòäåëåíà îò íóëÿ íà
ïîëóîñè [1,∞) è ïîýòîìó ψ ∈ B â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1. Îñòàåòñÿ
ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.2 ñòàòüè [30, ñ. 88], ñîãëàñíî êîòîðîé óñëîâèå
(11) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ýêâèâàëåíòíà ïñåâäîâîãíóòîé
ôóíêöèè íà ïîëóîñè (ε,∞).

Èç òåîðåì 1, 2 è ïðåäëîæåíèé 4, 5 âûòåêàåò ôóíäàìåíòàëüíîå
ñâîéñòâî øêàëû ïðîñòðàíñòâ (7): îíà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ äîïóñòèìûõ ïàð
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

5. Ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâàõ Õåðìàíäå-
ðà. Ïóñòü m ∈ R. Ñëåäóÿ [2, ñ. 8, 9] îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψm(Rn) êëàññ
âñåõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÏÄÎ) A â Rn òàêèõ,
÷òî èõ ñèìâîë a(x, ξ) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé àðãóìåíòîâ x, ξ ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ

(∀α, β∈(N∪{0})n)(∃cα,β > 0)(∀x, ξ ∈ Rn) : |∂αx ∂βξ a(x, ξ)|≤cα,β〈ξ〉m−|β|.
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(Êàê îáû÷íî, |β| := β1+. . .+βn äëÿ ìóëüòèèíäåêñà β = (β1, . . . , βn).)
Îáîçíà÷èì

Ψ−∞(Rn) :=
⋂

m∈R
Ψm(Rn).

Ïîëîæèì ρ(t) := t ïðè t ≥ 1.
Ëåììà 2. Äëÿ ÏÄÎ A ∈ Ψm(Rn) ñóæåíèå ëèíåéíîãî îòîáðà-

æåíèÿ u 7→ Au, u ∈ S ′(Rn), íà ïðîñòðàíñòâî Hϕ(Rn) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì

A : Hϕ(Rn) → Hϕρ−m(Rn) ∀ ϕ ∈ RO. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ýòà ëåììà
õîðîøî èçâåñòíà [2, ñ. 10] (òåîðåìà 1.1.2). Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO, à
÷èñëà s0, s1 è èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð ψ òàêèå, êàê â òåîðåìå 2.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

A : Hsj (Rn) → Hsj−m(Rn), j ∈ {0, 1}.

Ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèþ ñ ïàðàìåòðîì ψ, ïîëó÷àåì íà îñíîâàíèè
òåîðåìû 2 îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

A : Hϕ(Rn) = [Hs0(Rn),Hs1(Rn)]ψ →

→ [Hs0−m(Rn),Hs1−m(Rn)
]
ψ

= Hϕρ−m(Rn).

Ïóñòü çàäàí ïîëèîäíîðîäíûé (êëàññè÷åñêèé) ÏÄÎ A ∈ Ψm(Rn).
Äëÿ íåãî îïðåäåëåí ãëàâíûé ñèìâîë a0(x, ξ), îäíîðîäíûé ïî ξ ïî-
ðÿäêà m è íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî
ÏÄÎ A ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé â Rn, ò. å.

(∃ c > 0) (∀ x ∈ Rn) (∀ ξ ∈ Rn, |ξ| = 1) : |a0(x, ξ)| ≥ c.

Íàéäåì àïðèîðíóþ îöåíêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Au = f äëÿ îïå-
ðàòîðà (14). Ïîñêîëüêó ÏÄÎ A � ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé, îí
èìååò ïàðàìåòðèêñ B, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [2,
ñ. 20] (òåîðåìà 1.8.3).
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Ïðåäëîæåíèå 7. Ñóùåñòâóåò ïîëèîäíîðîäíûé ÏÄÎ B ∈
Ψ−m(Rn), ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé â Rn, òàêîé, ÷òî

BA = I + T1, AB = I + T2, (15)

ãäå T1 è T2 � íåêîòîðûå ÏÄÎ êëàññà Ψ−∞(Rn), à I � òîæäåñòâåí-
íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå S ′(Rn).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ ∈ RO è σ > 0. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî c =
c(ϕ, σ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé u ∈ Hϕ(Rn)
è f ∈ Hϕρ−m(Rn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Au = f â Rn, ñïðà-
âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà:

‖u‖ϕ ≤ c( ‖f‖ϕρ−m + ‖u‖ϕρ−σ ). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (15), u = Bf −
T1u. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (16):

‖u‖ϕ = ‖Bf − T1u‖ϕ ≤ ‖Bf‖ϕ + ‖T1u‖ϕ ≤ c1‖f‖ϕρ−m + c2‖u‖ϕρ−σ .
Çäåñü c0, c1 � ñîîòâåòñòâåííî íîðìû îïåðàòîðîâ

B : Hϕρ−m(Rn) → Hϕ(Rn),

T1 : Hϕρ−σ (Rn) → Hϕ(Rn).

Ýòè îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû â ñèëó ëåììû 2 è ïðåäëîæåíèÿ 7.
6. Ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Au = f èìååò
íåêîòîðóþ âíóòðåííþþ ãëàäêîñòü â øêàëå (7) íà çàäàííîì îòêðû-
òîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå V ⊂ Rn. Èçó÷èì âíóòðåííþþ ãëàäêîñòü
ðåøåíèÿ u íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îáîçíà÷èì

H−∞(Rn) :=
⋃

s∈R
Hs(Rn) =

⋃

ϕ∈RO

Hϕ(Rn),

H∞(Rn) :=
⋂

s∈R
Hs(Rn) =

⋂

ϕ∈RO

Hϕ(Rn).

Ýòî îáîçíà÷åíèå êîððåêòíî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6 (iv). Â ïðîñòðàí-
ñòâàõ H−∞(Rn) è H∞(Rn) ââîäÿòñÿ òîïîëîãèè ñîîòâåòñòâåííî èí-
äóêòèâíîãî è ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëîâ [33, ñ. 470, 472], â êàæäîé èç
êîòîðûõ ÏÄÎ A íåïðåðûâåí.
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Ëåììà 3. Ïóñòü ϕ ∈ RO, u ∈ H−∞(Rn). Òîãäà

Au ∈ Hϕ(Rn) ⇒ u ∈ Hϕρm(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Au ∈ Hϕ(Rn). Â ñè-
ëó ïðåäëîæåíèÿ 7 è ëåììû 2 èìååì: u = BAu − T1u, ãäå BAu ∈
Hϕρm(Rn) è T1u ∈ H∞(Rn).

Îáîçíà÷èì
Hϕ

int(V ) :=
{
f ∈ H−∞(Rn) :

χf ∈ Hϕ(Rn) ∀ χ ∈ C∞b (Rn), suppχ ⊂ V, dist(suppχ, ∂V ) > 0
}
.
(17)

Çäåñü ϕ ∈ RO, à C∞b (Rn) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ â Rn êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ëþáàÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà â Rn. Òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå
Hϕ

int(V ) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëóíîðì f 7→ ‖χf‖ϕ, ãäå ôóíêöèè χ �
òå æå, ÷òî è â (17).

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå u ∈ H−∞(Rn)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Au = f íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå
V , ãäå f ∈ Hϕ

int(V ) äëÿ íåêîòîðîãî ϕ ∈ RO. Òîãäà u ∈ Hϕρm

int (V ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èç óñëîâèÿ f ∈

Hϕ
int(V ) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîâûøåíèÿ âíóòðåííåé ãëàä-

êîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Au = f : äëÿ êàæäîãî ÷èñëà r ≥ 1 ñïðàâåä-
ëèâà èìïëèêàöèÿ

u ∈ Hϕρm−r

int (V ) ⇒ u ∈ Hϕρm−r+1

int (V ). (18)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ôóíêöèþ χ èç îïðåäåëåíèÿ (17). Äëÿ íåå
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ η ∈ C∞b (Rn) òàêàÿ, ÷òî

suppη ⊂ V, dist(supp η, ∂V ) > 0 è η = 1 â îêðåñòíîñòè suppχ. (19)

Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü óêàçàííóþ ôóíêöèþ ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèè ñâåðòêè η := χ2ε ∗ ωε, ãäå ε := dist(suppχ, ∂V )/4,
χ2ε � èíäèêàòîð 2ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà suppχ, à ôóíêöèÿ ωε ∈
C∞(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ωε ≥ 0, suppωε ⊆ {x ∈ Rn : |x| ≤ ε} è
∫

Rn
ωε(x) dx = 1.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ η ïðèíàäëåæèò
êëàññó C∞b (Rn) è èìååò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: η ≡ 1 â ε-îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà suppχ è η ≡ 0 âíå 3ε-îêðåñòíîñòè ýòîãî æå ìíîæåñòâà,
ò. å. η óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (19).

Ïåðåñòàâèâ ÏÄÎ A è îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ χ, çàïè-
øåì
Aχu = Aχηu = χAηu+A′ηu = χAu+ χA(η − 1)u+A′ηu =

= χf + χA(η − 1)u+A′ηu â Rn.
(20)

Çäåñü ÏÄÎ A′ � êîììóòàòîð ÏÄÎ A è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà
ôóíêöèþ χ. Ïîñêîëüêó A′ ∈ Ψm−1(Rn), â ñèëó ëåììû 1 èìååì îãðà-
íè÷åííûé îïåðàòîð

A′ : Hϕρm−r (Rn) → Hϕρ−r+1
(Rn).

Ñëåäîâàòåëüíî,

u ∈ Hϕρm−r

int (V ) ⇒ A′ηu ∈ Hϕρ−r+1
(Rn). (21)

Äàëåå, ïî óñëîâèþ òåîðåìû è ââèäó íåðàâåíñòâà r ≥ 1, èìååì

χf ∈ Hϕ(Rn) ↪→ Hϕρ−r+1
(Rn). (22)

Êðîìå òîãî, òàê êàê íîñèòåëè ôóíêöèé χ è η−1 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
χA(η − 1) � ÏÄÎ êëàññà Ψ−∞(Rn). Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ôîðìóëû
äëÿ ñèìâîëà êîìïîçèöèè äâóõ ÏÄÎ: χA è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà
ôóíêöèþ η − 1 (ñì. [2, ñ. 13], òåîðåìà 1.2.4). Ïîýòîìó

χA(η − 1)u ∈ H∞(Rn). (23)

Èç ôîðìóë (20) � (23) è ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî

u ∈ Hϕρm−r

int (V ) ⇒ Aχu ∈ Hϕρ−r+1
(Rn) ⇒ χu ∈ Hϕρm−r+1

(Rn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ (18) ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà ôóíêöèè χ èç îïðåäåëåíèÿ (17).

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ (18) ëåãêî âûâåñòè âêëþ÷åíèå u ∈ Hϕρm

int (V ).
Ââèäó (iv) ïðåäëîæåíèÿ 6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ Hϕρm−k(Rn) äëÿ
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äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k ∈ N. Òàê êàê óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ χ ∈
C∞b (Rn) åñòü ÏÄÎ êëàññà Ψ0(Rn), òî u ∈ Hϕρm−k

int (V ) â ñèëó ëåììû 2.
Ïðèìåíÿÿ èìïëèêàöèþ (18) ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ r = k, k − 1, . . . , 1,
ïîëó÷èì:

u ∈ Hϕρm−k

int (V ) ⇒ u ∈ Hϕρm−k+1

int (V ) ⇒ . . . ⇒ u ∈ Hϕρm

int (V ).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü öåëîå k ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå u ∈ H−∞(Rn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Au = f íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå V ⊆ Rn, ãäå f ∈ Hω

int(V ) äëÿ íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà ω ∈ RO, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

∫ +∞

1

t2k+n−1−2m ω−2(t) dt <∞. (24)

Òîãäà ðåøåíèå u èìååò íà ìíîæåñòâå V íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷åì îíè îãðàíè÷åíû íà
êàæäîì ìíîæåñòâå V0 ⊂ V òàêîì, ÷òî dist(V0, ∂V ) > 0. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè f ∈ Hω(Rn), òî u ∈ Ckb (Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 4 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
u ∈ Hωρm

int (V ). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ := ωρm óñëîâèå (6) ïðè-
íèìàåò âèä (24). Ïóñòü ôóíêöèÿ η ∈ C∞b (Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì

supp η ⊂ V, dist(supp η, ∂V ) > 0 è η = 1 â îêðåñòíîñòè V0.

Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4,
åñëè çàìåíèòü â íåì ìíîæåñòâî suppχ íà V0. Â ñèëó (vi) ïðåäëîæå-
íèÿ 6 èìååì

ηu ∈ Hωρm(Rn) ↪→ Ckb (Rn).
Ïîýòîìó âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u ïîðÿäêà ≤ k � íåïðå-
ðûâíû è îãðàíè÷åíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà V0. Òîãäà
ýòè ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû è íà ìíîæåñòâå V , ïîñêîëüêó ìîæíî
âçÿòü V0 := {x0} äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ V .

7. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Õåðìàíäåðà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, íîðìà â ïðîñòðàí-
ñòâå Hϕ(Rn) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

‖u‖ϕ = ‖ϕ(1−∆)u‖L2(Rn) ∀ u ∈ C∞0 (Rn).



Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà Õåðìàíäåðà . . . 221

Çäåñü, êàê îáû÷íî, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rn, à ϕ(1−∆) � ôóíê-
öèÿ ϕ îò îïåðàòîðà 1 − ∆, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê íåîãðàíè÷åííûé
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2(Rn). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòî îïå-
ðàòîðà 1−∆ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ÏÄÎ A, óäîâëåòâîðÿþùèé
íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó
â ïðîñòðàíñòâå Hϕ(Rn).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíûé ïîëèîäíîðîäíûé ÏÄÎ êëàññà Ψm(Rn),
ãäå m > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÏÄÎ A � ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé
â Rn è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∃ r > 0) (∀ u ∈ C∞0 (Rn)) : (Au, u)L2(Rn) ≥ r ‖u‖L2(Rn).

Òîãäà îòîáðàæåíèå u 7→ Au, ãäå u ∈ Hm(Rn), ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòî-
ðîì â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn) (ñì. [2, ñ. 28, 29]). Îáîçíà÷èì ýòîò îïå-
ðàòîð ÷åðåç A0. Åãî ñïåêòð ðàñïîëîæåí íà ïîëóîñè [r,∞).

Ëåììà 4. ÏÄÎ A îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì

A : Hϕ(Rn) ↔ Hϕρ−m(Rn) ∀ ϕ ∈ RO. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïàðàõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ÏÄÎ A
îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì

A : Hs(Rn) ↔ Hs−m(Rn) ∀ s ∈ R. (26)

Â ñëó÷àå s = m ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ
îïåðàòîðà A0. Îòñþäà âûòåêàåò èçîìîðôèçì (26) â ñëó÷àå s > m.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî f ∈ Hs−m(Rn) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå u ∈ Hm(Rn) óðàâíåíèÿ Au = f . Íî ïîñêîëüêó ÏÄÎ A
� ýëëèïòè÷åñêèé, òî u ∈ Hs(Rn) â ñèëó ëåììû 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå (26) � èçîìîðôèçì, ïðè÷åì òîïîëîãè÷åñêèé (ïî òåîðå-
ìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå). Ñëó÷àé s < m ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü
ïåðåõîäîì ê îïåðàòîðó, ñîïðÿæåííîìó ê (26). Íàêîíåö, äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ϕ ∈ RO òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì (25) âûòåêàåò èç (26)
â ñèëó èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû 2.

Äîîïðåäåëèì ϕ(t) := ϕ(1) ïðè 0 < t < 1. Ïîñêîëüêó SpecA0 ⊂
(0,∞), â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Rn) îïðåäåëåí îïåðàòîð
ϕ(A1/m

0 ) êàê áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t1/m), t > 0, îò ïîëîæèòåëü-
íîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A0.
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Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ϕ(A1/m
0 ) ñîäåðæèò ìíîæå-

ñòâî H∞(Rn).

(ii) Îòîáðàæåíèå

u 7→ ‖ϕ(A1/m
0 )u‖L2(Rn) =: ‖u‖ϕ,A, u ∈ H∞(Rn), (27)

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâîé íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 (ãäå ïîëàãàåì t :=
1)

(∃ k ∈ N) (∃ c > 0) (∀ τ ≥ r) : ϕ(τ1/m) ≤ c τk.

Ïîýòîìó DomAk0 ⊆ Domϕ(A1/m
0 ). Êðîìå òîãî, Hkm(Rn) = DomAk0 â

ñèëó ëåììû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, H∞(Rn) ⊂ Domϕ(A1/m
0 )

(ii) Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (27) âñå ñâîéñòâà íîðìû î÷åâèäíû, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Äîêàæåì åãî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ H∞(Rn) íà îñíîâàíèè ñïåêòðàëüíîé
òåîðåìû çàïèøåì:

‖ϕ(A1/m
0 )u‖2L2(Rn) =

∫ ∞

r

ϕ2(t1/m) d(Etu, u)L2(Rn), (28)

‖u‖2L2(Rn) =
∫ ∞

r

d(Etu, u)L2(Rn). (29)

Çäåñü Et, t ≥ r, � ðàçëîæåíèå åäèíèöû, ñîîòâåòñòâóþùåå ñàìîñî-
ïðÿæåííîìó îïåðàòîðó A0 â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn). Òåïåðü, åñëè ëå-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (28) ðàâíà 0, òî ìåðà (E(·)u, u)L2(Rn) ìíîæåñòâà
[r,∞) òàêæå ðàâíà 0, ïîñêîëüêó ϕ > 0. Îòñþäà â ñèëó (29), ïîëó-
÷àåì, ÷òî u = 0 â Rn. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (27) � íîðìà, è
î÷åâèäíî, îíà ãèëüáåðòîâà.

Îïðåäåëåíèå 7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hϕ
A(Rn) ïîïîëíåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà C∞0 (Rn) ïî ãèëüáåðòîâîé íîðìå (27).
Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ RO íîðìû â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Hϕ(Rn) è Hϕ
A(Rn) ýêâèâàëåíòíû íà ïëîòíîì ìíîæå-

ñòâå C∞0 (Rn). Òåì ñàìûì, Hϕ(Rn) = Hϕ
A(Rn) ñ òî÷íîñòüþ äî ýê-

âèâàëåíòíîñòè íîðì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈
RO óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ σ0(ϕ) > 0. Âûáåðåì ÷èñëî k ∈ N òàê,
÷òîáû km > σ1(ϕ). Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ak0 çàìêíóò è ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn), òî åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
DomAk0 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (Aku1, A

ku2)L2(Rn) ôóíêöèé u1, u2. Ïðè ýòîì
ïàðà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ [L2(Rn),DomAk0 ] äîïóñòèìàÿ è îïå-
ðàòîð Ak0 åñòü ïîðîæäàþùèé äëÿ íåå. Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåìì 3, 4,
ïðîñòðàíñòâà DomAk0 è Hkm(Rn) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íîðì. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ � èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð
èç òåîðåìû 2, ãäå s0 := 0 < σ0(ϕ) è s1 = km > σ1(ϕ). Òàê êàê
ψ(t) = ϕ(t1/km) ïðè t > 0, òî â ñèëó ýòîé òåîðåìû èìååì:

‖u‖ϕ = ‖u‖[H0(Rn),Hkm(Rn)]ψ ³ ‖u‖[L2(Rn),DomAk0 ]ψ =

= ‖ψ(Ak0)u‖L2(Rn) = ‖ϕ(A1/m
0 )u‖L2(Rn) = ‖u‖ϕ,A,

ãäå u ∈ H∞(Rn). Çäåñü çíàê ³ îáîçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì. Â
ñëó÷àå σ0(ϕ) > 0 òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO � ïðîèçâîëüíà. Âûáåðåì ÷èñëî
k ∈ N òàê, ÷òîáû σ0(ϕ) + km > 0. Òîãäà σ0(ϕρkm) > 0 è ïî óæå
äîêàçàííîìó

‖v‖ϕρkm ³ ‖v‖ϕρkm,A, v ∈ H∞(Rn). (30)

Â ñèëó ëåììû 4 ÏÄÎ Ak çàäaåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì

Ak : Hϕρkm(Rn) ↔ Hϕ(Rn).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A−k îïåðàòîð, îáðàòíûé ê Ak. Ïóñòü u ∈ C∞0 (Rn).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (30) äëÿ v := A−ku ∈ H∞(Rn), ïîëó-
÷àåì òðåáóåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì:

‖u‖ϕ ³ ‖A−ku‖ϕρkm ³ ‖A−ku‖ϕρkm,A = ‖ϕ(A1/m
0 )Ak0A

−ku‖L2(Rn) = ‖u‖ϕ,A.
Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ RO îòäåëåíà îò

íóëÿ íà ïîëóîñè [1,∞). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Hϕ(Rn) ñîâïàäàåò ñ îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ϕ(A1/m

0 ), ïðè÷åì íîðìà â ïðîñòðàí-
ñòâå Hϕ(Rn) ýêâèâàëåíòíà íîðìå ãðàôèêà îïåðàòîðà ϕ(A1/m

0 ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Domϕ(A1/m
0 ) � ãèëüáåðòîâî

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôèêà çàìêíóòîãî îïåðà-
òîðà ϕ(A1/m

0 ). Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0 òàêîå, ÷òî ϕ(t) ≥ c
ïðè t > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ϕ(A1/m
0 )u‖L2(Rn) ≥ c ‖u‖L2(Rn) ∀ u ∈ H∞(Rn).

Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 5 âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì
íà ìíîæåñòâå H∞(Rn). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åãî ïëîòíîñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå Domϕ(A1/m

0 ).
Ïóñòü u ∈ Domϕ(A1/m

0 ). Ïîñêîëüêó ϕ(A1/m
0 )u ∈ L2(Rn), ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé vj ∈ C∞0 (Rn) òàêàÿ, ÷òî
vj → ϕ(A1/m

0 )u â L2(Rn) ïðè j → ∞. Òàê êàê 1/ϕ(t1/m) ≤ 1/c ïðè
t > 0, îïåðàòîð ϕ−1(A1/m

0 ) îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn). Çíà-
÷èò, uj := ϕ−1(A1/m

0 )vj → u è ϕ(A1/m
0 )uj = vj → ϕ(A1/m

0 )u â L2(Rn)
ïðè j → ∞. Èíûìè ñëîâàìè, uj → u ïî íîðìå ãðàôèêà îïåðàòî-
ðà ϕ(A1/m

0 ). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó vj ∈ C∞0 (Rn), òî äëÿ êàæäîãî
k ∈ N ñïðàâåäëèâî uj = A−k0 ϕ−1(A1/m

0 )Ak0 vj ∈ Hkm(Rn) â ñèëó ëåì-
ìû 4. Ñëåäîâàòåëüíî, uj ∈ H∞(Rn) è ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà H∞(Rn)
â ïðîñòðàíñòâå Domϕ(A1/m

0 ) äîêàçàíà.
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