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ÍÅÎÁÕIÄÍI ÓÌÎÂÈ ÂÊËÀÄÅÍÍß Â ÊËÀÑ ϕ(L)
IÇ ØÂÈÄÊÎ ÇÐÎÑÒÀÞ×ÎÞ ÔÓÍÊÖI�Þ ϕ

Ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ ñâiòëié ïàì'ÿòi
÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè

Îëåêñàíäðà Iâàíîâè÷à Ñòåïàíöÿ
Îòðèìàíi íåîáõiäíi óìîâè äëÿ âêëàäåííÿ Hω

p ⊂ ϕ(L), ÿêi äîñòàòíi ó
âèïàäêó p = 1.

Íåõàé Φ � ñóêóïíiñòü ïàðíèõ, íåâiä'¹ìíèõ, ñêií÷åííèõ òà íåñïàä-
íèõ íà ïiâïðÿìié [0,∞) ôóíêöié ϕ ç limt→∞ ϕ(t) = ∞. ×åðåç
ϕ(L) (ϕ ∈ Φ) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ âèìiðíèõ íà [0, 1] ôóíêöié f, äëÿ
ÿêèõ

∫ 1

0
ϕ(f(x))dx < ∞.

Ìíîæèíó âñiõ âèìiðíèõ íà [0, 1] ôóíêöié f , p-é ñòåïiíü ìîäó-
ëÿ ÿêèõ iíòåãðîâíèé íà öüîìó âiäðiçêó, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
Lp(0, 1), (1 ≤ p < ∞). Iíòåãðàëüíèì ìîäóëåì íåïåðåðâíîñòi ôóíê-
öi¨ f ∈ Lp(0, 1) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ωp(f, δ) = sup
0≤h≤δ

{
∫ 1−h

0

|f(x + h)− f(x)|pdx} 1
p , 0 ≤ δ ≤ 1.

Êîæíà íåñïàäíà, íåïåðåðâíà íà [0, 1] ôóíêöiÿ ω(δ), ÿêà çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè ω(0) = 0, ω(δ + η) ≤ ω(δ) + ω(η) ïðè 0 ≤ δ ≤ δ + η ≤ 1,
íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì íåïåðåðâíîñòi. ×åðåç Hω

p ïîçíà÷àþòü êëàñ âñiõ
ôóíêöié f iç Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, ó ÿêèõ ωp(f, x) ≤ ω(x). ×åðåç f∗

ïîçíà÷àþòü íåçðîñòàþ÷ó íà (0, 1) ðiâíîâèìiðíó ç |f | ôóíêöiþ.
Â êiíöi 60-õ òà íà ïî÷àòêó 70-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ

Ï.Ë. Óëüÿíîâ çàêëàâ îñíîâè òåîði¨ âêëàäåííÿ êëàñiâ Hω
p . Çîêðåìà,

Ï.Ë. Óëüÿíîâ [1] ïîñòàâèâ ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
äëÿ âêëàäåííÿ

Hω
p ⊂ ϕ(L) (1)

i îòðèìàâ öi óìîâè â äåÿêèõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ, êîëè ϕ çðîñòà¹ íå
øâèäøå íiæ äåÿêà ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ, à òàêîæ äîñòàòíi óìîâè [2]
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äëÿ íèçêè âêëàäåíü (1) (äèâ.òàêîæ îãëÿä [3]). Ïiçíiøå öi äîñëiäæåí-
íÿ ðîçâèâàëèñü â ðîáîòàõ Â.Î. Àíäði¹íêà [4,5], Ë. Ëåéíäëåðà [6],
Å.Î. Ñòîðîæåíêî [7,8], Â.I. Êîëÿäè [11] òà iíøèõ ó âèïàäêó ôóíêöié
ϕ, ÿêi çðîñòàþòü íå øâèäøå íiæ ñòåïåíåâi.

Ï. Ë. Óëüÿíîâ [2] îòðèìàâ ïåðøèé ðåçóëüòàò äëÿ øâèäêî çðîñ-
òàþ÷èõ ôóíêöié. Âií çíàéøîâ äîñòàòíþ óìîâó íà ω1(f, δ), çà ÿêîþ
f ∈ eL. Ðîçâèíåííÿì öüîãî ðåçóëüòàòó ¹ ðîáîòà Å.Î. Ñòîðîæåíêî [8],
äå âêàçàíi äîñòàòíi óìîâè íà ωp(f, δ), p > 1, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âêëþ-
÷åííÿ f ∈ eL. Å.Î. Ñòîðîæåíêî âïåðøå çíàéøëà íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè [9] äëÿ âêëàäåííÿ (1) ó âèïàäêó p = 1, ϕ = exp |x| i îïóêëîãî
ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ω. Îñòàííié ðåçóëüòàò âîíà ïåðåíåñëà [10] íà
âèïàäîê ôóíêöié ϕ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíó ω-óìîâó:

ϕ(x + 1) = O{ϕ(x)}, x →∞. (2)

Ó äàíié ñòàòòi îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè äëÿ âêëàäåííÿ (1)äëÿ áiëüø
øèðîêîãî êëàñó ôóíêöié ϕ, íiæ ó íàøié ðîáîòi [12]. Äîâåäåííÿ îñ-
íîâíèõ òåîðåì áàçóþòüñÿ íà íàñòóïíèõ ëåìàõ.

Ëåìà 1 (Íåðiâíiñòü Õàðäi). Äëÿ êîæíî¨ f ∈ Lp(0, 1), p > 1,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫ 1

0

(
F (x)

x

)p

dx ≤
(

p

p− 1

)p ∫ 1

0

|f(x)|pdx,

äå
F (x) =

∫ x

0

|f(t)|dt.

Äîâåäåííÿ äèâ., íàïðèêëàä, â êíèçi [13, ñ. 899].
Ëåìà 2 ([14, c. 16]). Íåõàé ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(2). Òîäi, ÿêùî f ∈ ϕ(L), òî i f + τ ∈ ϕ(L) ÿê òiëüêè τ ¹ âèìiðíîþ
òà îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà [0, 1].

Ëåìà 3 ([15, ñ. 242 i 244]). Íåõàé f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞. Òîäi
∫ x

0

ωp
p(f∗, u)du ≤

∫ x

0

ωp
p(f, u)du, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

i
ωp

p(f∗, x) =
∫ 1−x

0

[f∗(u)− f∗(u + x)]pdu, 0 ≤ x ≤ 1
2
.



14 Â.Î. Àíäði¹íêî

Ëåìà 4 ([12, ñ. 5]). Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞. Òîäi
ôóíêöiÿ

Fp(x) =
∫ x

0

f∗
p

(u)du

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

ωp
p(f∗, x) ≤ ω1(f∗

p

, x) ≤ Fp(x) ≤ ω1(f∗
p

, x)+2x||f ||pp, 0 ≤ x ≤ 1
2
. (3)

2. Îñíîâíi òåîðåìè.
Òåîðåìà 1. 1) Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, i ϕ ∈ Φ.

Òîäi
∫ 1

0

ϕ(f(x))dx ≤
∫ 1

2

0

ϕ(x−
1
p ω

1
p

1 (f∗
p

, x) + 2
1
p ‖f‖p)dx + ϕ(2

1
p ‖f‖p).

2) ßêùî æ, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ ϕ àáî ¹ öiëîþ, ùî çðîñòà¹ øâèäøå
áóäü-ÿêî¨ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ íà [0,∞), àáî ϕ

1
s (x

1
p ) ¹ îïóêëîþ äëÿ

äåÿêîãî s > 1, à ϕ íåïåðåðâíà òà ñòðîãî çðîñòà¹ íà [0, +∞), òî
çíàéäóòüñÿ ñòàëi A1(p) > 0, A2(p, f) ≥ 0 òàêi, ùî

A2(p, f) +
∫ 1

0

ϕ(|f(x)|)dx ≥ A1(p)
∫ 1

0

ϕ(x−
1
p )ω

1
p

1 (f∗
p

, x))dx.

Äîâeäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 (âèïà-
äîê p = 1) iç ðîáîòè Å.Î. Ñòîðîæåíêî [7] ç íåîáõiäíèìè ó íàøîìó
âèïàäêó çìiíàìè. Òâåðäæåííÿ 1) òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (3):

∫ 1

0

ϕ(f(x))dx =
∫ 1

0

ϕ(f∗(x))dx ≤
∫ 1

0

ϕ(x−
1
p F

1
p

p (x))dx ≤

≤
∫ 1

2

0

ϕ(x−
1
p ω

1
p

1 (f∗
p

, x) + +2
1
p ||f ||p)dx + ϕ(2

1
p ||f ||p).

Íåõàé òåïåð öiëà ôóíêöiÿ iç êëàñó Φ

ϕ(u) =
∞∑

k=0

ckuk, 0 ≤ u < ∞,
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çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2) òåîðåìè. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N :

+∞ = lim
u→∞

u−n
∞∑

k=0

ckuk = cn + lim
u→∞

u−n
∞∑

k=n+1

ckuk,

òî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî äîäàòíèõ êîåôiöi¹íòiâ ck. Íåõàé n > p �
ôiêñîâàíèé íîìåð îäíîãî ç öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Òîäi

ϕ(u) =
n−1∑

k=0

ckuk + cnun + o(un), u → 0.

Çâiäñè òà iç íåðiâíîñòi f∗(x) ≤ (
x−1

∫ x

0
f∗

p

(u)du
) 1

p ìà¹ìî

ϕ(f∗(x)) =
n−1∑

k=0

ckf∗
k

(x) + cnf∗
n

+ o{[(x−1Fp(x))1/p]n}

Iíòåãðóþ÷è öþ ðiâíiñòü òà çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Õàðäi (ëåìà 1)
äî ñåðåäíüîãî äîäàíêà i âðàõîâóþ÷è çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ (1− 1

x )x ïðè
x ≥ 1, îòðèìó¹ìî

∫ 1

0

ϕ(|f(x)|)dx =
∫ 1

0

n−1∑

k=0

ck[f∗
k

(x)]dx+

+cn

(
n− p

n

)n/p ∫ 1

0

(x−1Fp(x))n/pdx+

+
∫ 1

0

o{[(x−1Fp(x))1/p]n}dx ≥
∫ 1

0

n−1∑

k=0

ck[f∗
k

(x)]dx+

+cnA1(p)
∫ 1

0

(x−1Fp(x))n/pdx + A1(p)
∫ 1

0

o{[(x−1Fp(x))1/p]n}dx,

äå

A1(p) =
(

[p] + 1− p

[p] + 1

) [p]+1
p

<
1
p
.



16 Â.Î. Àíäði¹íêî

Äîäàþ÷è äî îáîõ ÷àñòèí îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi

A2(p, f) =
∫ 1

0

(
n−1∑

k=0

ck

{
A1(p)[(x−1Fp(x))1/p]k − f

∗k(x)
})

dx,

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

A2(p, f) +
∫ 1

0

ϕ(|f(x)|)dx ≥ A1(p)
∫ 1

0

ϕ[(x−1Fp(x))
1
p ]dx ≥

≥ A1(p)
∫ 1

0

ϕ(x−
1
p ω

1
p

1 (f
∗p, x))dx,

ÿêà âèïëèâà¹ ç ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3). ßêùî æ ϕ
1
s (x

1
p ) ¹ îïóê-

ëîþ äëÿ äåÿêîãî s > 1, à ϕ � íåïåðåðâíà òà ñòðîãî çðîñòà¹ íà [0,+∞),
òî çà òåîðåìîþ ïîðiâíÿííÿ äëÿ ϕ-ñåðåäíiõ [16, ñ. 204, òåîðåìà 243],
íåðiâíîñòi Õàðäi (ëåìà1) òà íåðiâíîñòi (3) ìà¹ìî

∫ 1

0

ϕ(x−
1
p ω

1
p

1 (f
∗p, x))dx ≤

∫ 1

0

ϕ[(x−1Fp(x))1/p]dx =

=
∫ 1

0

[x−1

∫ x

0

ϕ1/s(f∗(u))du]sdx ≤

≤
(

s

s− 1

)s ∫ 1

0

ϕ(f∗(x))dx =
(

s

s− 1

)s ∫ 1

0

ϕ(|f(x)|)dx.

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâó îïóêëîñòi ôóíêöi¨ ϕ
1
s (x

1
p ) äëÿ äåÿêîãî

s > 1 íà ïiâïðÿìié [0, +∞) ìîæíà çàìiíèòè óìîâîþ ¨¨ îïóêëîñòi
äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü àðãóìåíòà.

Äiéñíî, íåõàé f∗(u) ≥ C > 0 äëÿ u ∈ [0, x0], òîäi
x−1

∫ x

0
f∗

p

(u)du ≥ Cp i îïóêëiñòü ϕ
1
s (x

1
p ) äîñòàòíüî ïðèïóñòèòè äëÿ

x ≥ Cp , îñêiëüêè
{

ϕ
1
s

[(
x−1

∫ x

0

f∗
p

(u)du

) 1
p

]}s

dx =

=
∫ x0

0

{
ϕ

1
s

[(
x−1

∫ x

0

f∗
p

(u)du

) 1
p

]}s

dx+
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+
∫ 1

x0

{
ϕ

1
s

[(
x−1

∫ x

0

f∗
p

(u)du

) 1
p

]}s

dx

i äî ïåðøîãî iíòåãðàëà ìîæíà çàñòîñóâàòè òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i
íà çàêëþ÷íîìó åòàïi äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äðóãèé iíòåãðàë, îñêiëüêè
ôóíêöiÿ x−1

∫ x

0
f∗

p

(u)du ¹ íåçpîñòàþ÷îþ, íå ïåðåâèùó¹ âåëè÷èíè

A = A(ϕ, f, p, x0) = (1− x0)ϕ

[(
x0
−1

∫ x0

0

f∗
p

(u)du

) 1
p

]
.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
∫ 1

0

ϕ
(
x−

1
p ω

1/p
1 (f∗

p

, x)
)

dx ≤ A +
(

s

s− 1

)s ∫ x0

0

ϕ(f∗(x))dx ≤

≤ A +
(

s

s− 1

)s ∫ 1

0

ϕ(f∗(x))dx ≤ A +
(

s

s− 1

)s ∫ 1

0

ϕ(|f(x)|)dx.

Çàóâàæåííÿ 2. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ, ÿêà ìà¹ äðóãó ñêií÷åííó ïîõiäíó
ϕ′′ íà [0,+∞), ïðèïóùåííÿ ïðî îïóêëiñòü ôóíêöi¨ y = ϕ

1
s (x

1
p ) äëÿ

äåÿêîãî s > 1 íåîáõiäíî òÿãíå çà ñîáîþ, ùî

ϕ(x) ≥
(

C1

sp
xp + C2

)s

, C1 > 0, C2 ∈ R.

Äiéñíî, îïóêëiñòü ôóíêöi¨ y ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

y′′ =
1
ps

ϕ
1
s−1(x

1
p )x

1
p−1ϕ′(x

1
p )

[
1
p
x

1
p−1B(x) +

(
1
p
− 1

)
1
x

]
≥ 0,

äå

B(x) =
ϕ′′(x1/p)
ϕ′(x1/p)

+ (1/s− 1)
ϕ′(x1/p)
ϕ(x1/p)

,

à öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ äîðiâíþ¹

d

dx
[lnϕ′(x1/p) + (1/s− 1) ln ϕ(x1/p) + (1/p− 1) ln x] ≥ 0.
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Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, à ïîòiì ïîòåíöþþ÷è îòðèìàíèé ðåçóëüòàò,
îòðèìó¹ìî ëàíöþæîê ðiâíîñèëüíèõ íåðiâíîñòåé

ϕ1/s−1(x1/p)ϕ′(x1/p)x1/p−1 ≥ C1 > 0,

äå ln C1 � äîâiëüíà ñòàëà,

1
s
ϕ1/s−1(x1/pϕ′(x1/p)

1
p
x1/p−1 ≥ C1

ps
⇔ dϕ1/s(x1/p) ≥ C1

ps
dx.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü, áóäåìî ìàòè

ϕ1/s(x1/p)≥C1

ps
x+C2 ⇔ ϕ1/s(x)≥C1

ps
xp+C2 ⇔ ϕ(x)≥

(
C1

ps
xp+C2

)s

,

äå C2 � äîâiëüíà ñòàëà.
Íàñëiäîê. Íåõàé f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞. ßêùî ôóíêöiÿ ϕ

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2), òî ïðè âèêîíàííi óìîâè 1) òåîðåìè 1 äëÿ
çáiæíîñòi iíòåãðàëà ∫ 1

0

ϕ{|f(x)|}dx (4)

äîñòàòíüî, ùîá
x−

1
p ω

1
p

1 (f∗
p

, x) ∈ ϕ(L). (5)

ßêùî æ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2) òåîðåìè 1, òî çáiæíiñòü iíòåãðàëà
(4) íåîáõiäíà äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (5).

Äîâeäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 1) òåî-
ðåìè 1, óìîâè (5 ) òà ëåìè 2. Òåïåð íåõàé iíòåãðàë (4) çáiãà¹òüñÿ,
àëå (5) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2) òåîðåìè 1 âèïëèâà¹
ðîçáiæíiñòü iíòåãðàëà (4).

Òåîðåìà 2. ßêùî ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2), òî óìîâà
(5) ðiâíîñèëüíà êîæíié iç òàêèõ:

x−
1
p F

1
p

p (x) ∈ ϕ(L), (6)

x−
2
p

(∫ x

0

Fp(2u)du

) 1
p

∈ ϕ(L), (7)
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x−
2
p

(∫ x

0

ω1(f∗
p

, 2u)du

) 1
p

∈ ϕ(L)). (8)

Äîâeäåííÿ. Ç îïóêëîñòi âãîðó ôóíêöi¨ Fp ìà¹ìî

(2x)−
1
p F

1
p

p (2x) ≤ x−
2
p {

∫ x

0

Fp(2u)du} 1
p ≤ x−

1
p F

1
p

p (x) (9)

Iç (3) âèïëèâà¹ ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ (5) i (6), à iç (9) � ðiâíîñèëüíiñòü
óìîâ (6) i (7). Îñêiëüêè, âíàñëiäîê (3)

x−
2
p

(∫ x

0

ωp
1(f∗

p

, 2u)du

) 1
p

≤ x−
2
p

(∫ x

0

Fp(2u)du

) 1
p

,

òî iç (7) âèïëèâà¹(8). Òåïåð, íåõàé ìà¹ ìiñöå (8). Òîäi iç (3) âèïëèâà¹
(7).

Òåîðåìà 3. ßêùî f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞,à ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(2) i

x−
2
p

(∫ x

0

ω1(|f |p, 2u)du

) 1
p

∈ ϕ(L), (10)

òî |f | ∈ ϕ(L).
Äîâeäåííÿ. Îñêiëüêè, çãiäíî ç ëåìîþ 3 äëÿ 0 ≤ x ≤ 1

4 ìà¹ìî
(∫ x

0

ω1(f∗
p

, 2u)du

) 1
p

≤
(∫ x

0

ω1(|f |p, 2u)du

) 1
p

,

òî çâiäñè òà ç óìîâè (10) âèïëèâà¹ (8), i îòæå, çà òåîðåìîþ 2 òà
íàñëiäêîì áóäåìî ìàòè |f | ∈ ϕ(L).

Òåîðåìà 4. Íåõàé ω(x), 0 ≤ x ≤ 1, � îïóêëèé ìîäóëü íåïåðåðâ-
íîñòi, à ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2) i àáî ¹ öiëîþ, ùî çðîñòà¹
øâèäøå íiæ áóäü-ÿêà ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ íà [0,∞), àáî ϕ

1
s (x

1
p ) ¹

îïóêëîþ äëÿ äåÿêîãî s > 1, à ϕ � íåïåðåðâíà i ñòðîãî çðîñòà÷à íà
[0, +∞). Òîäi êîæíà ç äâîõ óìîâ:

x−
1
p ω(x) ∈ ϕ(L) (11)

àáî

x−
2
p

{∫ x

0

ωp(2u)du

} 1
p

∈ ϕ(L) (12)
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íåîáõiäíà äëÿ âêëàäåííÿ (1), à ó âèïàäêó p = 1 � íåîáõiäíà òà äî-
ñòàòíÿ äëÿ âêëàäåííÿ

Hω
1 ⊂ ϕ(L). (13)

Äîâeäåííÿ. Äîñòàòíiñòü óìîâè (11) ó âèïàäêó p = 1 âèïëèâà¹ iç
òîãî, ùî îñêiëüêè ôóíêöiÿ |f | ∈ Lp(0, 1) íàëåæèòü êëàñó ϕ(L) ðàçîì
ç ¨¨ íåçðîñòàþ÷îþ ïåðåñòàíîâêîþ f∗, òî äëÿ âêëàäåííÿ (13) ïîòðiáíî
ïîêàçàòè, ùî âîíî ¹ âiðíèì äëÿ êëàñó íåçðîñòàþ÷èõ ôóíêöié 0 ≤
f ∈ Hω

1 , îñêiëüêè òîäi f∗ = f ∈ Hω
1 i äîñòàòíiñòü (11) âèïëèâà¹ iç

íàñëiäêà. Äîñòàòíiñòü óìîâè (12) íåãàéíî âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 3. Äëÿ
äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî âêëàäåííÿ (1) ìà¹ ìiñöå, à
(11) i (12) íå âèêîíóþòüñÿ, òîáòî

∫ 1
4

0

ϕ(x−
1
p ω(x))dx = ∞ (14)

òà ∫ 1
4

0

ϕ

{
x−

2
p

(∫ x

0

ωp(2u)du

)1/p
}

dx = ∞. (15)

Òîäi ôóíêöiÿ f0 = ω ∈ Hω
p , îñêiëüêè

ωp
p(f0, δ) = sup

0≤t≤δ

∫ 1−t

0

|ω(u + t)− ω(u)|pdu ≤

≤ sup
0≤t≤δ

∫ 1−t

0

ωp(t)du ≤ ωp(δ),

i î÷åâèäíî, f0 = ω ∈ ϕ(L). Àëå, ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè iç ëåìè 3 ïðè
0 ≤ x ≤ 1

2 ìà¹ìî

ωp(ω∗, x) ≤ (1− x)1/pω(x), à ω(1)− ω(1− x)] ≤ ω(x),

òî çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ α(x) ≥ 0 òàêà, ùî

ωp(ω∗, x) ≥ (1− x)1/pω(x)− α(x) ≥

≥ x1/pω(x)− α(x) ≥ x1/p[ω(1)− ω(1− x)].
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè 0 ≤ x ≤ 1
2 i C1 = ω( 1

2 ) ôóíêöiþ α(x) âèáè-
ðà¹ìî iç óìîâ

α(x) ≥ (1− x)1/pω(x)− ωp(ω∗, x) ≥ 0
òà

x1/pω(x)−ωp(ω∗, x)≤α(x)≤x1/pω(x)−x1/p[ω(1)−ω(1−x)]≤C1x
1/p,

ïåðøà iç ÿêèõ î÷åâèäíà, à äðóãà ðiâíîñèëüíà, âíàñëiäîê îïóêëîñòi
ω, à îòæå, i ω∗, òàêié íåðiâíîñòi:

ωp(ω∗, x) =
(∫ 1−x

0

[ω∗(u)− ω∗(u + x)]pdu

)1/p

≥
≥ (1− x)1/p[ω∗(0)− ω∗(x)] ≥ x1/p[ω(1)− ω(1− x)].

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî îöiíêó ïðè 0 ≤ x ≤ 1/2:

ωp(ω∗, x) ≥ (1− x)1/pω(x)− C1x
1/p ≥ (1− x)ω(x)− C1x

1/p. (16)

Îòæå,
∫ 1

4

0

ϕ{x− 1
p ω

1/p
1 (ω∗

p

, x)}dx ≥
∫ 1

4

0

ϕ{x− 1
p ωp(ω∗, x)}dx ≥

≥
∫ 1

4

0

ϕ{x− 1
p ω(x)− x1− 1

p ω(x)− C1}dx ≥ C2

∫ 1
4

0

ϕ{x− 1
p ω(x)}dx,

äå ñòàëà C2 > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè (2). Çâiäñè òà ç (14) âèïëè-
âà¹, çãiäíî ç íàñëiäêîì, ùî ω∈ϕ(L). Òàê ñàìî, iç (15) îòðèìó¹ìî, ùî
ω∈ϕ(L). Äiéñíî, íà ïiäñòàâi (16), (15) òà òåîðåìè 2, ìà¹ìî

∫ 1
4

0

ϕ

{
x−

2
p

(∫ x

0

ωp
p(ω∗, 2u)du

) 1
p

}
dx ≥

≥
∫ 1

4

0

ϕ

{
x−

2
p

[(∫ x

0

(1− 2u)
1
p ω(2u)− C1(2u)1/p

)p

du

]1/p
}

dx ≥

≥
∫ 1

4

0

ϕ

{
x−

2
p

[(∫ x

0

ωp(2u)du

) 1
p

−
(∫ x

0

2uωp(2u)du

) 1
p

−



22 Â.Î. Àíäði¹íêî

−C1

(∫ x

0

2udu

) 1
p

]}
dx ≥ C3

∫ 1
4

0

ϕ

{
x−

2
p

(∫ x

0

ωp(2u)du

) 1
p

}
dx,

äe ñòàëà C3 > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (2).
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