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ÏÐÎ ÇÁIÆÍIÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ ÐÅÌÅÇÀ
ÄËß ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÇÍÀ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Â ðîáîòi îïèñàíî àíàëîã àëãîðèòìó Ðåìåçà äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíê-
öié òà äîâåäåíî éîãî çáiæíiñòü çi øâèäêiñòþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.

Íåõàé K � äîâiëüíèé êîìïàêò, íà ÿêîìó çàäàíî ïðîñòið
C(K) êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ íà K ôóíêöié ç ðiâíî-
ìiðíîþ íîðìîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî íà K çàäàíî êîìïëåñíîçíà÷íó
÷åáèøîâñüêó ñèñòåìó ôóíêöié ϕ0(z), ϕ1(z), ..., ϕn(z). Äëÿ äîâiëü-
íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(K) áóäåìî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíèé ïîëiíîì
P(f, z) =

∑n
i=0 aiϕi(z), ÿêèé çäiéñíþ¹ íàéêðàùå ðiâíîìiðíå íàáëè-

æåííÿ ôóíêöi¨ f íà êîìïàêòi K. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî çàäàíèé íà
ïðîñòîði C(K) îïåðàòîð íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ P : C(K) → Pn+1

ïîëiíîìàìè iç (n + 1)-âèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó Pn+1, íàòÿãíóòîãî íà
âåêòîðè ϕ0(z), ϕ1(z), ..., ϕn(z).

Â ðîáîòi [1] ïîêàçàíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó îïåðàòîð P íå
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨ ¹äèíîñòi i âiäïîâiäíî óìîâó Ëiïøèöÿ, ÿê
ó äiéñíîìó âèïàäêó. Íàòîìiñòü äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð P çàäîâîëüíÿ¹
ìîäèôiêîâàíó íåðiâíiñòü ñèëüíî¨ ¹äèíîñòi ç ïîêàçíèêîì 2:

‖f −Q‖2 ≥ ‖f − P(f)‖2 + γ(f) ‖Q− P(f)‖2

òà âiäïîâiäíî óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì 1/2.
Àâòîðîì â ðîáîòàõ [2�4] äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð P ¹ îäíîñòîðîííüî

äèôåðåíöiéîâíèì çà êîæíèì íàïðÿìêîì ó âèïàäêàõ:
1) ìíîæèíà K � ñêií÷åííà;
2) õàðàêòåðèñòè÷íà ìíîæèíà ðiçíèöi f−P(f) ñêëàäà¹òüñÿ iç 2n+3

òî÷îê.
Íà îñíîâi çãàäàíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçðîáëåíî àëãîðèòì òèïó Ðåìå-

çà äëÿ ïîáóäîâè ìíîãî÷ëåíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ [5�6]. Äëÿ ïî-
áóäîâàíîãî àëãîðèòìó äîâåäåíî ïðîñòó çáiæíiñòü, õî÷à â ÷èñëîâèõ
åêñïåðèìåíòàõ âií çàáåçïå÷ó¹ êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi íà
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ñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ, â ò.÷. áëèçüêèõ äî õàðàêòåðèñòè÷íî¨ (ç êiëü-
êiñòþ òî÷îê âiä n + 2 äî 2n + 3), i ëiíiéíó çáiæíiñòü íà äîâiëüíèõ
ìíîæèíàõ.

Òàêèì ÷èíîì, ïèòàííÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi àëãîðèòìiâ òèïó
Ðåìåçà çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíèì.

Â öié ðîáîòi äîâîäÿòüñÿ îöiíêè çáiæíîñòi àëãîðèòìó Ðåìåçà â
ïðèïóùåííi, ùî iñíó¹ åôåêòèâíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ïîëiíîìà íàéêðà-
ùîãî íàáëèæåííÿ íà ñêií÷åííié ìíîæèíi ç êiëüêiñòþ òî÷îê âiä n+2
äî 2n + 3.

1. Îïèñ àëãîðèòìó Ðåìåçà äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíê-
öié. Ïîçíà÷åííÿ. Íà ïî÷àòêîâîìó êðîöi ââàæà¹ìî, ùî íà ìíîæèíi
Z0, n+2 ≤ |Z0| ≤ 2n+3, ïîáóäîâàíî ïîëiíîì íàéêðàùîãî íàáëèæåí-
íÿ p0 ∈ Pn+1.

Íà k-ìó êðîöi, ìàþ÷è ïîëiíîì pk íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íà
ìíîæèíi Zk =

{
zk
0 , zk

1 , ..., zk
m

}
, n+1 ≤ m ≤ 2n+3, çíàõîäèìî òî÷êó z∗k

ìàêñèìàëüíîãî âiäõèëåííÿ ïîëiíîìà pk âiä ôóíêöi¨ f íà âñüîìó êîì-
ïàêòi K. Äàëi áóäó¹ìî ïîëiíîì pk+1 íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨
f íà ìíîæèíi Zk

⋃{z∗k}. Ïðè öüîìó ìîæå ç'ÿñóâàòèñÿ, ùî õàðàêòå-
ðèñòè÷íà ìíîæèíà äëÿ çàäà÷i íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íà Zk

⋃{z∗k}
íå ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ Zk

⋃{z∗k}. Òàê, çîêðåìà, áóäå êîæíîãî ðà-
çó, êîëè ìíîæèíà Zk ìiñòèòü 2n + 3 òî÷êè. Òîäi äåÿêi òî÷êè çâiäñè
ìîæíà âèëó÷èòè. Òàêèì ÷èíîì, â ïiäñóìêó ìíîæèíà Zk+1 ìà¹ áóòè
õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ çàäà÷i íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ
íà Zk

⋃{z∗k} i îòðèìó¹òüñÿ ïðè¹äíàííÿì äî Zk òî÷êè z∗k òà, ìîæëèâî,
âèëó÷åííÿì iç íå¨ äåÿêî¨ iíøî¨ òî÷êè (òî÷îê), ùî ìà¹ ç'ÿñóâàòèñÿ â
ïðîöåñi ïîáóäîâè ïîëiíîìà pk+1.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ïîáóäîâè ïîëiíîìà íàéêðàùîãî ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ íà ñêií÷åííié ìíîæèíiZk ìîæíà ñêîðèñòàòèñü
ÿê àëãîðèòìîì, çàïðîïîíîâàíèì â [5], òàê i àëãîðèòìîì Ëîóñîíà [7]
àáî ìåòîäîì íàïiâíåñêií÷åííîãî ïðîãðàìóâàííÿ [8]. Ïåðåâàãà àëãî-
ðèòìó [5] òà àëãîðèòìó Ëîóñîíà â òîìó, ùî âîíè îäíî÷àñíî çíàõî-
äÿòü õàðàêòåðèñòè÷íó ìíîæèíó. Àëãîðèòì [5] ïðàêòè÷íî äåìîícòðó¹
êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi, íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó Ëîóñî-
íà, ÿêèé ïðàêòè÷íî i òåîðåòè÷íî íå ìà¹ íàâiòü ëiíiéíî¨ çáiæíîñòi.

Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè, êðiì íàâåäåíèõ âèùå, òàêi ïî-
çíà÷åííÿ. ×åðåç ek ïîçíà÷èìî âåëè÷èíó íàêðàùîãî íàáëèæåííÿ
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ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi Zk, à ÷åðåç Ek � íîðìó ðiçíèöi ‖f − pk‖ =
= ‖f − pk‖C(K). Âåëè÷èíó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f íà
êîìïàêòi K òðàäèöiéíî ïîçíà÷àòèìåíî ÷åðåç E(f). ßêùî æ ìîâà
éòèìå ïðî âåëè÷èíó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi
Z ⊂ K, òî ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç E(f, Z).

2. Çáiæíiñòü àëãîðèòìó Ðåìåçà. Íàñòóïíà òåîðåìà ìà¹ äî-
ïîìiæíå çíà÷åííÿ äëÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê. Íàâîäèìî ¨¨ ÿê îêðåìå
òâåðäæåííÿ i òîìó, ùî ìåòîä äîâåäåííÿ ïîêàçó¹, ùî àëãîðèòìè òèïó
Ðåìåçà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ç ãàðàíòîâàíîþ çáiæíiñòþ äî çíà÷íî
øèðøèõ êëàñiâ çàäà÷.

Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì Ðåìåçà çáiãà¹òüñÿ íà äîâiëüíîìó ìåò-
ðè÷íîìó êîìïàêòi K, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòà K, äîâiëü-
íî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ íåïåðåðâíî¨ íà K ôóíêöi¨ f òà äîâiëüíî¨ ÷å-
áèøîâñüêî¨ íà Kñèñòåìè ôóíêöié ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ pk çái-
ãà¹òüñÿ äî ïîëiíîìà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Ç îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
ïîëiíîìiâ {pk} âèáåðåìî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {pkl

}∞l=1 òàêó, ùî
çáiãà¹òüñÿ âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {z∗kl

}, à òàêîæ çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi

{
ekl

}∞
l=1

òà
{
Ekl

}∞
l=1

. Ïîçíà÷èìî

pkl
= ql, z∗kl

= vl, lim
l→∞

vl = z∗, lim
l→∞

ql = p∗.

Iç âèçíà÷åííÿ òî÷êè z∗ âèïëèâà¹, ùî lim
l→∞

ekl
= lim

l→∞
Ekl . Iç çðîá-

ëåíîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî lim
l→∞

ekl
= e < E(f), i ïðè öüîìó

‖f − p∗‖ = e. Â òîé æå ÷àñ lim
l→∞

Ekl = E∗ ≥ E(f), i ‖f − p∗‖ = E∗.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü i äîâîäèòü òåîðåìó.
3. Ëiíiéíà çáiæíiñòü àëãîðèòìó Ðåìåçà.
Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì Ðåìåçà íà äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó êîì-

ïàêòi K çáiãà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, òîáòî
äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòà K, äîâiëüíî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ íåïåðåðâ-
íî¨ íà K ôóíêöi¨ f òà äîâiëüíî¨ ÷åáèøîâñüêî¨ íà Kñèñòåìè ôóíêöié
ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ pk çáiãà¹òüñÿ äî ïîëiíîìà íàéêðàùîãî íàá-
ëèæåííÿ ôóíêöi¨ f òàê, ùî

∥∥P(f)− pk

∥∥ ≤ Cqk, C = const, 0 < q = const < 1.
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1 ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {pk}∞k=0 çái-
ãà¹òüñÿ äî ïîëiíîìà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ P(f) ôóíêöi¨ f . Âiäïî-
âiäíî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Zk}∞k=0 ìóñèòü çáiãàòèñÿ äî õàðàêòåðè-
ñòè÷íî¨ ìíîæèíè ôóíêöi¨ f .

Çà òåîðåìîþ Âàëëå�Ïóññåíà âåëè÷èíà E (f) íàéêðàùîãî ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) ïðè êîæíîìó çíà÷åííi k çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

ek < E(f) < Ek.

Äîâåäåìî, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

ek+1 ≥ ek + c(Ek − ek), (1)

äå 0 < c = const < 1 íå çàëåæèòü âiä k.
Íåõàé m îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê ó ìíîæèíi Zk+1.
Íà ìíîæèíi Zk+1 ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ gk, çàäàíó òà-

êèì ÷èíîì:
gk(z∗k) = (ek − Ek)sign(f − pk)(z∗k),
gk(z) = 0 ó âñiõ iíøèõ òî÷êàõ ìíîæèíè Zk+1.
Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîì pk ¹ åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íà-

áëèæåííÿ ôóíêöi¨ f + gk íà ìíîæèíi Zk+1, i ïðè öüî-
ìó ek = ‖f + gk − pk‖C(Zk+1)

, ek+1 = ‖f − pk+1‖C(Zk+1)
, à

Ek − ek = ‖gk‖C(Zk+1)
.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê f + (1 − t)gk, 0 ≤ t ≤ 1, ó ïðîñòîði C(K) òà
âiäïîâiäíó îäíîïàðàìåòðè÷íó ìíîæèíó ïîëiíîìiâ íàéêðàùîãî íàá-
ëèæåííÿ p(z, t) = P(f + (1− t)gk, Zk).

Êðèòåðié Ðåìåçà íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ïðè êîæ-
íîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà t áóäåìî çàïèñóâàòè ó ôîðìi

m∑

j=1

δj(t)(f(zk+1
j ) + gk(zk+1

j )− p(zk+1
j , t))ϕi(zk+1

j ) = 0, (2)

i = 0, 1, ...., n,

n∑

j=1

δj(t) = 1,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè Zk+1, ïðè÷îìó zk+1
m = z∗k+1,

âñi êîåôiöi¹íòè δj(t) ¹ çàãàëîì íåâiä'¹ìíèìè, à ñòðîãî äîäàòíi ëèøå
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òi ç íèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü òî÷êàì, ùî âõîäÿòü äî õàðàêòåðèñòè÷íî¨
ìíîæèíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ f + (1 − t)gk

íà ìíîæèíi Zk+1.
Ç ïîáóäîâè ìíîæèíè Zk+1 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà z∗k+1 íàëåæèòü äî

õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìíîæèíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íà Zk+1 ôóíê-
öi¨ f .

Â êîæíié òî÷öi âiäðiçêà f + (1− t)gk, 0 ≤ t ≤ 1, ó ïðîñòîði C(K)
ïîëiíîì p(x, t) = P(f+(1−t)gk, Zk+1) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíê-
öi¨ f + (1 − t)gk íà ìíîæèíi Zk+1 òà ïîõèáêà òàêîãî íàáëèæåííÿ ¹
îäíîñòîðîííüî äèôåðåíöiéîâíèìè çà ïàðàìåòðîì t. À ïðè âñiõ çíà-
÷åííÿõ ïàðàìåòðà t, ïðè ÿêèõ ÷èñåëüíiñòü åëåìåíòiâ õàðàêòåðèñòè÷-
íî¨ ìíîæèíè íå çìiíþ¹òüñÿ, iñíó¹ âiäïîâiäíà ïîõiäíà: ëiâà i ïðàâà
ïîõiäíi òîäi ñïiâïàäàþòü [4]. Ïðè öüîìó

E′(t) = −
m∑

j=1

δj(t)Re
(f + (1− t)gk)(zk+1

j )− p(t, zk+1
j )

E(t)
gk(zk+1

j ) =

= −δm(t)Re
(f + (1− t)gk)(z∗k+1)− p(t, z∗k+1)

E(t)
gk(z∗k), (3)

äå δj(t) âçÿòî ç êðèòåðiþ íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ (2).
Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1, îòðèìó¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ:
1) ïðè áóäü-ÿêîìó k ôóíêöiÿ E(t) ñòðîãî çðîñòàþ÷à íà äåÿêîìó

ïðîìiæêó [0, τ ], 0 < τ ≤ 1;
2) ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ k áóäå τ = 1;
3) ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ k áóäå âèêîíóâàòèñü

íåðiâíiñòü

Re
(f + (1− t)gk)(z∗k+1)− p(t, z∗k+1)

E(t)
gk(z∗k+1) ≥ γ = const > 0;

4) ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ k áóäå âèêîíóâàòèñü
íåðiâíiñòü

δm+1(t) ≥ λ > 0.

Òîäi ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ k äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïîõiäíî¨ E′
(t),

âêëþ÷àþ÷è i îáèäâi îäíîñòîðîííi ïîõiäíi, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E′(t) ≥ c ‖gk‖C(Zk+1)
= c(Ek − ek), t ∈ [0, 1].
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Îòæå,

ek+1 − ek = E(0)− E(1) ≥ c(Ek − ek), 0 < c < 1. (4)

Íåðiâíiñòü (1 ) äîâåäåíî.
Ç (1) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

E(f)− ek+1 ≤ E(f)− ek − c(Ek − ek).

Îñêiëüêè E (f) ≤ Ek, òî äàëi îòðèìó¹ìî:

E(f)− ek+1 ≤ (1− c)(E(f)− ek).

Âðàõîâóþ÷è, ùî 0 < c < 1, ìà¹ìî ëiíiéíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi{
E(f)− ek

}∞
k=0

:

E(f)− ek ≤ Cqk, C = const > 0, 0 < q = const < 1. (5)

Iç íåðiâíîñòåé (1) òà (5) âèïëèâà¹

Ek − E(f) ≤ 1
c
(E(f)− ek) ≤ C1q

k. (6)

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü ñèëüíî¨ ¹äèíîñòi äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷-
íèõ ôóíêöié [1], îòðèìó¹ìî

‖pk − P(f)‖2 ≤ 1
γ

(‖pk − f‖2 − ‖P(f)− f‖2) <

<
2E0

γ
(‖pk − f‖ − ‖P(f)− f‖) ≤ 2E0

γ
(Ek − E(f) ≤ C2q

k.

Îòæå,
‖pk − P(f)‖ ≤ C2q

k
1 ,

äå q1 =
√

q, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

1. Newman D.J., Shapiro H.S. Some theorems on Tchebyshev Approximation //
Duke Math. J. � 1963. � �30. � P. 673�681.

2. Êîâòóíåö Â.Â. Äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. I // Óêð. ìàò. æóðí. � 1986. � 38, �4.
� C. 437�443.



166 Â.Â. Êîâòóíåöü

3. Êîâòóíåö Â.Â. Äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. II // Óêð. ìàò. æóðí. � 1987. � 39, �6.
� C. 437�443.

4. Êîâòóíåö Â.Â. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü îïåðàòîðà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1990. �
313, �3. � C. 548�551.

5. Êîâòóíåö Â.Â. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé //Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ôóíê-
öèé. � Êèåâ: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ, 1987. � C. 35�42.

6. Êîâòóíåö Â.Â. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå // Íåêîòîðûå âîïðîñû
òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è åå ïðèëîæåíèÿ. � Êèåâ: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÀÍ ÓÑÑÐ, 1988. � C. 71�78.

7. Ellacott S., Williams J. Linear Chebyshev approximation in the complex plane
using Lawson's algorithm // Math. of Computations. � 1976. � 30, �133. � P. 35�
44.

8.Glasho� K., Role� K. A new method for Chebyshev approximation of complex-
valued functions. I // Math. of Computations. � 1981. � 36, �153. � P. 233�239.


