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ÎÖIÍÊÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÀËÃÎÐÈÒÌÓ ÐÅÌÅÇÀ
ÄËß IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍÈÕ ÊËÀÑIÂ
Â ñòàòòi äîâåäåíî ëiíiéíó òà êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü àëãîðèòìó Ðåìå-
çà äëÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ êëàñiâ.

Âñòóï. Âïåðøå çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó Ðåìåçà äî ïîáóäîâè
åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â iíòåðïîëÿöiéíîìó êëàñi çàïðî-
ïîíîâàíî â ðîáîòi [1]. Îäíàê â öèòîâàíié ðîáîòi íå çàïðîïîíîâàíî
êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìó ïîáóäîâè åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëè-
æåííÿ íà ìíîæèíi iç n + 1 òî÷êè, i äîâåäåíî ëèøå ôàêò çáiæíîñòi
àëãîðèòìó Ðåìåçà áåç îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi.

Ïðàêòè÷íi àñïåêòè çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó, âêëþ÷àþ÷è íàáëè-
æåííÿ íà ìíîæèíi iç n+1 òî÷êè, äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ �.Ðåìåçà
òà Â.Ãàâðèëþê (äèâ. [2,3]).

Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ òà êâàäðàòè÷íî¨ (ïðè âiä-
ïîâiäíèõ îáìåæåííÿõ) çáiæíîñòi àëãîðèòìó Ðåìåçà äëÿ íàéêðàùîãî
ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié åëåìåíòàìè iíòåðïî-
ëÿöiéíèõ êëàñiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî iíòåðïîëÿöiéíèì êëàñîì F ïîðÿäêó n− 1
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ ïî x ∈ [a, b] ôóíêöié
y = F ( x, c1, c2, . . . , cn), çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðiâ c1, c2, ..., cn, â ÿêî-
ìó îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à â n äîâiëüíèõ
òî÷êàõ âiäðiçêà [a, b] [3].

Îòæå, íà âiäðiçêó [a, b] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîñòið C [a, b] íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié òà iíòåðïîëÿöiéíèé êëàñ F ïîðÿäêó n − 1, åëåìåíòè ÿêîãî
íåïåðåðâíi ïî çìiííié x i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïî ïàðàìåòðàõ
cj , j = 1, n. Îïåðàòîð P : C [a, b] →F , ÿêèé ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié
íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ f ∈ C [a, b] ñòàâèòü åëåìåíò ¨¨ íàéêðàùîãî ðiâ-
íîìiðíîãî íàáëèæåííÿ P (f) ∈F , íàçèâà¹ìî îïåðàòîðîì íàéêðàùîãî
íàáëèæåííÿ. Âåëè÷èíó íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíê-
öi¨ f ∈ C [a, b] ïîçíà÷èìî ÷åðåç E (f), òîáòî E (f)= ‖ f − P (f) ‖C[a,b].
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Àëãîðèòì Ðåìåçà äëÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó ïåðåäáà÷à¹ iòåðà-
öiéíèé ïðîöåñ, äå íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöi¨ áóäó¹òüñÿ åëåìåíò íàé-
êðàùîãî íàáëèæåííÿ íà ìíîæèíi iç n+1 òî÷êè (òàê çâàíà óçàãàëüíå-
íà ÷åáèøîâñüêà iíòåðïîëÿöiÿ). Ïåðåõiä äî íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨ çäiéñ-
íþ¹òüñÿ çàìiíîþ îäíi¹¨ iç öèõ òî÷îê òî÷êîþ ìàêñèìàëüíîãî âiäõè-
ëåííÿ ïîáóäîâàíîãî åëåìåíòà âiä ôóíêöi¨, ùî íàáëèæà¹òüñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòàìè ií-
òåðïîëÿöiéíîãî êëàñó ïîðÿäêó n − 1 íà ìíîæèíi iç n + 1 òî÷êè, íà
âiäìiíó âiä ìíîãî÷ëåíiâ, ¹ íåëiíiéíèì. Â ðîáîòi [4] ðîçðîáëåíî àë-
ãîðèòì ïîáóäîâè åëåìåíòà íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ç
iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó íà ñêií÷åííié ìíîæèíi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç
n + 1 òî÷êè. Äîâåäåíî, ùî öåé iòåðàöiéíèé àëãîðèòì çáiãà¹òüñÿ ç
êâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ. Òàì æå ïîáóäîâàíî i íîâèé àëãîðèòì ïî-
áóäîâè åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íà âiäðiçêó, ÿêèé çàãàëîì
çáiãà¹òüñÿ ç ëiíiéíîþ øâèäêiñòþ, à ïðè ïåâíèõ óìîâàõ � ç êâàäðà-
òè÷íîþ.

Ïèòàííÿ ïðî øâèäêiñòü çáiæíîñòi àëãîðèòìó Ðåìåçà äëÿ iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ êëàñiâ äîñi çàëèøàëîñÿ âiäêðèòèì.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi çáiæíîñòi àëãîðèòìó Ðåìåçà ìè êî-
ðèñòó¹ìîñÿ, ÿê i â ðîáîòi [4], äèôåðåíöiàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè îïå-
ðàòîðà P íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòàìè iíòåðïîëÿöiéíîãî êëà-
ñó [5].

1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ i òåîðåìà ïðî ëiíiéíó çáiæíiñòü.
Äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòó X ⊂R ÷åðåç C(X) ïîçíà÷èìî áàíàõiâ ïðî-
ñòið íåïåðåðâíèõ íà X ôóíêöié ç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ. ×åðåç P (f, X)
ïîçíà÷èìî åëåìåíò íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f
åëåìåíòàìè iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó F íà ìíîæèíi X. PX : C(X) → F
îçíà÷àòèìå âiäïîâiäíèé îïåðàòîð íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëè-
æåííÿ íà êîìïàêòi X.

Íåõàé çàäàíî ôóíêöiþ f (x)∈C([a, b]). ×åðåç
Xk={x(k)

1 , x
(k)
2 , . . . , x

(k)
n+1} ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òî÷îê ç âiäðiçêà

[a, b], íà ÿêié â k-é iòåðàöi¨ ïîáóäîâàíî åëåìåíò F k = F
(
x, ck

)
íàé-

êðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ iç iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó F äëÿ
ôóíêöi¨ f (x). Ïîçíà÷èìî ïðè öüîìó : Ek =

∥∥f (x)− F k (x)
∥∥

C[a,b]
,

ek =
∥∥f (x)− F k (x)

∥∥
C[Xk]

.
×åðåç x

(k)
∗ ïîçíà÷èìî òî÷êó âiäðiçêà [a, b], â ÿêié äîñÿ-
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ãà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå âiäõèëåííÿ åëåìåíòà F k âiä ôóíêöi¨ f (x).
Ïðè ïåðåõîäi äî íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨ öÿ òî÷êà çàìiíèòü íà ìíî-
æèíi Xkäåÿêó òî÷êó x

(k)
j òàê, ùî ìàòèìåìî íîâó ìíîæèíó

Xk+1 = Xk\
{

x
(k)
j

} ⋃ {
x

(k)
∗

}
=

{
x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
n+1

}
, íà ÿêié ðiçíèöÿ

f (x)− F k (x) çìiíþâàòèìå çíàê n ðàç.
Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ íà [a, b] ôóíêöi¨ f(x) òà

äîâiëüíîãî çàäàíîãî íà [a, b] iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó F, íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîíîãî çà ïàðàìåòðàìè, ïîñëiäîâíiñòü ïîáóäîâàíèõ àëãî-
ðèòìîì åëåìåíòiâ F k(x) = F

(
x, ck

)
çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà íàé-

êðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f(x) çi øâèäêiñòþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðî-
ãðåñi¨.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü F
(
x, ck

)
çáiãà¹òüñÿ

äî åëåìåíòà P (f) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f(x). Çâiäñè âèï-
ëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Xk ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ìíîæè-
íè òî÷îê àëüòåðíàíñó ðiçíèöi f(x)− P (f, x).

Çà òåîðåìîþ Âàëëå�Ïóññåíà âåëè÷èíà E (f) íàéêðàùîãî ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

ek < E(f) < Ek.

Äîâåäåìî, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

ek+1 ≥ ek + c(Ek − ek), (1)

äå 0 < c = const < 1 íå çàëåæèòü âiä k.
Íà ìíîæèíi Xk+1 ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ gk òàêó, ùî

gk(x(k)
∗ ) = ± (

ek − Ek
)
, äå çíàê ïëþñ áåðåòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè x

(k)
∗

¹ (+)-òî÷êîþ, à çíàê ìiíóñ � ó âèïàäêó, êîëè x
(k)
∗ ¹ (−)-òî÷êîþ. Â

óñiõ iíøèõ òî÷êàõ ìíîæèíè Xk+1 ïðèéìà¹ìî gk(x) = 0.
Òîäi åëåìåíò F k ¹ åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨

f + gk íà ìíîæèíi Xk+1, i ïðè öüîìó ek =
∥∥f + gk − F k

∥∥
C[Xk+1]

, à
Ek − ek = ‖gk‖C(Xk+1).

Â êîæíié òî÷öi âiäðiçêà f + (1− t)gk, 0 ≤ t ≤ 1, åëåìåíò F (x, t) =
P (f + (1− t)gk, Xk+1) íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f + (1− t)gk

íà ìíîæèíi Xk+1 òà ïîõèáêà E(t) = ‖f + (1− t)gk − F (x, t)‖ òàêîãî
íàáëèæåííÿ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà ïàðàìåòðîì t. Ïðè
öüîìó
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E
′
(t) = −

n+1∑

j=1

δj(t)gk(x(k+1)
j ), (2)

äå δj(t) ¹ äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè ç êðèòåðiþ íàéêðàùîãî ðiâíî-
ìiðíîãî íàáëèæåííÿ [4]:

n+1∑

j=1

δj(t)
(
f(x(k+1)

j ) + (1− t)gk(x(k+1)
j )− F (x(k+1)

j , t)
)
ϕ̂(x(k+1)

j , t) = 0,

äå

ϕ̂
(
x

(k+1)
j , t

)
=




∂F
“

x
(k+1)
j ,c(t)

”

∂c1

....
∂F
“

x
(k+1)
j ,c(t)

”

∂cn


 ,

n+1∑

j=1

δj(t) = 1, δj(t) > 0.

Iç çðîáëåíîãî íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ çàóâàæåííÿ âèïëèâà¹ iñíó-
âàííÿ êîíñòàíòè δ > 0, íåçàëåæíî¨ âiä t òà âiä k, òàêî¨, ùî ïðè âñiõ
k ≥ 0, âñiõ j = 1, 2, ..., n + 1 òà âñiõ t ∈ [0, 1] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

δj(t) ≥ δ. (3)

Iç (2) òà (3) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, 2, .... ìà¹ ìiñöå íåðiâ-
íiñòü: ∣∣∣E′

(t)
∣∣∣ ≥ δ ‖gk‖C(Xk+1) = δ(Ek − ek). (4)

Îñêiëüêè
ek+1 =

∥∥f (x)− F k+1 (x)
∥∥

C[Xk+1]
= E (1) ,

ek =
∥∥f (x) + gk − F k+1 (x)

∥∥
C[Xk+1]

= E (0) ,

òî çà òåîðåìîþ ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè ìà¹ìî:

ek+1 − ek = E(1)− E(0) = E
′
(t) ≥ δ(Ek − ek).

Íåðiâíiñòü (1) äîâåäåíî.
Ç (1) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü:

E(f)− ek+1 ≤ E(f)− ek − δ(Ek − ek).
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Îñêiëüêè E (f) ≤ Ek, òî çâiäñè âèïëèâà¹:
E(f)− ek+1 ≤ (1− δ)(E(f)− ek).

Âðàõîâóþ÷è, ùî 0 < δ < 1, ìà¹ìî ëiíiéíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi{
E(f)− ek

}∞
k=0

.
Çâiäñè çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìiðêóâàíü iç çàñòîñóâàííÿì

íåðiâíîñòi ñèëüíî¨ ¹äèíîñòi [5] âèâîäèòüñÿ ëiíiéíà çáiæíiñòü ïîñëi-
äîâíîñòi åëåìåíòiâ

{
F k

}∞
k=0

äî åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ
P (f).

2. Òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü.
Òåîðåìà 2. Íåõàé çàäàíà íà [a, b] ôóíêöiÿ f(x) ¹ äâi÷i íåïåðåðâ-

íî äèôåðåíöiéîâíîþ, à ôóíêöi¨ F (x, c1, c2, . . . , cn) iíòåðïîëÿöiéíîãî
êëàñó F � äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïî x òà ïî ïàðàìåòðàõ
ci, i = 1, n. ßêùî ìîäóëü ðiçíèöi

f(x)− P (f, x) (5)
äîñÿãà¹ ñâîãî ìàñèìóìó ðiâíî â n+1 òî÷öi x1, x2, ..., xn+1 , ÿêi óòâî-
ðþþòü ÷åáèøîâñüêèé àëüòåðíàíñ ðiçíèöi (5) íà âiäðiçêó [a, b], i â
êîæíié òàêié òî÷öi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f
′′
(xj)− P

′′
xx(f, xj) 6= 0, j = 1, 2, ..., n + 1, (6)

òî ïîñëiäîâíiñòü ïîáóäîâàíèõ çà àëãîðèòìîì Ðåìåçà åëåìåíòiâ
F

(
x, ck

)
, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêî¨ iòåðàöi¨, çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà íàé-

êðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f(x) ç êâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ.
Äîâåäåííÿ. Iç òîãî, ùî ðiçíèöÿ f −P (f) ìà¹ ¹äèíèé àëüòåðíàíñ

äîâæèíè n + 1 âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ åëå-
ìåíòàìè iíòåðïîëÿöiéíîãî êëàñó ¹ äèôåðåíöiéîâíèì ïî Ãàòî â óñiõ
òî÷êàõ ç äåÿêîãî îêîëó òî÷êè f [4].

Íåõàé â ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ k-¨ iòåðàöi¨, âiäïîâiäíî äî âèùå çà-
ïðîâàäæåíèõ ïîçíà÷åíü, îòðèìàíî åëåìåíò F k(x), ÿêèé íàéêðàùèì
÷èíîì íàáëèæà¹ ôóíêöiþ f(x) íà ìíîæèíi Xk =

{
xk

1 , xk
2 , ..., xk

n+1

}
.

Íàñòóïíèé åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ íåîáõiäíî áóäóâàòè íà
ìíîæèíi Xk+1. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Ek =
∥∥f − F k

∥∥
C[a,b]

, ek =
∥∥f − F k

∥∥
C(Xk)

.

Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ïîáóäó¹ìî äîïîìiæíó ôóíê-
öiþ gk, òåïåð óæå äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó i òàêó, ùî åëå-
ìåíò F k ¹ åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f + gk íà
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[a, b], i ïðè öüîìó Ek =
∥∥f + gk − F k

∥∥, à Ek − ek = ‖gk‖C(Xk+1),
‖gk‖C(Xk+1) = ‖gk‖C[a,b].

Çàâäÿêè çáiæíîñòi àëãîðèòìó ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè âñiõ
äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ k óìîâè òåîðåìè âèêîíóâàòèìóòüñÿ
äëÿ âñiõ ôóíêöié âiäðiçêà f + (1− t)gk.

Âðàõîâóþ÷è ùî

F k+1 = P (f,Xk+1) = P (f + gk) + D(f + gk,−gk) + o(‖gk‖) =

= F k + D(f + gk,−gk) + o(‖gk‖)
äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ k çà òåîðåìîþ ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè [6]
ìà¹ìî

∥∥P (f)− F k+1
∥∥ ≤ 2 ‖P (f)− P (f + gk)−D(f + gk,−gk)‖ ≤

≤ 2 ‖gk‖ sup
0≤t≤1

∥∥∥P
′
(f + (1− t)gk)− P

′
(f + gk)

∥∥∥ , (7)
äå

P
′
(f + (1− t)gk) =

∂P (f + (1− t)gk)
∂t

,

P
′
(f + gk) =

∂P (f + (1− t)gk)
∂t

|t=+0.

Ïîêàæåìî, ùî

sup
0≤t≤1

‖P ′(f + (1− t)gk)− P ′(f + gk)‖ ≤ K‖gk‖, K = const. (8)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ ïîõiäíî¨ P
′
(f + (1 − t)gk) =

D(t) = D(t, x):
D(t, xj(t)) + (−1)jα(t) = −gk(xj(t)), j = 1, 2, ..., n + 1, (9)

äå α(t) = E
′
(t) = d‖f+(1−t)gk−P (f+(1−t)gk)‖

dt � ïîõiäíà âiä âåëè÷èíè
íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ïî ïàðàìåòðó t (äèâ. [4]).

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê òàêî¨ ñèñòåìè âiäîêðåìëåíèé âiä íóëÿ äëÿ
âñiõ çíà÷åíü t ∈ [0, 1], òî êîåôiöi¹íòè di = di(t)ïîëiíîìà D(t, x(t))
ïðè âñiõ çíà÷åííÿ t ∈ [0, 1] çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

|di(t)| ≤ K1 ‖gk‖C[a,b] . (10)
Iç ðiâíîñòåé
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f
′
(xj(t)) + (1− t)g

′
k(xj(t))− P

′
x(xj(t), t) = 0, (11)

ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê âiäðiçêà [a, b], äèôå-
ðåíöiéîâíîñòi îïåðàòîðà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ i ôóíêöi¨ ïîõèáêè
íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ òà óìîâ òåîðåìè, çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó
ôóíêöiþ âèïëèâà¹, ùî âñi òàêi ôóíêöi¨ xj(t) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèìè íà [0, 1] (ÿêùî äî òî÷îê àëüòåðíàíñó âõîäÿòü êiíöåâi òî÷-
êè, äèôåðåíöiéîâíiñòü âiäïîâiäíèõ ôóíêöié î÷åâèäíà).

Iç (11) çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ çàâäÿêè óìîâàì òåîðåìè
òà íåðiâíîñòÿì (10) îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi:
∣∣dxj(t)

dt

∣∣ =
∣∣ D

′
x(xj(t), t)

f ′′(xj(t)) + (1− t)g′′k (xj(t))− P ′′
xx(xj(t), t)

∣∣ ≤ K2 ‖gk‖C[a,b] .

(12)
×åðåç òå, ùî ïîëiíîìè D(x, t) çäiéñíþþòü ÷åáèøîâñüêó iíòåðïîëÿöiþ
ôóíêöi¨ −gk ó òî÷êàõ xj(t) i ¹ íåïåðåíî äèôåðåíöiéîâíèìè ïî çìiííié
x, òî iç íåðiâíîñòi (12) âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü (8).

Îñêiëüêè îïåðàòîð P äèôåðåíöiéîâíèé ïî Ãàòî â òî÷öi f , òî äëÿ
âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ íîìåðiâ k ìà¹ìî íåðiâíiñòü

∥∥P (f)− F k
∥∥ = ‖P (f)− P (f + gk)‖ ≥ c ‖gk‖ , c = const > 0,

Òîäi iç (7) òà (8) âèïëèâà¹
∥∥P (f)− F k+1

∥∥ ≤ K
∥∥g2

k

∥∥ = K(Ek − ek)2 ≤ K4(P (f)− F k)2.
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