
Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 2008, Ò.5, �1, 149�152

ÓÄÊ 513.836
Þ.Á. Çåëèíñêèé (Èí�ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ)

Î ÊÎÍÅ×ÍÎÊÐÀÒÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈßÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ
Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëüíîãî äâóìåð-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äâóìåðíûé øàð ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå, èìåþùåå
äëÿ êàæäîé òî÷êè îáðàçà íå áîëåå äâóõ ïðîîáðàçîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ êîíå÷íîêðàòíî, åñëè ïðîîáðàç f−1y ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
y ∈ Y ñîäåðæèò êîíå÷íîå èëè ïóñòîå ÷èñëî òî÷åê.

Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Km, åñëè ïðî-
îáðàç êàæäîé òî÷êè y ñîäåðæèò íå áîëåå m òî÷åê. Â ñëó÷àå, êîãäà
áóäåì ôèêñèðîâàòü îòîáðàæàåìûå ïðîñòðàíñòâà, èñïîëüçóåì îáîçíà-
÷åíèå Km(X, Y ).

Ïóñòü X = Mn � çàìêíóòîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à Y = Bn �
øàð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â
øàð èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü íóëü [1]. Òîãäà èç òåîðåìû 1.6.16
[1] ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîêðàòíîå îòîáðàæåíèå f : Mn → Bn

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó Km(Mn, Bn), ãäå m ≥ 2.
Èññëåäóåì íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà êëàññ K2(Mn, Bn) íåïóñò.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé â äâóìåðíûé øàð.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé [2,3], ïðîèçâîëüíîå òàêîå ìíîãîîáðàçèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äâóìåðíóþ ñôåðó ñ âûáðîøåííûìè l+q êðó-
ãàìè, çàêëååííûìè l îðèåíòèðóåìûìè è q íåîðèåíòèðóåìûìè ðó÷êà-
ìè, ãäå îðèåíòèðóåìàÿ ðó÷êà � ýòî òîð ñ âûáðîøåííûì êðóãîì, à
íåîðèåíòèðóåìàÿ ðó÷êà � ëèñò Ìåáèóñà. Çàäàäèì íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå íà êàæäîé ÷àñòè îòäåëüíî.

Äâóìåðíàÿ ñôåðà ñ âûáðîøåííûìè l + q êðóãàìè òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíà ïðîñòîìó êðóãó ñ âûáðîøåííûìè l + q − 1 êðóæêàìè.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïóñòü D � ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî îñè
x íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè êðóã, à âûáðîøåííûå êðóæêè èìåþò
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öåíòðû íà îñè x. Òîãäà îòîáðàæåíèå îáëàñòè D, çàäàííîå ôîðìóëîé
f(x, y) = (x,−|y|), ïðèíàäëåæèò êëàññó B2(D, D1) è êàæäàÿ òî÷êà
îáëàñòè D1, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ëåæàùèõ íà îñè x, èìååò ðîâíî
äâà ïðîîáðàçà.

Îðèåíòèðóåìàÿ ðó÷êà R, êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íîé
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOy, î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîåêöèåé íà ïëîñ-
êîñòü xOy òàêæå îòîáðàæàåòñÿ îòîáðàæåíèåì g êëàññà K2(R,R1) â
ïëîñêîå êîëüöî.

Ëèñò Ìåáèóñà ïðåäñòàâèì êàê ñèììåòðè÷íîå â êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè êîëüöî ñ òîæäåñòâåííûìè àíòèïîäàëüíûìè òî÷êàìè
(x, y) ≡ (−x,−y) âíåøíåé îêðóæíîñòè. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå h ∈
K2(H, H1) êàê ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæåíèÿ êîëüöà h1(x, y) = (x,−|y|)
è îòîáðàæåíèÿ h2, çàäàííîãî íà âíåøíåé îêðóæíîñòè êàê ñêëåéêà
÷åòûðåõ òî÷åê êîëüöà (x, y), (−x, y), (x,−y), (−x,−y) (îòìåòèì, ÷òî
ïàðû (x, y); (−x,−y) è (−x, y); (x,−y) âíåøíåé îêðóæíîñòè çàäàþò
äâå òî÷êè ëèñòà Ìåáèóñà). Ýòî îòîáðàæåíèå h = h1h2 ñîãëàñîâàíî ñî
ñòðóêòóðîé ëèñòà Ìåáèóñà è îòîáðàæàåò ëèñò Ìåáèóñà íà ïëîñêóþ
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îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü. Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ
êëàññà K2(M2, B2) äîñòàòî÷íî ñêëåèòü çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ íà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿõ, êîòîðûå ïðè òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ ïå-
ðåøëè â äóãè îêðóæíîñòåé. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî äâóìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M2 êëàññ K2(M2, B2) íåïóñò.

Åñòåñòâåííî, ÷òî òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïîäîáëàñòåé
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðè çàìåíå M2.

Âîïðîñ íåïóñòîòû êëàññà K2(Mn, Bn) äëÿ n ≥ 3 îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì. Â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíà äàæå îöåíêà ìèíèìàëüíîãî m, äëÿ
êîòîðîãî êëàññ Km(Mn, Bn) íåïóñò.

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ RPn, ïîñëåäîâà-
òåëüíî èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ, ïðîâåäåííóþ äëÿ ëèñòà Ìåáèóñà,
ìîæíî ïîëó÷èòü ãðóáóþ îöåíêó.

Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn êàê øàð Bn c
îòîæäåñòâëåííûìè àíòèïîäàëüíûìè òî÷êàìè ãðàíè÷íîé ñôåðû
Sn. Òîãäà îòîáðàæåíèå h, êîòîðîå âíóòðè øàðà çàäàíî êàê
h(x1, x2, x3, . . . , xn) = (x1, |x2|, |x3|, . . . , |xn|), à íà ñôåðå Sn îòîæ-
äåñòâëÿåò âñå òî÷êè âèäà (±x1,±x2,±x3, . . . ,±xn), èìååò êðàòíîñòü
2n−1.

Òåîðåìà 2. Êëàññû Km(RPn, Bn) íåïóñòû ïðè m ≥ 2n−1.
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Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè è óòâåðæäåíèÿìè èç 1.6.14
è 1.6.16 [1] îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ñëåäóþùèå âîïðîñû.

Ïóñòü f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè D â îáëàñòü D1 n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî f ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Kk(∂D, D1).

Âîïðîñ 1. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f íà âñþ
îáëàñòü, êîòîðîå íà IntD áóäåò âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì?

Âîïðîñ 2. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f íà âñþ
îáëàñòü, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò êëàññó Kk(∂D, D1)?

Âîïðîñ 3. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f íà âñþ
îáëàñòü, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò êëàññó Km(∂D,D1), ãäå m ≤ k + 2?
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