
Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 2008, Ò.5, �1, 142�148

ÓÄÊ 517.518.4

Ï.Â. Çàäåðåé (Êè¨â. íàö. óí-ò òåõíîëîãié òà äèçàéíó)

Î.Ì. Ïåëàãåíêî (Êè¨â. íàö. óí-ò òåõíîëîãié òà äèçàéíó)

Ð.Â. Òîâêà÷ (Âîëèíñüêèé äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò)

ÏÐÎ ÇÁIÆÍIÑÒÜ Â ÑÅÐÅÄÍÜÎÌÓ

ÊÐÀÒÍÈÕ ÐßÄIÂ ÔÓÐ'�

Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè, âèðàæåíi â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹,

äëÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ ñóìîâíèõ ôóíêöié.

Íåõàé V � çàìêíåíèé îáìåæåíèé ïîëiåäð â Rm ç âåðøèíàìè â
òî÷êàõ ç ðàöiîíàëüíèìè êîîðäèíàòàìè, çiðêîâèé âiäíîñíî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, ÿêà ¹ éîãî âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ, i òàêèé, ùî ïðîäîâæåííÿ
áóäü-ÿêî¨ éîãî ãðàíi íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò; W �
ìíîæèíà ïîëiåäðiâ ç âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè; nV = {x ∈ Rm :
x/n ∈ V }; Zm � öiëî÷èñëåííà ðåøiòêà â Rm.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1(Tm) ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà Tm 2π-ïå-
ðiîäè÷íèõ ïî êîæíié çìiííié iíòåãðîâíèõ ôóíêöié f ç íîðìîþ
||f ||L1(T m) =

∫
T m

|f(x)| dx <∞, äå Tm = [0, 2π)m; L1 := L1(T 1).

Íåõàé f ∈ L1(Tm) ìà¹ ðÿä Ôóð'¹ âèäó

∞∑
k=0

ak

∑
l∈kV \(k−1)V

ei(l,x), (1)

äå l ∈ Zm, (l, x) =
m∑

i=1

lixi i

SnV (f ;x) =
n∑

k=0

ak

∑
l∈kV \(k−1)V

ei(l,x) (2)

� n-òà ÷àñòèííà ñóìà ðÿäó (1).
Êàæóòü, ùî ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó (àáî â íîðìi ïðîñòîðó

L1(Tm)) äî ôóíêöi¨ f , ÿêùî ïðè n→∞

||f − SnV (f)||L1(T m) → 0. (3)
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Ñïiââiäíîøåííÿ (3) ñïðàâåäëèâå íå äëÿ âñiõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó
L1(Tm). Ïðèêëàä ôóíêöi¨ ç L1, äëÿ ÿêî¨ íå âèêîíó¹òüñÿ (3), ïîáóäó-
âàâ Ô. Ðiññ [1, c. 599].

Â ðîáîòi çíàéäåíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (3), âèðàæåíi ÷åðåç êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ðÿäó (1).

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó îä-
íîâèìiðíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ Ôóð'¹

(C)
a0

2
+
∞∑

k=1

ak cos kx, (S)
∞∑

k=1

ak sin kx

âiäïîâiäíî ïàðíî¨ ôóíêöi¨ c ∈ L1 i íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ s ∈ L1.
Â ïîäàëüøîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâ-

íiñòü {ak} := {ak}∞k=0 íàçèâà¹òüñÿ:

1) ïîñëiäîâíiñòþ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, ÿêùî
∞∑

k=0

|4ak| < ∞, äå

4ak = ak − ak+1∀ k ≥ 0;
2) âèïóêëîþ, ÿêùî 42ak = 4ak −4ak+1 ≥ 0 ∀ k ≥ 0;

3) êâàçiâèïóêëîþ, ÿêùî
∞∑

k=0

(k + 1)|42ak| <∞;

4) íóëü-ïîñëiäîâíiñòþ, ÿêùî lim
k→∞

ak = 0.

Ìíîæèíè ïîñëiäîâíîñòåé 1) � 4) áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî
÷åðåç BV, Y, K, C0.

Ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Y ∩ C0 ⊂ K ∩ C0 ⊂ BV ∩ C0.
Ïåðøi âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüî-

ìó ðÿäiâ Ôóð'¹ ïàðíèõ iíòåãðîâíèõ ôóíêöié, íàëåæàòü Â. Þíãó i
À.Ì. Êîëìîãîðîâó. Òàê, Â. Þíã [2] ïîêàçàâ, ùî ðÿä Ôóð'¹ (C), êîå-
ôiöi¹íòè ÿêîãî {ak} ∈ Y, çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè

lim
k→∞

ak ln k = 0. (4)

À.Ì. Êîëìîãîðîâ [3] äîâiâ, ùî ó âèïàäêó, êîëè {ak} ∈ K, äëÿ çáiæ-
íîñòi â ñåðåäíüîìó ðÿäó Ôóð'¹ (C) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêî-
íóâàëàñü óìîâà (4).

Ðåçóëüòàòè Â. Þíãà i À.Ì. Êîëìîãîðîâà óçàãàëüíþâàëèñü áà-
ãàòüìà àâòîðàìè [4] � [10]. Çîêðåìà, â [9] äîâåäåíî, ùî ðÿä Ôóð'¹
(C), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî {ak} ∈ BV i

k4ak = O(1) ïðè k →∞, (5)
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çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ìiñöå (4).
Âiäîìî [11, ñ. 136], ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë êâàçiâèïóêëà i îáìåæåíà, òî âîíà ¹ ïîñëiäîâíiñòþ îáìåæåíî¨
âàðiàöi¨ i ìà¹ ìiñöå (5).

Óìîâè çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó êðàòíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ
çíàéäåíi â [12] � [14].

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ m-âèìiðíèì àíàëîãîì îäíîãî ðåçóëüòàòó
Ñ.Â. Ñòàíî¹âè÷à ç [9]. Óìîâè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà êîåôiöi¹íòè
Ôóð'¹, íà íàøó äóìêó, çðó÷íiøi äëÿ ïåðåâiðêè, íiæ, çîêðåìà, óìîâè,
îäåðæàíi â [12].

Òåîðåìà. Íåõàé f ∈ L1(Tm), i ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ìà¹ âèãëÿä (1). ßê-
ùî ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (1) {ak} ∈ BV i çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (5) òà
lim

n→∞
an lnm n = 0, (6)

òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3).
Â äîâåäåííi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îäèí ðåçóëüòàò ç [15].
Òåîðåìà À (À.Í. Ïîäêîðèòîâ [15]). Äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiåäðà V ⊂

Rm ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

C1 lnm n ≤
∫

T m

|DkV (x)|dx ≤ C2 lnm n, (7)

äå

DnV (x) :=
∑

l∈nV

ei(l,x), l ∈ Zm,

C1, C2 � àáñîëþòíi äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. ×åðåç V2n,n(f ;x) := V2nV,nV (f ;x) ïîçíà-
÷èìî ñóìó Âàëëå Ïóññåíà ôóíêöi¨ f(x)

V2n,n(f ;x) =
1

n+ 1

2n∑
k=n

SkV (f ;x) =
2n∑

k=0

λ
(n)
k ak

∑
l∈kV \(k−1)V

ei(l,x)

äå

λ
(n)
k =

{
1, k = 0, n;
2n−k+1

n+1 , k = n+ 1, 2n.
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Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(Tm)

||f − V2n,n(f)||L1(T m) → 0, n→∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

σnV (f ;x) :=
1

n+ 1

n∑
k=0

SkV (f ;x)

ñåðåäíi Ôåé¹ðà � Ìàðöèíêåâè÷à (p = 1).
Â [12] (äèâ. òåîðåìó À) äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ C(Tm) i äîâiëüíîãî ïîëiåäðà V ∈ W ñåðåäíi σnV (f ;x) çáiãà-
þòüñÿ ðiâíîìiðíî äî f(x) íà Tm i, ÿê íàñëiäîê [16, ãë. 7], σnV (f ;x)
çáiãàþòüñÿ â íîðìi ïðîñòîðó L1(Tm) äî f(x) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ L1(Tm).

Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

V2n,n(f ;x) =
1

n+ 1

2n∑
k=n

SkV (f ;x) =

= 2σ2nV (f ;x)− σnV (f ;x)− 1
n+ 1

(σ2nV (f ;x)− σnV (f ;x)) ,

òîäi
||f − V2n,n(f)||L1(T m) ≤ ||f − σnV (f)||L1(T m)+

+2||σ2nV (f)− σnV (f)||L1(T m)+

+
1

n+ 1
||σ2nV (f)− σnV (f)||L1(T m) → 0, n→∞.

Çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ äî ñóìè

V2n,n(f ;x)− SnV (f ;x) =
2n∑

k=n+1

2n− k + 1
n+ 1

ak

∑
l∈kV \(k−1)V

ei(l,x) =

=
2n−1∑

k=n+1

2n− k
n+ 1

4akDkV (x) +
1

n+ 1

2n∑
k=n+1

akDkV (x)−
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− n

n+ 1
an+1DnV (x) = S1(x) + S2(x) + S3(x). (8)

Îöiíèìî iíòåãðàë âiä ìîäóëÿ S3(x) ç (8). Çãiäíî ç (7)∫
T m

∣∣∣∣ n

n+ 1
an+1DnV (x)

∣∣∣∣ dx ≤ C|an| lnm n. (9)

Àíàëîãi÷íó îöiíêó îäåðæèìî äëÿ iíòåãðàëà âiä ìîäóëÿ ñóìè S2(x)
ç (8). Äiéñíî,∫
T m

∣∣∣ 1
n+ 1

2n∑
k=n+1

akDkV (x)
∣∣∣dx ≤ 1

n+ 1

2n∑
k=n+1

|ak| lnm k ≤ C|an| lnm n.

(10)
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

I :=
∫

T m

∣∣∣ 2n−1∑
k=n+1

2n− k
n+ 1

4akDkV (x)
∣∣∣dx→ 0 ïðè n→∞.

Íåõàé rk ∈ Zm, äå k = {inf ν : rk ∈ νV }. Êîåôiöi¹íò ak ðÿäó
Ôóð'¹ (1) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ak =
1

(2π)m

∫
T m

f(t)e−i(rk,t)dt. (11)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ (11) â (2), îäåðæèìî

SnV (f ; 0) =
1

(2π)m

∫
T m

f(t)DnV (t)dt. (12)

Âðàõîâóþ÷è (12), îöiíèìî I çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãeëüäåðà

I = sup
|ϕ(x)|≤1

∣∣∣ ∫
T m

ϕ(x)
2n−1∑

k=n+1

2n− k
n+ 1

4akDkV (x)dx
∣∣∣ =

= sup
|ϕ(x)|≤1

∣∣∣ 2n−1∑
k=n+1

2n− k
n+ 1

4ak

∫
T m

ϕ(x)DkV (x)dx
∣∣∣ =
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= C sup
|ϕ(x)|≤1

∣∣∣ 2n−1∑
k=n+1

2n− k
n+ 1

4akSkV (ϕ; 0)
∣∣∣ ≤

≤ C sup
|ϕ(x)|≤1

( 2n−1∑
k=n+1

(2n− k
n+ 1

4ak

)2) 1
2
( 2n−1∑

k=n+1

(SkV (ϕ; 0))2
) 1

2 ≤

≤ C(n+ 1)
( 2n−1∑

k=n+1

(4ak)2
) 1

2
sup

|ϕ(x)|≤1

1
n+ 1

( 2n−1∑
k=n+1

(SkV (ϕ; 0))2
) 1

2 ≤

≤ C(n+ 1) max
n+1≤k≤2n−1

|4ak|
( 2n−1∑

k=n+1

|4ak|
) 1

2 ≤

≤ C(n+ 1)|4an|
( 2n−1∑

k=n+1

|4ak|
) 1

2 → 0, n→∞. (13)

Îá'¹äíàâøè îöiíêè (9), (10) i (13), çíàéäåìî, ùî ïðè n→∞

||f − SnV (f)||L1(T m) = ||V2n,n(f)− SnV (f)||L1(T m) + o(1)→ 0.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà

an lnm n→ 0 ïðè n→∞,

¹ äîñòàòíîþ äëÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó ðÿäó Ôóð'¹ (1), çà óìîâè,
ùî éîãî êîåôiöi¹íòè óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5).
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9. Stanojević Č.V. Classes of L1-convergence of Fourier and Fourier � Stieltjes
series // Proc. Amer. Math. Soc. � 1981. � 82, � 2. � Ñ. 209-215.

10. Çàäåðåé Ï.Â., Ñìàëü Á.À. Î ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L1 ðÿäîâ Ôóðüå
// Óêð. ìàò. æóðí. � 2002. � 54, � 5. � Ñ. 639-646.

11. Ýäâàðäñ Ð. Ðÿäû Ôóðüå â ñîâðåìåííîì èçëîæåíèè: Â 2-õ ò. Ò. 1. � Ì.:
Ìèð, 1985. � 264 ñ.

12. Êóçíåöîâà Î.È. Îá îäíîì êëàññå N -ìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ //
Ìàò. çàìåòêè. � 1998. � 63, � 3. � Ñ. 402-406.

13. Kaur K., Bhatia S.S., Ram B. L1-convergence of complex double Fourier series
// Proc. Indian Acad. Sci. (Math. Sci.) � 2003. � 113, � 4. � P. 355-363.

14. Çàäåðåé Ï.Â., Êàïiòîíåíêî Î.Ì. Íåîáõiäíi óìîâè çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó
êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ i Òåéëîðà // Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà-¨íè. Ò2, �2: Ïðîáëåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ñóìiæíi ïè-
òàííÿ. � Êè-¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2005. � Ñ. 117-124.

15. Ïîäêîðûòîâ À.Í. Ïîðÿäîê êîíñòàíò Ëåáåãà ñóìì Ôóðüå ïî ïîëèýäðàì //
Âåñòí. ËÃÓ. Ìàòåì., ìåõ., àñòðîí. � 1982. � 7. � C. 110-111.

16. Ñòåéí È., Âåéñ Ã. Ââåäåíèå â ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. � Ì.: Ìèð, 1974. � 332 ñ.


