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Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíîé àïïðîêñè-
ìàöèè, îñíîâàííûé íà ëîêàëüíûõ íåèíòåðïîëÿöèîííûõ L-ñïëàéíàõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðà-
òîðó òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Äîêàçàíû ôîðìîñîõðàíÿþùèå ñâîéñòâà (áëèçêèå ê ëîêàëüíîé ìî-
íîòîííîñòè è ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè) ïîñòðîåííûõ ñïëàéíîâ, à òàêæå
èõ ñãëàæèâàþùåå ñâîéñòâî. Âû÷èñëåíà êîíñòàíòà Ëåáåãà äàííîãî ìå-
òîäà, êàê îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç C â C.

Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîé ìàøèííîé ãðàôèêå è ãåîìåòðè÷åñêîì
äèçàéíå îñíîâíûì àïïàðàòîì àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå
ñïëàéíû îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïîñòðîåííûå íà îñíî-
âå ïîëèíîìèàëüíûõ NURBSîâ (íåðàâíîìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ B-
ñïëàéíîâ). Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ àíàëîãîâ NURBSîâ íà îñíîâå B-L-ñïëàéíîâ ñ ðàâíîìåðíû-
ìè óçëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó îïåðàòîðó òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòà ñõåìà îáîáùàåò è ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé [1�4]. Ïîñòðîåííûå ïî äèñêðåòíûì äàííûì îäíîìåð-
íûå ëîêàëüíûå L-ñïëàéíû îáëàäàþò ôîðìîñîõðàíÿþùèìè è ñãëà-
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æèâàþùèìè ñâîéñòâàìè. Â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè êðèâûõ
è ïîâåðõíîñòåé ñëîæíîé ôîðìû ñ ñîõðàíåíèåì èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé èçîãåîìåòðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, îá-
øèðíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5�8]. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ òàêèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè ñàìîëåòíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîðïóñîâ ñóäîâ, ëîïàñòåé ãèäðîòóð-
áèí, ïðè îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ ãåîëîãè÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ è áèîëî-
ãè÷åñêèõ ÿâëåíèé, à òàêæå ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé, â êàðòîãðà-
ôèè, èíäóñòðèè ôèëüìîâ è ò.ä.

1. Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ Ïóñòü L3 = L3(D) =
D3 + a1D

2 + a2D + a3 (ai ∈ R, D � ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ)
� ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèé èç êîòîðûõ ðà-
âåí 1. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ âíà÷àëå âñå ïîñòðîåíèÿ ïðîâåäåì â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî îïåðàòî-
ðà èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè β, γ è δ, êîòîðûå ïðè ýòîì
áóäåì ñ÷èòàòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè è íå ðàâíûìè íóëþ. Îïåðàòîð
L3 ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

L3(D) = (D − β)(D − γ)(D − δ), β, γ, δ ∈ R. (1)

Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ(t) = (γ−δ)eβt+(δ−β)eγt+(β−γ)eδt, ÿâëÿþùóþñÿ
ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ L3(D)f = 0
è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0. (2)

Ïóñòü h > 0 è m = m(β, γ, δ, h) � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ
íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíàÿ), êîòî-
ðóþ îïðåäåëèì íåìíîãî ïîçæå.

B-L-ñïëàéíîì ñ íîñèòåëåì
[− 3h

2 , 3h
2

]
è ðàâíîìåðíûìè óçëàìè

− 3h
2 , −h

2 , h
2 , 3h

2 , ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó îïåðàòîðó L3, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(x) = m

[
ϕ

(
x +

3h

2

)
+ Aϕ
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x +

h
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+

)
+ Cϕ

((
x− h

2

)

+
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ãäå ϕ(t+) =
{

ϕ(t), t ≥ 0,
0, t < 0,

è êîíñòàíòû A è C âûáèðàþòñÿ òàê,

÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî B
(

3h
2

)
= B′ ( 3h

2

)
= 0. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî òîãäà

A = −(eβh + eγh + eδh), C = −
(
e(δ+γ)h + e(β+δ)h + e(γ+β)h

)
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôóíêöèÿ B(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

B(x) = m

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(γ − δ)eβ(x+ 3h
2 ) + (δ − β)eγ(x+ 3h

2 )+

+(β − δ)eδ(x+ 3h
2 ), x ∈ [−3h

2
,−h

2
],

−(γ − δ)(eγh + eδh)eβ(x+ h
2 )−

−(δ − β)(eβh + eδh)eγ(x+ h
2 )−

−(β − γ)(eδh + eγh)eδ(x+ h
2 ), x ∈ [−h

2
,
h

2
],

(γ − δ)e(γ+δ)heβ(x−h
2 ) + (δ − β)e(β+δ)heγ(x−h

2 )+

+(β − γ)e(β+γ)heδ(x−h
2 ), x ∈ [

h

2
,
3h

2
],

0, x 6∈ [−3h

2
,−3h

2
].

(3)

Â ñèëó âûáîðà ôóíêöèè ϕ (ñì. ðàâåíñòâî (2)) è ïîñòðîåíèÿ B-L-
ñïëàéíà èìååì B ∈ C1(R). Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R. Ëîêàëüíûé L-ñïëàéí S ∈ C1(R)
îïðåäåëèì ïðè x ∈ [(

l − 1
2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]

(l ∈ Z) ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëîé:

S(x) = S(f, x) =
∑

j∈Z
yiB(x− jh) = yl−1B(x− (l − 1)h)+

+ylB(x− lh) + yl+1B(x− (l + 1)h). (4)

Çäåñü yl = f((l + ε)h) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êàõ (l + ε)h.
Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äàííîé ñõåìå ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ
ε = ε(β, γ, δ, h) è m = m(β, γ, δ, h). Ïóñòü ε � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

e(ε− 1
2 )(β−γ)h =

eγh − eδh

eδh − eβh
· δ − β

γ − δ
> 0,

ò.å.
ε =

1
2

+
1

(β − γ)h
ln

(eγh − eδh)(δ − β)
(eδh − eβh)(γ − δ)

. (5)
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×èñëî m îïðåäåëèì ôîðìóëîé

m =
(

eδh − eγh

δ − γ
· β − δ

eβh − eδh

) γ
γ−β

×

× (
(eβh − eγh)(eδh − eγh)(δ − β)

)−1
. (6)

Çàáåãàÿ âïåðåä (ñì. ëåììó 4), ïîÿñíèì, ÷òî ïàðàìåòðû m è ε
âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ ñõåìà áûëà òî÷íà
íà äâóõ ýêñïîíåíòàõ, à èìåííî, èìåëè ìåñòî ðàâåíñòâà S(eβx, x)
= eβx, S(eγx, x) = eγx (x ∈ R).

Èç ðàâåíñòâ (3)�(4) âûâîäèì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëîêàëü-
íîãî ñïëàéíà S(x) íà îòðåçêå

[(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]

:

S(x) = m
{

yl−1

[
(γ − δ)e(γ+δ)heβ(x−lh+ h

2 )+

+(δ − β)e(δ+β)heγ(x−lh+ h
2 ) + (β − γ)e(β+γ)heδ(x−lh+ h

2 )
]
+

+yl

[
− (γ − δ)(eγh + eδh)eβ(x−lh+ h

2 )−

−(δ − β)(eβh + eδh)eγ(x−lh+ h
2 ) − (β − γ)(eβh + eγh)eδ(x−lh+ h

2 )
]
+

+yl+1

[
(γ−δ)eβ(x−lh+ h

2 )+(δ−β)eγ(x−lh+ h
2 ) +(β−γ)eδ(x−lh+ h

2 )
]}

. (7)

Ëåììà 1. Ïðè β 6= 0, γ 6= 0, δ 6= 0, β 6= γ, β 6= δ, γ 6= δ ÷èñëî
ε ∈ (− 1

2 , 1
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = (γ − δ)h, B = (β − δ)h. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

g(x) = C(eB − 1)eB(x− 1
2 ) −B(eC − 1)eC(x− 1

2 ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

g

(
1
2

)
g

(
−1

2

)
< 0.

Èìååì
g

(
1
2

)
= BC

(
eB − 1

B
− eC − 1

C

)
,
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g

(
−1

2

)
= BC

(
1− e−B

B
− 1− e−C

C

)
.

Ïîñêîëüêó B 6= C, òî óòâåðæäåíèå ëåììû 1 ñëåäóåò èç âûïèñàííûõ
ôîðìóë è òîãî ôàêòà, ÷òî ôóíêöèÿ et−1

t ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à
ôóíêöèÿ 1−e−t

t ìîíîòîííî óáûâàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R. Ëåììà 1
äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ B(x) > 0 ïðè x ∈ (− 3h
2 , 3h

2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ B-L-ñïëàéíà
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

B

(
−3h

2

)
= B′

(
−3h

2

)
= B

(
3h

2

)
= B′

(
3h

2

)
= 0.

Êðîìå òîãî, èç (6) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

signm = sign (β − γ)(δ − γ)(δ − β). (8)

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñòðîêó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3). Ïóñòü t >
0, C = (γ − δ)t, B = (β − δ)t è

B1(t) =
meδt

t
(CeB −BeC + B − C) =

=
meδt

t
BC(B − C)

[
eB

B(B − C)
+

eC

C(C −B)
+

1
BC

]
. (9)

Ïîñêîëüêó

signBC(B − C) = sign (β − γ)(γ − δ)(β − γ) = signm,

òî èç âûïèñàííûõ ôîðìóë çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðà-
âåíñòâà B(x) > 0 ïðè x ∈ (− 3h

2 ,−h
2

]
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âû-

ðàæåíèå, ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ðàâåíñòâå (9), ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì. Ýòîò ôàêò, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ

Ψ(x) =
eBx

B(B − C)
+

eCx

C(C −B)
+

1
BC

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: Ψ(0) = 0, Ψ′(x) = eBx−eCx

B−C > 0 ïðè x > 0,
è ñëåäîâàòåëüíî, Ψ(1) > 0.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îòðåçîê
[−h

2 , h
2

]
. Âî âòîðîé ñòðîêå â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ñäåëàåì çàìåíó t = x + h
2 ≥ 0, è ïóñòü B̃ =

β − δ, C̃ = γ − δ. Òîãäà ïðè óêàçàííûõ x è t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B(x) = meδ(t+h)B̃C̃(B̃ − C̃)×

×
[

e
eCt(e eBh + 1)

C̃(B̃ − C̃)
+

e
eBt(e eCh + 1)

B̃(C̃ − B̃)
− e

eBh + e
eCh

B̃C̃

]
. (10)

Ïîñêîëüêó signm = sign(B̃C̃(B̃−C̃)), òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåí-
ñòâà B(x) > 0 ïðè x ∈ [−h

2 , h
2

]
òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî âûðàæåíèå

â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (10) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè t ∈ [0, h].
Îáîçíà÷èì ýòî âûðàæåíèå ÷åðåç ν(t). Èìååì

ν′(0) =
e
eBh − e

eCh

B̃ − C̃
> 0, ν′(h) =

e
eCh − e

eBh

B̃ − C̃
< 0,

ν(0) =
e−δ(t+h)

mB̃C̃(B̃ − C̃)
B

(
−h

2

)
> 0,

ν(h) = e( eB+ eC)h

[
1

B̃C̃
+

e− eBh

B̃(B̃ − C̃)
+

e− eCh

C̃(C̃ − B̃)

]
> 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûâîäèòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ ôóíê-
öèè Ψ(x), åñëè ñäåëàòü çàìåíó B = −B̃, C = −C̃, x = h. Ïðîèçâîä-
íàÿ ôóíêöèè ν(t) èìååò ðîâíî îäèí íóëü íà èíòåðâàëå (0, h), ïîýòîìó
èç âûïèñàííûõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî ν(t)>0 ïðè t ∈ [0, h] è ñëå-
äîâàòåëüíî, B(x) > 0 ïðè x ∈ [−h

2 , h
2

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà B(x) > 0 ïðè x ∈ [−h
2 , 3h

2

)
àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó, ïðîâåäåííîìó ïðè x ∈ (− 3h
2 ,−h

2

]
. Ëåììà 2

äîêàçàíà.
Ïîÿñíèì, êàê èçìåíèòñÿ ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ñïëàéíà

S(x), åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà L3(D) =
(D − β)(D − γ)(D − δ) èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè. Â ýòîì ñëó-
÷àå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ ∈ R è
β = θ + iα, γ = θ − iα (θ, α ∈ R), ïðè÷åì α > 0. Âñå ðàíåå âûïè-
ñàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ε è m è ôóíêöèé B(x), S(x)
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çäåñü òàêæå èìåþò ìåñòî, íî òîëüêî âåçäå ñëåäóåò ñ÷èòàòü âû-
ïîëíåííûì íåðàâåíñòâî 0 < h < π

α . Íå âäàâàÿñü â èññëåäîâàíèå
îñòàëüíûõ ñâîéñòâ, äîêàæåì â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî àíàëîã ëåììû 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü δ ∈ R, β = θ + iα, γ = θ − iα, α > 0, θ ∈ R è
0 < h < π

α . Òîãäà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ε

e(ε− 1
2 )(β−γ)h =

eγh − eδh

eδh − eβh
· δ − β

γ − δ

èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, è ýòîò êîðåíü óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó − 1

2 < ε < 1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíû: θ − δ = τ, 1
2 − ε = u,

(τ + iα)h = z, (τ − iα)h = z̄. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

ez − 1
ez̄ − 1

· z̄

z
= e2iαhu. (11)

Ïîñêîëüêó ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1, òî óðàâíå-
íèå (11) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé u èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü u = u0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû òðåáóåòñÿ óñòà-
íîâèòü, ÷òî 0 < u0 < 1. Ïåðåïèøåì (11) â ñëåäóþùåì âèäå

ez − 1
zezu

=
ez̄ − 1
z̄ez̄u

.

Çàìå÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà
(

ez−1
zezu

)
. Ïî-

ýòîìó, åñëè u = u0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî ÷èñëî ez−1
zezu ∈ R. Ðàññìîò-

ðèì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íåïðåðûâíóþ êðèâóþ g(z, u) = ez−1
zezu

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà u îò 0 äî 1. Èìååì

F (z) = g(z, 0) =
ez − 1

z
, Φ(z) = F (−z) = g(z, 1) =

ez − 1
zez

.

ßñíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ìíèìûå ÷àñòè ÷èñåë F (z) è Φ(z) èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

T (τ, α) = ImF (z) =
eτh

h2(τ2 + α2)
(τh sin αh− αh cosαh + αhe−τh),
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C(τ, α) = ImΦ(z) =
e−τh

h2(τ2 + α2)
(τh sinαh + αh cos αh−αheτh). (12)

Äîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < h < π
α T (τ, α) > 0, C(τ, α) < 0. Äëÿ ýòîãî

âîñïîëüçóåìñÿ òðåìÿ èçâåñòíûìè íåðàâåíñòâàìè:

ex ≥ 1 + x (x ∈ R), sin x ≤ x (x ≥ 0),

sin x ≥ x cos x (0 ≤ x ≤ π).

Ïðè 0 < h < π
α èìååì

τh sin αh− αh cosαh + αhe−τh ≥ τh sin αh− sin αh + αhe−τh ≥

≥ (τh− 1 + e−τh) sin αh ≥ 0, (13)

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
ïðè τ = 0. Íî ïðè τ = 0 íåðàâåíñòâà ImF (z) > 0, ImΦ(z) < 0 î÷åâèä-
íû. Èç (12) è (13) ïîëó÷àåì, ÷òî ImF (z) = T (τ, α) > 0. Íåðàâåíñòâî
ImΦ(z) = C(τ, α) < 0 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî C(τ, α) = −T (−τ, α) è
ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ñíîâà âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé β, γ è δ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà L3. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðî-
ñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû
è íå ðàâíû íóëþ.

Ëåììà 4. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

S(eβx, x) = eβx, S(eγx, x) = eγx, x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÷èñëà β è γ âõîäÿò â ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñïëàéíà S(x) ñèììåòðè÷íî, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî
îäíî ðàâåíñòâî ëåììû 4. Èç ðàâåíñòâà (7) èìååì

S(eβx, x) = m
{

eβ(l−1+ε)h
[
(γ − δ)e(γ+δ)heβ(x−lh+ h

2 )+

+(δ − β)e(β+δ)heγ(x−lh+ h
2 ) + (β − γ)e(β+γ)heδ(x−lh+ h

2 )
]
+

+eβ(l+ε)h
[
− (γ − δ)(eγh + eδh)eβ(x−lh+ h

2 )−
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−(δ − β)(eβh + eδh)eγ(x−lh+ h
2 ) − (β − γ)(eβh + eγh)eδ(x−lh+ h

2 )
]
+

+eβ(l+1+ε)h
[
(γ − δ)eβ(x−lh+ h

2 ) + (δ − β)eγ(x−lh+ h
2 )+

+(β − γ)eδ(x−lh+ h
2 )

]}
= meβ(l+ε)h

{
eγ(x−lh+ h

2 )(δ − β)×

×
[
eδh − (eβh + eδh) + eβh

]
+ eδ(x−lh+ h

2 )(β − γ)×

×
[
eγh − (eβh + eγh) + eβh

]
+ eβ(x−lh+ h

2 )(γ − δ)×

×
[
e(γ+δ−β)h − (eγh + eδh) + eβh

]}
= Meβx,

ãäå
M = meβ(ε− 1

2 )h(γ − δ)(eγh − eβh)(eδh − eβh).

Ðàâåíñòâî M = 1 âûòåêàåò èç (5) è (6). Ëåììà 4 äîêàçàíà.
2. Ôîðìîñîõðàíÿþùèå ñâîéñòâà ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü yl−1, yl, yl+1 ≥ 0 (≤ 0). Òîãäà S(x) ≥ 0 (≤ 0)

ïðè x ∈ [(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (4) è ëåììû 2.
Òåîðåìà 2. Ëîêàëüíûé ñïëàéí S(x) = S(f, x) ñîõðàíÿåò ñâîé-

ñòâî èñõîäíûõ äàííûõ {yj}j∈Z, áëèçêîå ê ëîêàëüíîé ìîíîòîííîñòè,
à èìåííî:

à) åñëè yl+1 − eδhyl ≥ 0, yl − eδhyl−1 ≥ 0, òî ôóíêöèÿ
(D − δ)S(x) ≥ 0 íà îòðåçêå

[(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]

(l ∈ Z),
á) åñëè yl+1 − eδhyl ≤ 0, yl − eδhyl−1 ≤ 0, òî ôóíêöèÿ

(D − δ)S(x) ≤ 0 íà îòðåçêå
[(

l − 1
2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]

(l ∈ Z).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì, ÷òî

(D − δ)S(x) = m
{

yl−1

[
(γ − δ)e(γ+δ)h(β − δ)eβ(x−lh+ h

2 )+

+(δ − β)e(δ+β)h(γ − δ)eγ(x−lh+ h
2 )

]
+

+yl

[
− (γ − δ)(eγh + eδh)(β − δ)eβ(x−lh+ h

2 )−

−(δ − β)(eδh + eβh)(γ − δ)eγ(x−lh+ h
2 )

]
+
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+yl+1

[
(γ − δ)(β − δ)eβ(x−lh+ h

2 ) + (δ − β)(γ − δ)eγ(x−lh+ h
2 )

]}
=

= m
{

eβ(x−lh+ h
2 )(γ − δ)(β − δ)

[
yl+1 − (eγh + eδh)yl + e(γ+δ)hyl−1

]
−

−eγ(x−lh+ h
2 )(γ − δ)(β − δ)

[
yl+1 − (eβh + eδh)yl + e(δ+β)hyl−1

]}
=

= m(γ − δ)(β − δ)(β − γ)
[
(yl+1 − eδhyl)α1(x)− (yl − eδhyl−1)α2(x)

]
,

ãäå

α1(x) =
eβ(x−lh+ h

2 ) − eγ(x−lh+ h
2 )

β − γ
,

α2(x) =
eγh+β(x−lh+ h

2 ) − eβh+γ(x−lh+ h
2 )

β − γ
.

Íåðàâåíñòâî α1(x) ≥ 0 ïðè x ∈ [(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]
î÷åâèäíî. Âòî-

ðîå íåðàâåíñòâî α1(x) ≤ 0 ïðè x ∈ [(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]
òàêæå ëåãêî

äîêàçûâàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ìîíîòîííîñòè. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (8),
âûâîäèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Ïóñòü L2 = L2(D) = (D−β)(D−γ). Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà L2 ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð (ñì.,
íàïðèìåð, [9])

∆L2
h yj = yj+2 − (eβh + eγh)yj+1 + e(β+γ)hyj , (14)

îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{yj}j∈Z. ßñíî, ÷òî åñëè f(x) = eβx èëè f(x) = eγx (ôóíêöèè èç
ÿäðà îïåðàòîðà L2), òî ∆L2

h f((l + ε)h) = 0 äëÿ ëþáûõ l ∈ Z è ëþáîãî
÷èñëà ε ∈ R.

Òåîðåìà 3. Ëîêàëüíûé ñïëàéí S(x) = S(f, x) ñîõðàíÿåò ñâîé-
ñòâî èñõîäíûõ äàííûõ {yj}j∈Z, áëèçêîå ê ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè, à
èìåííî:

åñëè ∆L2
h yl−1 ≥ 0 (≤ 0), òî L2(D)S(x) ≥ 0 (≤ 0) ïðè

x ∈ ((
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
)

(l ∈ Z).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì

L2(D)S(x) = (D − β)(D − γ)S(x) =
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= m(β − γ)(δ − β)(δ − γ)eδ(x−lh+ h
2 )∆L2

h yl−1

(
x ∈

((
l − 1

2

)
h,

(
l +

1
2

)
h
))

(l ∈ Z). (15)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (8), âûâîäèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.
3. Ñãëàæèâàþùåå ñâîéñòâî ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ. Ïóñòü

AC � êëàññ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, L∞ =
L∞(R) � êëàññ ôóíêöèé f, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà R, ñ îáû÷-
íûì îïðåäåëåíèåì íîðìû

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(R) = ess sup
x∈R

|f(x)|.

Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R, ñîîò-
âåòñòâóþùèé îïåðàòîðó L3(D) = (D − β)(D − γ)(D − δ)

W∞ =
{

f : f ′ ∈ AC, ‖e−δx(D − β)(D − γ)f(x)‖∞ ≤ 1
}

.

Ïðè δ = 0 � ýòî îáû÷íûé ñîáîëåâñêèé êëàññ WL2∞ â ñëó÷àå L2 =
(D − β)(D − γ).

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ S(x) = S(f, x) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f∈W∞

‖e−δx(D − β)(D − γ)S(x)‖∞ =

= meδ(ε− 1
2 )h(β − γ)(eδh − eγh)(eδh − eβh).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

L2(D)f = (D − β)(D − γ)f = u

(u � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

f(x) = C1e
βx + C2e

γx +

x∫

0

K(x− t)u(t) dt, (16)
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ãäå K(t) = eβt−eγt

β−γ , C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Âíà÷àëå ïî-
ëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàçíîñòè ∆L2

h yl−1. Ïîñêîëü-
êó yl = f((l + ε)h) (l ∈ Z), òî èç (14) è (16) ïîëó÷àåì

∆L2
h yl−1 = yl+1 − (eβh + eγh)yl + e(β+γ)hyl−1 =

=
1

β − γ

{ (ε+l+1)h∫

0

(
eβ((ε+l+1)h−t) − eγ((ε+l+1)h−t)

)
u(t) dt−

−(eβh + eγh)

(ε+l)h∫

0

(
eβ((ε+l)h−t) − eγ((ε+l)h−t)

)
u(t) dt+

+e(β+γ)h

(ε+l−1)h∫

0

(
eβ((ε+l−1)h−t) − eγ((ε+l−1)h−t)

)
u(t) dt

}
,

òàê êàê íåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé
yl−1, yl è yl+1 â (14) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Ðàíåå óæå îòìå÷àëîñü,
÷òî ðàçíîñòü ∆L2

h âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ KerL2 ïðè ëþáûõ l ∈ Z è ëþáîì ε ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∆L2
h f((l + ε)h) = 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ðàçíîñòü ∆L2
h yl−1 ìîæåò áûòü çàïè-

ñàíà â âèäå

∆L2
h yl−1 =

1
β − γ

{ (ε+l+1)h∫

(ε+l−1)h

(
eβ((ε+l+1)h−t) − eγ((ε+l+1)h−t)

)
u(t) dt−

−(eβh + eγh)

(ε+l)h∫

(ε+l−1)h

(
eβ((ε+l)h−t) − eγ((ε+l)h−t)

)
u(t) dt

}
=

=

(ε+l+1)h∫

(ε+l)h

[
eβ((ε+l+1)h−t) − eγ((ε+l+1)h−t)

β − γ

]
u(t) dt+
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+

(ε+l)h∫

(ε+l−1)h

[
eβh+γ((ε+l)h−t) − eγh+β((ε+l)h−t)

β − γ

]
u(t) dt,

ãäå u(t) = L2(D)f(t) = (D − β)(D − γ)f(t). Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó
|∆L2

h yl−1|, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî f ∈ W∞ è òî, ÷òî âûðàæåíèÿ â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íåîòðèöàòåëüíû. Èìååì

|∆L2
h yl−1| ≤ 1

β − γ

{(ε+l+1)h∫

(ε+l)h

(
eβ((ε+l+1)h−t) − eγ((ε+l+1)h−t)

)
eδt dt+

+

(ε+l)h∫

(ε+l−1)h

(
eβh+γ((ε+l)h−t) − eγh+β((ε+l)h−t)

)
eδt dt

}
=

=
eδ(ε+l−1)h(eδh − eγh)(eδh − eβh)

(δ − β)(δ − γ)
, l ∈ Z. (17)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èí |∆L2
h yl−1| ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé,

òàê êàê çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f òàêîé, ÷òî
L2(D)f(t) = eδt, t ∈ [(ε + l− 1)h, (ε + l + 1)h]. Èç (15) è (17) âûâîäèì
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

|(D − β)(D − γ)S(x)| ≤ m(β − γ)(eδh − eγh)(eδh − eβh)×

×eδ(x+(ε− 1
2 )h), x ∈

((
l − 1

2

)
h,

(
l +

1
2

)
h

)
, l ∈ Z.

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò l, òî

sup
f∈W∞

‖e−δx(D − β)(D − γ)S(x)‖∞ =

= meδ(ε− 1
2 )h(β − γ)(eδh − eγh)(eδh − eβh).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
4. Êîíñòàíòû Ëåáåãà ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ. Ëîêàëüíûé L-

ñïëàéí S(x) = S(f, x), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (4), çàäàåò ëèíåéíûé
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ïîëîæèòåëüíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè (îòìåòèì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ
èíòåðïîëÿöèîííûì), ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé íåïðåðûâíîé
íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R ôóíêöèè f íåïðåðûâíûé L-ñïëàéí. Âåëè÷èíà

sup
‖f‖C(R)≤1

‖S(f, x)‖C(R)

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëåáåãà (íîðìîé îïåðàòîðà èç C â C) ìåòîäà
S.

Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
‖f‖C(R)≤1

‖S(f, x)‖C(R) = max
t∈[0,h]

{
m

[
(γ − δ)eβt(eγh − 1)(eδh − 1)+

+(δ − β)eγt(eβh − 1)(eδh − 1) + (β − γ)eδt(eβh − 1)(eγh − 1)
]}

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3), (4) ñ ó÷åòîì ëåììû 2 äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó ‖f‖C(R) ≤ 1
ïðè x ∈ [(

l − 1
2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]
, âûâîäèì òî÷íîå íåðàâåíñòâî

|S(f, x)| ≤
∑

j∈Z
B(x− jh) = B(x− (l − 1)h) + B(x− lh)+

+B(x− (l + 1)h) = m
[
(γ − δ)eβ(x−lh+ h

2 )(eγh − 1)(eδh − 1)+

+(δ − β)eγ(x−lh+ h
2 )(eβh − 1)(eδh − 1)+

+(β − γ)eδ(x−lh+ h
2 )(eβh − 1)(eγh − 1)

]
,

â êîòîðîì çíàê ðàâåíñòâà ðåàëèçóåò ôóíêöèÿ f(t) = 1. Îòñþäà ñëå-
äóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.

5. Ëîêàëüíûå ñïëàéíû íà îòðåçêå. Â íà÷àëå ñòàòüè áûëè
ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ëîêàëüíûõ ôîðìîñîõðàíÿþùèõ L-ñïëàéíîâ
íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, îïðåäåëåííûõ äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà L3(D) = (D−β)(D−γ)(D− δ) ïðè óñëîâèè òî÷íîñòè
äàííîé ñõåìû äëÿ äâóõ ôóíêöèé eβx è eγx. Åñëè æå èñõîäíàÿ ôóíê-
öèÿ f, ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ êîòîðîé ñòðîèòñÿ L-ñïëàéí S(f, x),
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çàäàíà òîëüêî íà îòðåçêå, ïðåäëàãàåìûå ôîðìóëû òðåáóþò óòî÷íå-
íèÿ âáëèçè êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà, ïîñêîëüêó ìû íå õîòèì ïðèâëåêàòü
èíôîðìàöèþ î ôóíêöèè f âíå îòðåçêà.

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ÷èñëà ε ∈ (− 1
2 , 1

2

)
è m îïðåäåëåíû ôîðìó-

ëàìè (5) è (6). Áóäåì ñòðîèòü ñïëàéí S(f, x) íà îòðåçêå [εh, εh+nh],
ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ yk ôóíêöèè f â òî÷êàõ (ε + k)h (k =
0, 1, . . . , n). ßñíî, ÷òî, ïîñòðîèâ ñïëàéí S íà òàêîì îòðåçêå, ìîæíî
ñ ïîìîùüþ ñäâèãà è ñæàòèÿ (èëè ðàñòÿæåíèÿ) ïîëó÷èòü ôîðìóëû
äëÿ L-ñïëàéíà è íà ëþáîì îòðåçêå. Ðàçîáüåì óêàçàííûé îòðåçîê íà
÷àñòè: [

εh,
h

2

]
,

[
h

2
,
3h

2

]
, . . . ,

, . . . ,

[(
n− 3

2

)
h,

(
n− 1

2

)
h

]
,

[(
n− 1

2

)
h, εh + nh

]
.

Ïðè x ∈ [(
l − 1

2

)
h,

(
l + 1

2

)
h
]

(l = 1, 2, . . . , n− 1) ñïëàéí S ñòðîèì ïî
ôîðìóëå (4). Ïóñòü òàêæå

S(x) =
y1 − eγhy0

eβh − eγh
eβ(x−εh) +

y1 − eβhy0

eγh − eβh
eγ(x−εh), x ∈

[
εh,

h

2

]
,

S(x) = eβh yn − eγhyn−1

eβh − eγh
eβ(x−εh−nh)+

+eγh yn − eβhyn−1

eγh − eβh
eγ(x−εh−nh), x ∈

[(
n− 1

2

)
h, εh + nh

]
. (18)

Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ ïîñòðîåííîãî íà îòðåçêå [εh, εh + nh] ñïëàéíà
S(x). Âî-ïåðâûõ, èç (18) ÿñíî, ÷òî

S(εh) = y0 = f(εh), S(εh + nh) = yn = f(εh + nh),

ò.å. ñïëàéí S(x) èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f â êîíöàõ îòðåçêà.
Âî-âòîðûõ, íà êðàéíèõ îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ

[
εh, h

2

]
,

[(
n − 1

2

)
h,

εh + nh
]
ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íå òðåõ ôóíêöèé

eβx, eγx è eδx, êàê ýòî áûëî íà ëþáîì îòðåçêå âèäà
[(

l − 1
2

)
h,

(
l +

1
2

)
h
]

(l = 1, 2, . . . , n− 1), à òîëüêî äâóõ: eβx è eγx. Äàííîå çàìå÷àíèå
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ ñïëàéíà S íà îòðåçêå [εh, εh + nh]
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âûïîëíåíû àíàëîãè êðàåâûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà (ñì., íàïðèìåð,
[8]). Â-òðåòüèõ, èñïîëüçóÿ (7) è (18), ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

S

(
h

2
− 0

)
= S

(
h

2
+ 0

)
, S′

(
h

2
− 0

)
= S′

(
h

2
+ 0

)
,

S

((
n− 1

2

)
h− 0

)
= S

((
n− 1

2

)
h + 0

)
,

S′
((

n− 1
2

)
h− 0

)
= S′

((
n− 1

2

)
h + 0

)
,

è ïîýòîìó S ∈ C1[εh, εh + nh].

6. Çàìå÷àíèÿ. Íàñëåäîâàíèå ñâîéñòâ îáîáùåííîé ìîíîòîííî-
ñòè è îáîáùåííîé âûïóêëîñòè (ñì. òåîðåìû 2 è 3) èìååò ìåñòî
è â òîì ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà
L3(D) = (D − β)(D − γ)(D − δ) èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè. Â ýòîì
ñëó÷àå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ ∈ R è
β = θ + iα, γ = θ − iα (θ ∈ R, α > 0). Ïðè ýòîì ñëåäóåò òðåáî-
âàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 0 < h < π

α (ñì. ëåììó 3). Â îòìå÷åí-
íîì ñëó÷àå ìû íå ïðèâîäèì ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà, ïîñêîëüêó èõ
èäåéíàÿ ñòîðîíà âïîëíå àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (ñëó÷àé δ = θ = 0 ñì. â [3]).

Âîçâðàùàÿñü ê îïåðàòîðó L3(D) = (D−β)(D−γ)(D−δ) (β, γ, δ ∈
R), âûäåëèì ðàáîòó [4] âòîðîãî àâòîðà, ïîñâÿùåííóþ ñëó÷àþ δ = 0.
Â ýòîé ñòàòüå, ðàçâèâàþùåé ðåçóëüòàòû [1�3], ïîìèìî äîêàçàòåëü-
ñòâà ôîðìîñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ L-
ñïëàéíîâ ñ ðàâíîìåðíûìè óçëàìè, âû÷èñëåíà òî÷íî âåëè÷èíà àï-
ïðîêñèìàöèè â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå êëàññà WL2∞ = {f : f ′ ∈ AC :
‖(D− β)(D− γ)f‖∞ ≤ 1} òàêèìè L-ñïëàéíàìè. Îòìå÷åííûé ðåçóëü-
òàò èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïðè δ = 0 è β = −γ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðà-
òîð L3 ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíî ñàìîñîïðÿæåííûì) óêàçàííàÿ âåëè÷èíà
â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ êîëìîãîðîâñêèì ïîïåðå÷íèêîì
êëàññà WL2∞ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Òî åñòü ïîñòðîåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì (íàðÿäó ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè è èíòåðïî-
ëÿöèîííûìè L-ñïëàéíàìè) â ñìûñëå ïîïåðå÷íèêà ïî Êîëìîãîðîâó.
Ïåðâûì ýòîò ôàêò â ñëó÷àå β = γ = δ = 0 (ò.å. äëÿ ëîêàëüíûõ
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ïàðàáîëè÷åñêèõ ñïëàéíîâ äëÿ êëàññà W 2
∞) çàìåòèë Þ.Í.Ñóááîòèí

[1]. Ñîáñòâåííî, èìåííî ýòîò ðåçóëüòàò è ïîðîäèë èíòåðåñ àâòîðîâ ê
ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì. Â îáùåì ñëó÷àå (ò.å. ïðè ïðîèçâîëüíûõ
÷èñëàõ β, γ è δ) èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ ïîñòðî-
åííûõ ëîêàëüíûõ L-ñïëàéíîâ áóäåò ïðîäîëæåíî íàìè â ñëåäóþùåé
ðàáîòå.

Íà îñíîâå B-L-ñïëàéíîâ ñ ðàâíîìåðíûìè óçëàìè â ïåðèîäè÷å-
ñêîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå

SR(x) =
2n−1∑

j=0

wjB(x− jh)
n∑

k=0

wkB(x− kh)

(
h =

1
2n

, wj > 0, f((j + ε)h) = yj

)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîñòðîå-
íû ëîêàëüíûå ðàöèîíàëüíûå L-ñïëàéíû ñ ðàâíîìåðíûìè óçëàìè
{jh}j∈Z, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
NURBSîâ (îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ñì., íàïðèìåð, â [6]).

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [7], [10�12], ñîäåðæàùèå òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû ïî àïïðîêñèìàöèè ëîêàëüíûìè L-ñïëàéíàìè ñ ïðîèçâîëüíûì
(íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíûì) ðàñïîëîæåíèåì óçëîâ.
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