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Äîêàçàíî, ÷òî â îäíîðîäíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

íà àääèòèâíîé êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå íå ñóùåñòâóåò áàçè-

ñà èç ñäâèãîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû îäíî-

ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåð-

æäåíèå. Â ÷àñòíîñòè, îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp(T ), 1 ≤ p <

∞, è C(T ), à òàêæå äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp[0, 1]∗, 1 ≤ p <∞, è C[0, 1]∗ îò-

íîñèòåëüíî äâîè÷íûõ ñäâèãîâ, ãäå [0, 1]∗ � ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê

[0, 1]. Êðîìå òîãî, óêàçûâàþòñÿ êëàññû ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à è ñèììåò-

ðè÷íûõ (ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðèàíòíûõ) ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

1. Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ïîëíûõ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ñóùåñòâóþò áàçèñû âèäà {f(λnx)},
ò.å. áàçèñû èç "ñæàòèé" îäíîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà {exp(i nx)}n∈Z ïðè 1 < p <∞ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì (ïðè
p = 1 � ïîëíîé ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé) â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Lp(T ) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñèñòå-
ìû {cosnx}n∈Z+ è {sinnx}n∈N ïðè 1 < p < ∞ ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè
(ïðè p = 1 � ïîëíûìè ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûìè ñèñòåìàìè) â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Lpc(t) è L

p
s(T ) 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíûõ

è íå÷åòíûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé (ñì., [1, ñ. 594]).
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè â êîíêðåò-

íûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñû èëè
õîòÿ áû ïîëíûå ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç
ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè, ò.å. èìåþùèå âèä {f(x − tn)}? Íàïðèìåð,
â [2] äîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L2(R), R = (−∞,+∞), íå ñóùå-
ñòâóåò áàçèñà Ðèññà èç ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R), ò.å. áàçèñà
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Ðèññà âèäà {f(· − tn)}n∈Z+ . Â êíèãå [3, ñ. 489], äîêàçàíî, ÷òî â ïðî
ñòðàíñòâå L(R) íå ñóùåñòâóåò ïîëíûõ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûõ ñè-
ñòåì, à ñëåäîâàòåëüíî, è áàçèñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ñäâèãîâ îäíîé ôóíê-
öèè f ∈ L(R), ò.å. èìåþùèõ âèä {f(· − tn)}n∈Z+ . Äîêàçàòåëüñòâî
îïèðàåòñÿ íà ãëóáîêóþ òåîðåìó Âèíåðà, ñîãëàñíî êîòîðîé ìíîæå-
ñòâî {f(·−t)} âñåõ ñäâèãîâ ôóíêöèè f ∈ L(R) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå
L(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f̂(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ R, ãäå f̂(x) �
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f .

Â íàøåé ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L(R+) íå ñóùå-
ñòâóåò áàçèñà èç äâîè÷íûõ ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî
îïèðàåòñÿ íà äâîè÷íûé àíàëîã òåîðåìû Âèíåðà, ñîãëàñíî êîòîðîìó
äëÿ ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ äâîè÷íûõ ñäâèãîâ {f(·⊕ t)} ôóíêöèè
f ∈ L(R+) â ïðîñòðàíñòâå L(R+) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ f̂W (x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ R+, ãäå f̂W (x) � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå�Óîëøà ôóíêöèè f [5]. Íà ñàìîì äåëå, èç äîêàçàòåëüñòâà, ïðè-
âåäåííîãî â [4], ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L(R+) íå ñóùåñòâóåò è
ïîëíîé ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâîè÷íûõ
ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè.

Â òîé æå ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(T ), 1 ≤
p <∞, è C(T ) 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò áàçèñîâ èç
ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàí äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Lp[0, 1]∗, 1 ≤ p < ∞, è C[0, 1]∗ îòíîñèòåëüíî äâîè÷íûõ
ñäâèãîâ. (Çäåñü [0, 1]∗ � ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0,1], êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äâîè÷íîãî ñëî-
æåíèÿ ⊕). Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îáùåé òåîðåìû, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé â áåñêîíå÷íîìåðíîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà àääèòèâíîé êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå, íå
ñóùåñòâóåò áàçèñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè [4].

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì îäíîðîä-
íîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé (ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå), çàäàííûõ íà àääèòèâíîé êîìïàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå,
íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì, à ñëå-
äîâàòåëüíî, è áàçèñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ñäâèãîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ôóíêöèé. Ýòîò ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, îêîí÷àòåëåí â òîì ñìûñëå, ÷òî â
íåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé íåëüçÿ çàìåíèòü ñ÷åòíûì ìíîæå-
ñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íîìåðíûå îäíîðîäíûå
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ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, C(T )) ñ áàçèñîì, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ
è ôàêòû èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [6, ãë. 1]).

Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ èëè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ {en}n∈Z+ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè äëÿ âñÿ-
êîãî ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðÿä x =

∑
n∈Z+

x̂(n)en,

ñõîäÿùèéñÿ ê x. Âî âñåõ êëàññè÷åñêèõ ñåïàðàáåëüíûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ áàçèñû áûëè ïîñòðîåíû. Äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü
íåðåøåííîé ïðîáëåìà Øàóäåðà [7, ãë. 7]: âñÿêîå ëè ñåïàðàáåëüíîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ. Â 1972 ã. Ýíôëî [8] äàë îòðè-
öàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû, ïîñòðîèâ ïðèìåð ñåïàðàáåëüíîãî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà áåç áàçèñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç clos({en}n∈Z+) çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ñèñòåìû {en}n∈Z+ . Ñèñòåìà {en}n∈Z+ ⊂ X íàçûâàåòñÿ:
à) ïîëíîé, åñëè clos({en}n∈Z+) = X;
b) ìèíèìàëüíîé, åñëè en /∈ clos({en}k 6=n) ïðè âñåõ n ∈ Z+;
ñ) ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

dist(en, clos({en}k 6=n)) > δ‖en‖

ïðè âñåõ n ∈ Z+, ãäå dist(x,A) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà
x ∈ X äî ìíîæåñòâà A ⊂ X, ò.å. dist(x,A) = inf

y∈A
‖x− y‖.

Îòìåòèì, ÷òî â êíèãå [6, ñ. 68] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îñòàåòñÿ íåðåøåí-
íîé ïðîáëåìà: â êàæäîì ëè ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà.

Ïóñòü X∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó X, ò.å.
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâå X. Ñèñòåìà {en}n∈Z+ ïîëíà â X òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîãî îò íóëåâîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ f(en) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z+. Åñëè ñè-
ñòåìà {en}n∈Z+ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X, òî îíà ïîëíà è
ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíà â X.

Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà ñ ãðóïïîâîé îïå-
ðàöèåé "+" , ò.å. âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) G ÿâëÿåòñÿ êîì-
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ìóòàòèâíîé ãðóïïîé; 2) G ÿâëÿåòñÿ (õàóñäîðôîâûì) òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì ñî âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè; 3) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
"+" è îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ "−" íåïðåðûâíû â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
G. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî: à) åñëè z = x + y, òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
U(z) ýëåìåíòà z íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U(x) è U(y) ýëåìåíòîâ x è
y òàêèå, ÷òî U(x) + U(y) ⊂ U(z), ãäå A + B = {c ∈ G : c = a + b,
a ∈ A, b ∈ B}; á) äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(−x) ýëåìåíòà −x íàé-
äåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ′(x) ýëåìåíòà x, ÷òî −U ′(x) ⊂ U(−x), ãäå
−A = {b ∈ G : b = −a, a ∈ A}.

Ïóñòü G � òîïîëîãè÷åñêàÿ êîìïàêòíàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà, à
X(G) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà G, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì: åñëè f ∈ X(G), òî f(·+x) ∈ X(G) äëÿ ëþáîãî x ∈ G, ïðè-
÷åì íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X(G) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà è
íåïðåðûâíà, ò.å.

‖f(·+ x)‖X(G) = ‖f‖X(G) è lim
x→0
‖f(·+ x)− f(·)‖X(G) = 0. (1)

Òàêèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X(G) êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü îä-
íîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â íàøåé ðàáîòå [4] äîêàçàíà

Òåîðåìà À. Â îäíîðîäíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ôóíêöèé X(G) íå ñóùåñòâóåò áàçèñîâ âèäà {f(·− −xn)}n∈Z+ , ãäå

f ∈ X(G), à {xn}n∈Z+ ⊂ G.
Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.
Òåîðåìà 1. Â îäíîðîäíîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ôóíêöèé X(G) íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëü-

íûõ ñèñòåì âèäà {f(· − xn)}n∈Z+ , ãäå f ∈ X(G), à {xn}n∈Z+ ⊂ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-

öèè f∈X(G) è íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈Z+⊂G ñèñòåìà
{f(·−xn)}n∈Z+ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå
X(G). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

‖f(· − xn)− f(· − xk)‖X(G) > δ‖f(· − xn)‖X(G) ïðè n 6= k.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà àð-
ãóìåíòà, èìååì

‖f(·)− f(·+ (xn − xk))‖X(G) > δ‖f(·)‖X(G), n 6= k. (2)



108 Á.È. Ãîëóáîâ

Ïîñêîëüêó ãðóïïà G êîìïàêòíà, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈Z+ ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Íî òîãäà

lim
n,k→+∞

(xn − xk) = 0 è ïîýòîìó ñîãëàñíî âòîðîìó èç óñëîâèé (1)

lim
n,k→+∞

‖f(·)− f(·+ (xn − xk))‖X(G) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2), òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
(2) ïîëîæèòåëüíà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X(G) � áåñêîíå÷íîìåðíîå îäíîðîäíîå ïðî-

ñòðàíñòâî è ôóíêöèè f1(x), ..., fm(x), m ∈ N, ïðèíàäëåæàò X(G).
Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå X(G) íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåð-

íî ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû {en(x)}n∈Z+ , êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì îäíîé èç óêàçàííûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
{en(x)}n∈Z+ , çàäàííûõ íà àääèòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé êîìïàêò-
íîé ãðóïïå G, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå
X(G), ïðè÷åì äëÿ êàæäîé ôóíêöèè en(x) íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
fi(x), i = 1, . . . ,m, è òàêîé ýëåìåíò xi,n ∈ G, ÷òî en(x) = fi(x−xi,n).
Òîãäà ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+ ìîæíî ðàçáèòü
íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ E1, ..., Em òàê, ÷òî åñëè n ∈ Ei
òî en(x) = fi(x−xi,n). Òàê êàê ìíîæåñòâî Z+ áåñêîíå÷íî, òî îäíî èç
ìíîæåñòâ E1, ..., Em òàêæå áåñêîíå÷íî. Ïóñòü òàêèì ìíîæåñòâîì ÿâ-
ëÿåòñÿ Ej , 1≤j≤m. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî Xj(G) ≡ clos({en}n/∈Ej

)
áóäåò áåñêîíå÷íîìåðíûì îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì è ñèñòåìà
ôóíêöèé {en(x)}n∈Ej , áóäåò ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé â Xj(G). Íî
êàæäàÿ ôóíêöèÿ en(x) ∈ Xj(G) èìååò âèä fj(x− xj,n), ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ñäâèãîì îäíîé ôóíêöèè fj(x). Òåì ñàìûì, â áåñêîíå÷íîìåðíîì
îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Xj(G) íàøëàñü áåñêîíå÷íàÿ
ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ñäâèãîâ îäíîé
ôóíêöèè fj(x). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X(G) � áåñêîíå÷íîìåðíîå îäíîðîäíîå ïðî-

ñòðàíñòâî è ôóíêöèè f1(x), ..., fm(x), m ∈ N, ïðèíàäëåæàò X(G).
Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå X(G) íå ñóùåñòâóåò áàçèñà, êàæäûé ýëå-

ìåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì îäíîé èç óêàçàííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2, òàê êàê âñÿêèé áàçèñ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé.
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3. Ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.
1. Ïðîñòðàíñòâà Lp(T ), 1 ≤ p <∞, è C(T ). Åñëè ãðóïïîâîé îïå-

ðàöèåé íà òîðå T = [0, 2π] ñ÷èòàòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïî mod 2π,
òî â êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè òîð T ïðåâðàùàåòñÿ â êîìïàêòíóþ àä-
äèòèâíóþ ãðóïïó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà Lp(T ), 1 ≤ p <∞, è
ïðîñòðàíñòâî C(T ) íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîðîäíûìè áåñêîíå÷íîìåðíûìè ñåïàðàáåëüíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè.

2. Ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à L∗M (T ). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Îð-
ëè÷à L∗M (T ) (ñì. [9, ãë. 2]), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, çàäàííûõ íà òîðå
T. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ N -ôóíêöèåéM(u), ò.å. íåïðåðûâ-
íîé ÷åòíîé âûïóêëîé íà ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì

lim
u→0

M(u)
u

= 0, lim
u→∞

M(u)
u

= +∞.

Âñå ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè (ñì. [9, ñ. 87]). Ïðîñòðàíñòâî L∗M (T ) ñåïàðàáåëüíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà N -ôóíêöèÿ M(u) óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ, ò.å.
M(2u) = O(M(u)) ïðè u → +∞. Âî âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Îðëè÷à ñóùåñòâóþò áàçèñû (ñì. [9, ñ. 125]). Èçâåñòíî, ÷òî
âñå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L∗M (T ) èìåþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
íîðìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N -ôóíêöèÿ M(u) óäîâëåòâîðÿåò
∆2-óñëîâèþ (ñì. [9, ñ. 106]). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñåïàðàáåëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà Îðëè÷à L∗M (T ) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

3. Ñèììåòðè÷íûå ïðîñòðàíñòâà X(T ). Ïóñòü X(T ) � ñèììåò-
ðè÷íîå (ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðèàíòíîå) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà
òîðå T = [0, 2π] (ñì. [10] èëè [11, ñ. 114]). Èçâåñòíû òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûå âëîæåíèÿ L∞(T ) ⊂ X(T ) ⊂ L(T ). Ïðîñòðàíñòâî
X(T ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì îíî ìîæåò áûòü
êàê ñåïàðàáåëüíûì, òàê è íåñåïàðàáåëüíûì. Âî âñÿêîì ñåïàðàáåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X(T ) ñóùåñòâóåò áàçèñ. Íàïðèìåð, ñèñòåìà Õààðà
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì âî âñÿêîì ñåïàðàáåëüíîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå X(T1), ñîñòîÿùåì èç 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ñåïàðàáåëü-
íîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå X(T1) íîðìà íåïðåðûâíà è èíâàðè-
àíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.
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Ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X(T ) ìîãóò ñëóæèòü
ïðîñòðàíñòâà Lp(T ), 1 ≤ p < ∞, èëè ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà Λψ(T ).
Êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà Λψ(T ) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âîçðàñòàþùåé íà [0,+∞) âîãíóòîé ôóíêöèè ψ(t), óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ ψ(0) = 0. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Λψ(T ) ñåïàðà-
áåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(+0) = 0 è ψ(+∞) = +∞.

4. Ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1]∗, 1 ≤ p < ∞, è C[0, 1]∗. Îïðåäåëèì
òåïåðü ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ (ñì. [12, ãë. 1] èëè [13,
ãë. 4]). Îí ïîëó÷àåòñÿ èç îòðåçêà [0, 1] çàìåíîé êàæäîé äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíîé òî÷êè 0 < x < 1 äâóìÿ òî÷êàìè x−0 è x+0 ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êå x − 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå

÷èñëà x â áåñêîíå÷íóþ äâîè÷íóþ äðîáü: x − 0 =
+∞∑
n=1

xn

2n , ãäå xn = 1

äëÿ n ≥ n(x), à òî÷êå x+ 0 � ðàçëîæåíèå ÷èñëà x â êîíå÷íóþ äâîè÷-

íóþ äðîáü: x+0 =
+∞∑
n=1

xn

2n , ãäå xn = 0 äëÿ n ≥ n(x). Äëÿ óíèôèêàöèè

îáîçíà÷åíèé ñ÷èòàåì, ÷òî 0 = 0 + 0, 1 = 1− 0.
Ýëåìåíòàìè ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗ ñ÷èòàåì âñå

äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà 0<x<1 è òî÷êè x−0, x+0, êîòîðûå
ïîëó÷åíû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì äëÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë x ∈ [0, 1].

Óïîðÿäî÷èì ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x − 0 < x + 0, åñëè 0 < x < 1, à ÷èñëî
x äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíî. Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x + 0 < y, åñëè
x ∈ [0, 1]∗ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíî, à y ∈ [0, 1]∗ äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíî
è x < y. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y < x − 0, åñëè y ∈ [0, 1]∗

äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíî, à x ∈ [0, 1]∗ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíî è y < x.
Ýëåìåíòû ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗ áóäåì îáîçíà÷àòü òàê-
æå ñèìâîëàìè x∗, y∗, . . . . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî +0 < x∗, åñëè
x ∈ [0, 1]∗ è x∗ 6= +0, à òàêæå x∗ < 1−0, åñëè x∗ ∈ [0, 1]∗ è x∗ < 1−0.

Ïîñëå óêàçàííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü îá îòðåçêàõ
[x∗, y∗] = {z∗ : x∗ ≤ z∗ ≤ y∗}.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ [0, 1]∗ ñîïî-
ñòàâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà 0 ≤ x ≤ 1
â äâîè÷íóþ äðîáü (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ). Òåì ñàìûì, óñòà-
íîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìîäèôèöèðîâàí-
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íûì îòðåçêîì [0, 1]∗ è ìíîæåñòâîì âñåõ ðÿäîâ âèäà
∞∑
k=1

2−kxk, ãäå

xk ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíò
x∗ ∈ [0, 1]∗ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x1, x2, ...) èç íóëåé è åäèíèö. Ïî-
ëîæèì |x∗| =

∑∞
n=1 xn/2

n, åñëè x∗ = (x1, x2, ...).
Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ⊕ ââîäèòñÿ íà [0, 1]∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ x∗, y∗ ∈ [0, 1]∗ ïîëàãàåì x∗⊕ y∗ = z, ãäå z = (x1⊕ y1, x2⊕ y2, . . .),
a xn ⊕ yn = xn + yn(mod 2). Ýòà îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà è àññî-
öèàòèâíà íà [0, 1]∗. Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ ñ ââåäåííîé
îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, íà êîòîðîé ââîäèò-
ñÿ ðàññòîÿíèå ρ(x∗, y∗) = |x∗ ⊕ y∗| Ïîñëå ýòîãî ìîäèôèöèðîâàííûé
îòðåçîê [0, 1]∗ ïðåâðàùàåòñÿ â êîìïàêòíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóïïó,
òîïîëîãèÿ â êîòîðîé çàäàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ρ(x∗, y∗). Íîðìèðîâàí-
íóþ ìåðó Õààðà íà ýòîé ãðóïïå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì µ. Îòìåòèì,
÷òî îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ê ãðóïïîâîé îïåðàöèè ⊕ ñîâïàäàåò ñ íåé ñà-
ìîé. Î÷åâèäíî, ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1]∗, 1 ≤ p < ∞, µ-èçìåðèìûõ íà
[0, 1]∗ ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖f‖Lp[0,1]∗ =
(∫

[0,1]∗
|f(x)|pdµ(x)

)1/p

< +∞

ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ôóíêöèÿ f : [0, 1]∗ → R íàçûâàåòñÿ ρ-íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x∗ ∈ [0, 1]∗, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî
|f(x∗ ⊕ y∗) − f(x∗)| < ε ïðè |y∗| < δ. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ôóíêöèé, ρ-íåïðåðûâíûõ â êàæäîé òî÷êå x∗ ∈ [0, 1]∗, îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì C[0, 1]∗. Åñëè ââåñòè â íåì íîðìó ðàâåíñòâîì ‖f‖C[0,1]∗ =

max
x∗∈[0,1]∗

|f(x∗)|, òî C[0, 1]∗ ñòàíåò îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì íà êîì-

ïàêòíîé àääèòèâíîé ãðóïïå [0, 1]∗.
5. Ïðîñòðàíñòâà C(n)(T ). Ïðîñòðàíñòâî C(n)(T ) 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
çàäàííîãî ïîðÿäêà n ∈ N, ñ íîðìîé

‖f‖ = max
0≤k≤n

‖f (k)‖C(T ),

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì.

6. Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(T ) ïðîñòðàíñòâî
äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f ∈ L(T ), äëÿ êî-
òîðûõ ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè
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f̃(x) = lim
ε→+0

1
π

∫ π

ε

f(x− t)− f(x+ t)
2 tg t

2

dt,

êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó íà T , òàêæå ïðèíàäëåæàò L(T ).
Ââåäåì â H(T ) íîðìó ðàâåíñòâîì ‖f‖H(T ) = ‖f‖L(T )+‖f̃‖L(T ). Òîãäà
H(T ) ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîðîäíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè. Îíî èçîìîðôíî
êîìïëåêñíîìó ïðîñòðàíñòâó Õàðäè H(D), ñîñòîÿùåìó èç ôóíêöèé
f(z), àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1} è
èìåþùèõ êîíå÷íóþ íîðìó

‖f‖H(D) = sup
0≤r<1

1
2π

∫ π

−π
|f(reiθ)dθ

(ñì. [1,ñ. 542]).
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