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ПРО НЕОБХIДНI УМОВИ ЗБIЖНОСТI
В СЕРЕДНЬОМУ КРАТНИХ РЯДIВ ФУР’Є

Отримано необхiднi умови для збiжностi в середньому кратних
рядiв Фур’є iнтегровних функцiй.

Позначимо через L1(Tm) простiр 2π-перiодичних iнтегров-
них функцiй f (x) з нормою

‖f‖1 =
∫
Tm

|f (x1, ..., xm)| dx1...dxm =
∫
Tm

|f (x)| dx <∞,

де x = (x1, ..., xm) i Tm = [0, 2π)m = [0, 2π)× ...× [0, 2π)︸ ︷︷ ︸
m

.

Нехай f ∈ L1(Tm) i її ряд Фур’є має вигляд

S [f ] =
∞∑
k=0

∑
|l|1=k

ale
il1x1 · ...·eilmxm =

∞∑
k=0

∑
|l|1=k

ale
i(l,x), (1)

а

Sn (f ;x) =
n∑
k=0

∑
|l|1=k

ale
i(l,x)

— n-та частинна сума ряду (1), де l = (l1, l2, ..., lm) , lj ≥ 0,
|l|1 = |l1|+ |l2|+ ...+ |lm|, а (l, x) = l1x1 + ...+ lmxm.

Кажуть, що ряд (1) збiгається в середньому по трикутниках
до функцiї f (x), якщо при n→∞

‖f (x)− Sn (f ;x)‖1 → 0. (2)
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В данiй роботi знайдено умови, необхiднi для виконання
спiввiдношення (2). У випадку m = 1 такi умови наведенi в [1].
Для рядiв вигляду

∞∑
k=0

ak
∑
|l|1=k

ei(l,x) (3)

в роботi [2] встановлено, що необхiдною умовою збiжностi в
середньому цих рядiв є виконання спiввiдношення

lnm−1 n

n∑
k=1

|an+k|
k
→ 0 (4)

при n→∞. Цiй тематицi присвячено також роботи [3] та [4].
Має мiсце таке твердження.
Теорема. Нехай f ∈ L1(Tm) i її ряд Фур’є має вигляд (1).

Тодi справедлива нерiвнiсть при n→∞

‖f (x)− Sn (f ;x)‖1 ≥
n∑
k=1

1
k

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

+ o(1).

Наслiдок 1. Нехай f ∈ L1(Tm) i її ряд Фур’є має вигляд
(1). Тодi для збiжностi в середньому ряду (1) необхiдно, щоб
виконувалось спiввiдношення

n∑
k=1

1
k

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

→ 0, n→∞. (5)

Оскiльки має мiсце асимптотична рiвнiсть ([2, 5])∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ei(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

� lnm−1 n,
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то має мiсце таке твердження.
Наслiдок 2. Необхiдною умовою збiжнoстi в середньому

рядiв вигляду (3) є виконання спiввiдношення (4).
При доведеннi теореми будемо використовувати методи ро-

боти [2].
Для зручностi наведемо нерiвнiсть типу нерiвностi

С.Н. Бернштейна для тригонометричних полiномiв багатьох
змiнних

tn (x1, ..., xm) =
n∑
k=0

∑
|l|1=k

ale
il1x1 · ...·eilmxm ,

яка сформульована в [2]:∥∥∥∥ ∂tn∂x1
+ ...+

∂tn
∂xm

∥∥∥∥
1

≤ 2mn ‖tn (x1, ..., xm)‖1 . (6)

В доведеннi застосовується теорема Хардi–Лiттлвуда [5].
Нехай

F (z) = b0 + b1z + ...+ bnz
n + ... ∈ H1,

тодi
∞∑
n=0

|bn|
n+ 1

≤ 1
2

2π∫
0

F
(
eix
)
dx, (7)

де Н — простiр Хардi
(
простiр аналiтичних при |z| < 1 функцiй

F (z), для яких sup
0≤r<1

2π∫
0

∣∣F (reix)∣∣ <∞ )
.

Доведення теореми. Через V n
2n (f ;x) позначимо суму

Валле Пуссена функцiї f (x) :

V n
2n (f ;x) =

1
n

2n∑
k=n+1

Sk (f ;x) =
2n∑
k=0

λ
(n)
k

∑
|l|1=k

ale
il1x1 · ...·eilmxm ,
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де

λ
(n)
k =

{
1, k = 0, n;
2n−k+1

n k = n+ 1, 2n.

Вiдомо, що для будь-якої функцiї f ∈ L1(Tm), яка задовольняє
умови теореми, при n→∞

‖f (x)− V n
2n (f ;x)‖1 → 0.

Тому при n→∞

‖f (x)− Sn (f ;x)‖1 ≥ ‖V
n
2n (f ;x)− Sn (f ;x)‖1−

−‖f (x)− V n
2n (f ;x)‖1 ≥ ‖V

n
2n (f ;x)− Sn (f ;x)‖1 + o(1). (8)

Використовуючи нерiвнiсть (6), оцiнимо перший доданок в
правiй частинi нерiвностi (8).

‖V n
2n (f ;x)− Sn (f ;x)‖1 =

=
∫
Tm

∣∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

2n− k + 1
n

∑
|l|1=k

ale
i(l,x)

∣∣∣∣∣∣ dx ≥
≥ 1

2mn

∫
Tm

∣∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

2n− k + 1
n

k
∑
|l|1=k

ale
i(l,x)

∣∣∣∣∣∣ dx. (9)

Враховуючи 2π-перiодичнiсть пiдiнтегральних функцiй в
(9) i незалежнiсть iнтеграла вiд промiжку iнтегрування дов-
жини 2π, отримуємо

1
2mn

1
2π

∫
Tm

 2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

2n− k + 1
n

k
∑
|l|1=k

ale
i(l,x)eikt

∣∣∣∣∣∣ dt
dx =
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=
1

2mn
1
2π

∫
Tm

 2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

n− k + 1
n

(n+ k)
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)eikt

∣∣∣∣∣∣ dt
dx.
(10)

Пiдiнтегральна функцiя в (10) вiдносно змiнної t належить
простору Хардi, тому до внутрiшнього iнтеграла в (10) засто-
суємо нерiвнiсть Хардi–Лiттлвуда (7)

1
2mn

1
2π

∫
Tm

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

n− k + 1
n

(n+ k)
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)eikt

∣∣∣∣∣∣dtdx ≥

≥ 1
2mn

1
2π

∫
Tm

2
n∑
k=1

1
k + 1

∣∣∣∣∣∣n− k + 1
n

(n+ k)
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∣∣∣∣∣∣dx ≥

≥ 1
2mn

1
2π

n∑
k=1

n− k + 1
n

n+ k

k + 1

∫
Tm

∣∣∣∣∣∣
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∣∣∣∣∣∣dx ≥

≥ 1
2m2π

n∑
k=1

1
k

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

− 1
2m2π

1
n

n∑
k=1

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

(11)
Як вiдомо, простiр L1(Tm) є повним сепарабельним нормо-

ваним простором, в якому множина полiномiв
n∑
k=0

∑
|l|1=k

αle
i(l,x),

де αl — деякi числа, є щiльною. Тодi

∥∥∥∥∥ ∑
|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥∥ ∑
|l|1≤n+k

ale
i(l,x) −

∑
|l|1≤n+k−1

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥
1

→ 0 при n → ∞. А то-
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му

1
n

n∑
k=1

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

→ 0. (12)

Отже, згiдно з (8), (9), (11) i (12)

‖V n
2n (f ;x)−Sn (f ;x)‖1+o(1)≥ 1

2m2π

n∑
k=1

1
k

∥∥∥∥∥∥
∑

|l|1=n+k

ale
i(l,x)

∥∥∥∥∥∥
1

+o(1).

Звiдси випливає твердження теореми.
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